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Â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ èçó÷åíî ÿâëåíèå îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ýêñèòîííîé îáëàñòè ñïåêòðà ïðè

ó÷åòå ýêñèòîí-ôîòîííîãî è óïðóãîãî ýêñèòîí-ýêñèòîííîãî âçàèìîäåéñòâèé. Ïîêàçàíî, ÷òî îñîáåííîñòè

ïðîòåêàíèÿ ÿâëåíèÿ íóòàöèè îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ, ðàññòðîéêîé

ðåçîíàíñà, ïàðàìåòðîì íåëèíåéíîñòè è íà÷àëüíîé ðàçíîñòüþ ôàç. Ïðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ íà÷àëüíûõ êîí-

öåíòðàöèÿõ ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ èìåþò ìåñòî òðè ðåæèìà âðåìåííîé ýâîëþöèè ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ:

ðåæèì ïåðèîäè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ ýêñèòîíîâ â ôîòîíû è îáðàòíî, ðåæèì àïåðèîäè÷åñêîãî ïðåâðàùå-

íèÿ ôîòîíîâ â ýêñèòîíû è ðåæèì ïîêîÿ. Â óñëîâèÿõ ïîêîÿ íà÷àëüíûå ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ

îòëè÷íû îò íóëÿ è ñî âðåìåíåì íå èçìåíÿþòñÿ. Íàéäåíû àìïëèòóäû è ïåðèîäû êîëåáàíèé ïëîòíîñòåé

÷àñòèö, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû. Ïðåäñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ÿâëåíèé ñàìîçàõâàòà

ýêñèòîíîâ è ïëåíåíèÿ ôîòîíîâ â ñèñòåìå, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ïîðîãîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåëè-

íåéíîñòè. Ñ ðîñòîì ýòîãî ïàðàìåòðà â ñèñòåìå âîçíèêàåò ðåçêîå, ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå àìïëèòóä

êîëåáàíèé ïëîòíîñòåé ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè. Ïîêàçà-

íî, ÷òî îáà ýòè ÿâëåíèÿ îáóñëîâëåíû óïðóãèì ýêñèòîí-ýêñèòîííûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðîå ïðèâîäèò

ê äèíàìè÷åñêîìó êîíöåíòðàöèîííîìó ñäâèãó ýêñèòîííîãî óðîâíÿ.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê ÿâëåíèÿì êî•

ãåðåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì. Îíà

ñîñòîèò â ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè íà÷àëüíîãî ñî•

ñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ ýëåêòðîìàã•

íèòíîé âîëíû, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþ•

ùåé ìîäóëÿöèè èçëó÷åíèÿ ñðåäû [1]. Ïðè òåîðåòè•

÷åñêîì îïèñàíèè ÿâëåíèÿ íóòàöèè îáû÷íî èñïîëü•

çóåòñÿ ïîëóêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, â ðàìêàõ êî•

òîðîãî ñðåäà îïèñûâàåòñÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêè, à

ïîëå � êëàññè÷åñêè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåë•

ëà. Â ðàáîòå [2] ïðåäñòàâëåíà òåîðèÿ îïòè÷åñêîé íó•

òàöèè â ñèñòåìå äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, âçàèìîäåé•

ñòâóþùèõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ôîòîíîâ â ðåçîíàòîðå.

Òåîðèÿ îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ýêñèòîííîé îáëàñòè

ñïåêòðà ðàçâèòà â ðÿäå ðàáîò [3�9]. Ïîä ÿâëåíèåì

íóòàöèè â ýòîì ñëó÷àå ïîíèìàþò ïðîöåññ ïåðèîäè•

÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ ýêñèòîíîâ â ôîòîíû è îáðàò•

*

E-mail: vasscorp@mail.ru

íî. Òàêèå ïðåâðàùåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð,

ïîêà íå âñòóïÿò â ñèëó ðåëàêñàöèîííûå ïðîöåññû.

Ïðÿìîå íàáëþäåíèå êâàíòîâîãî êîãåðåíòíîãî ÿâëå•

íèÿ îïòè÷åñêîé íóòàöèè íà ýêñèòîíàõ âîçìîæíî ïó•

òåì çîíäèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ýêñèòîíîâ ïðè óñëîâèè,

÷òî âðåìÿ äåôàçèðîâêè ýêñèòîíîâ áîëüøå ïåðèîäà

íóòàöèè. Ïðè íèçêèõ óðîâíÿõ âîçáóæäåíèÿ ñðåäû

â ïðåäåëàõ ëèíåéíîé êðèñòàëëîîïòèêè ÷àñòîòà íó•

òàöèè îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòîé ýêñèòîí-ôîòîííîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ, ò. å. íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû ïî•

ëÿ âîëíû, à ïðè âûñîêèõ óðîâíÿõ âîçáóæäåíèÿ îíà

íà÷èíàåò çàâèñåòü îò ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ. Áûëî ïî•

êàçàíî [7], ÷òî ñ ðîñòîì óðîâíÿ âîçáóæäåíèÿ ÷àñòîòà

íóòàöèè ìîæåò êàê âîçðàñòàòü, òàê è óáûâàòü.

Îòìåòèì, ÷òî äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå îñîáåííî•

ñòåé îïòè÷åñêîé íóòàöèè è íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ

åå ÷àñòîòû îò óðîâíÿ âîçáóæäåíèÿ äî ñèõ ïîð îò•

ñóòñòâóåò. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ óñòà•

íîâëåíèå âîçìîæíîñòè ôàçîâîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåñ•

ñîì íóòàöèè è âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëåíèÿ

ñàìîçàõâàòà â ýêñèòîííîé îáëàñòè ñïåêòðà. Â ðà•

áîòàõ [10] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îñîáåííîñòè äâóõôî•
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òîííîé íóòàöèè â ñèñòåìå êîãåðåíòíûõ áèýêñèòîíîâ

îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî óðîâíåì âîçáóæäåíèÿ, íî è

íà÷àëüíîé ðàçíîñòüþ ôàç áèýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ.

Ïîýòîìó óñòàíîâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé ïðîòåêàíèÿ

ÿâëåíèÿ îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ýêñèòîííîé îáëàñòè

ñïåêòðà ïðè áîëüøèõ óðîâíÿõ âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿåò•

ñÿ àêòóàëüíûì.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È. ÎÑÍÎÂÍÛÅ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ñè•

ñòåìå êîãåðåíòíûõ ôîòîíîâ è ýêñèòîíîâ â ïîëóïðî•

âîäíèêàõ ïîä äåéñòâèåì óëüòðàêîðîòêèõ èìïóëüñîâ

ðåçîíàíñíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî äëèòåëüíîñòü �

p

èìïóëüñîâ íàìíîãî ìåíüøå âðå•

ìåíè ðåëàêñàöèè �

r el

ýêñèòîíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî•

öåññàìè ðåëàêñàöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê îíè

íå óñïåâàþò ñðàáàòûâàòü çà âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëü•

ñà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôîòîíû è ýêñèòîíû â

êðèñòàëëå ÿâëÿþòñÿ êîãåðåíòíûìè, èìåþò îäíè è òå

æå âîëíîâûå âåêòîðû, ýíåðãèè, ïîëÿðèçàöèè è ôà•

çû. ßâëåíèå íóòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè áîëüøèõ

óðîâíÿõ âîçáóæäåíèÿ êðèñòàëëà, êîãäà âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ âçàèìî•

äåéñòâèÿ â ñèñòåìå ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ. Â ýòèõ

óñëîâèÿõ îñíîâíîé íåëèíåéíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ óïðó•

ãîå ýêñèòîí-ýêñèòîííîå âçàèìîäåéñòâèå [ 7 ; 8 ; 11 ]. Ïî•

ýòîìó äàëåå ÿâëåíèå îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ýêñè•

òîííîé îáëàñòè ñïåêòðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ó÷åòå

ýêñèòîí-ôîòîííîãî è óïðóãîãî ýêñèòîí-ýêñèòîííîãî

âçàèìîäåéñòâèé.

Ãàìèëüòîíèàí îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûõ â

êðèñòàëëå êîãåðåíòíûõ ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ áåç

ó÷åòà àíòèðåçîíàíñíûõ ÷ëåíîâ çàïèøåì â âèäå
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äåíèÿ ýêñèòîíà (ôîòîíà), !

0

( ! ) � ñîáñòâåííàÿ ÷àñ•

òîòà ýêñèòîíà (ôîòîíà), g � êîíñòàíòà ýêñèòîí-ôî-

òîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, � � êîíñòàíòà óïðóãîãî ýê-

ñèòîí-ýêñèòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Èñïîëüçóåì äàëåå ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ,

â êîòîðîì ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ îòëè÷íî îò

íóëÿ: h ^a i = a 6= 0 , h ^c i = c 6= 0 . Çäåñü a è c ñ÷è•

òàþòñÿ êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè ìàòåðèàëüíîãî

è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëåé. Óñðåäíÿÿ ãåéçåíáåðãîâ•

ñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ^a è ^c , â

ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëèòóä a è c . Òîãäà â óñëî•

âèÿõ ïîëíîé êîãåðåíòíîñòè ñèñòåìû ñðåäíåå çíà÷å•

íèå îò ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ îïåðàòîðîâ ôàê•

òîðèçóåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé

êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷àþùàÿñÿ òàêèì îá•

ðàçîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ãàìèëüòîíèàíà (1) ñèñòåìà
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âàþùàÿ âðåìåííóþ ýâîëþöèþ àìïëèòóä ìàòåðèàëü•

íîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëåé, èìååò âèä
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Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) ñ ó÷åòîì (5), ïîëó•
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Âûðàæåíèå (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðà•

íåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Èñïîëüçóÿ äà•

ëåå óðàâíåíèå _n = g Q è âûðàæåíèÿ (6) è (7), ìîæíî

ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ n ( t ) â çà•

âèñèìîñòè îò âðåìåíè. Äàëåå áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ

âðåìåííîé ýâîëþöèåé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ n ( t ) ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Âðåìåí•

íóþ ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè ôîòîíîâ f ( t ) ëåãêî íàéòè,

èñïîëüçóÿ (6).
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Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå óäîáíåå ïðîâåñòè äëÿ
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= 1 ; (9)

à îñíîâíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå âðåìåííóþ ýâî•

ëþöèþ íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N ( t ) ,

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

�

dN

d�

�

2

+ W ( N ) = 0 ; (10)

ãäå

W ( N ) = � 4 N (1 � N ) +

h

� ( N � N

0

) �

�

�

2

( N

2

� N

2

0

) + 2

p

N

0

F

0

cos �

0

i

2

: (11)

Âûðàæåíèå (10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâ•

íåíèå êîëåáàíèé íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, ãäå

( dN =d� )

2

è W ( N ) èãðàþò ðîëü ñîîòâåòñòâåííî êè•

íåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Êà÷åñòâåííî

ïîâåäåíèå N ( � ) ìîæíî óñòàíîâèòü, èçó÷àÿ çàâèñè•

ìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè W ( N ) íåëèíåéíîãî îñ•

öèëëÿòîðà îò N ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò•

ðîâ. Ôóíêöèÿ N ( � ) ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â òîé îáëàñòè

çíà÷åíèé N , ãäå W ( N ) � 0 . Äåéñòâèòåëüíûå êîðíè

óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 îïðåäåëÿþò òî÷êè ïîâîðîòà

êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íåëèíåéíîãî îñ•

öèëëÿòîðà.

Èç (4) è (5) ìîæíî ïîëó÷èòü íà÷àëüíîå óñëîâèå

äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ( dN =d� )

� =0

�

_

N

0

ôóíêöèè

N ( t ) . Çíàê ïðîèçâîäíîé

_

N

0

îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà•

÷àëüíîé ðàçíîñòüþ ôàç �

0

. Ïðè 2 k � � �

0

� (2 k + 1) �

ïîëó÷àåì

_

N

0

> 0 , à ïðè (2 k + 1) � � �

0

� 2( k + 1) � ,

k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : èìååì

_

N

0

< 0 . Èç (11) âèäíî, ÷òî

îñîáåííîñòè âðåìåííîé ýâîëþöèè îïðåäåëÿþòñÿ íà•

÷àëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ÷àñòèö N

0

è F

0

, íà÷àëüíîé

ðàçíîñòüþ ôàç �

0

, ðàññòðîéêîé ðåçîíàíñà � è ïàðà•

ìåòðîì íåëèíåéíîñòè � . Îòìåòèì, ÷òî åñëè â íà÷àëü•

íûé ìîìåíò âðåìåíè â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî

îäíà èç êîìïîíåíò ( òîëüêî ôîòîíû èëè ýêñèòîíû),

òî îñîáåííîñòè ýâîëþöèè ñèñòåìû íå çàâèñÿò îò íà•

÷àëüíîé ðàçíîñòè ôàç �

0

.

3. ÎÏÒÈ×ÅÑÊÀß ÍÓÒÀÖÈß Â ÓÑËÎÂÈßÕ

ÒÎ×ÍÎÃÎ ÐÅÇÎÍÀÍÑÀ

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ýâîëþöèþ ñèñòåìû â

óñëîâèÿõ òî÷íîãî ðåçîíàíñà ( � = 0 ). Èç (11) ñëåäóåò,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ W ( N ) èìå•

åò âèä ïàðàáîëè÷åñêîé ÿìû. Óðàâíåíèå W ( N ) = 0

ïðè � = 0 èìååò òîëüêî äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ,

êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç N

m

è N

M

( N

m

< N

M

),

è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ N

1 ; 2

= u � iv ,

ãäå u = � ( N

M

+ N

m

) = 2 ,

v =

p

3

2

s

( N

M

� N

m

)

2

+

8

3

�

N

M

N

m

� N

2

0

�

4

�

p

N

0

F

0

cos �

0

+

8

�

2

�

:

Êîðíè N

M

è N

m

èìåþò ñìûñë íàèáîëüøåé è íàè•

ìåíüøåé ïëîòíîñòåé ýêñèòîíîâ, êîòîðûå îíè ìîãóò

èìåòü â ïðîöåññå ýâîëþöèè. Àìïëèòóäó A

0

èçìå•

íåíèÿ ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ ìîæíî îïðåäåëèòü âû•

ðàæåíèåì A

0

= N

M

� N

m

. Çíàÿ êîðíè N

M

è

N

m

(êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì ëè•

áî àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ W ( N ) =

= 0 ), ëåãêî íàéòè ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíå•

íèÿ dN =d� = �

p

� W ( N ) äëÿ ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ,

êîòîðîå èìååò âèä

N =

1

2

( N

M

+ N

m

) �

1

2

( N

M

� N

m

) �

�

( n

0

+ n

00

) cn [(1 = 2) �

p

m � � F ( '

0

; k )] + n

0

� n

00

( n

0

� n

00

) cn [(1 = 2) �

p

m � � F ( '

0

; k )] + n

0

+ n

00

; (12)

ãäå

n

0

=

p

( u � N

M

)

2

+ v

2

; n

00

=

p

( u � N

m

)

2

+ v

2

;

m =

=

q

[( u � N

M

)( u � N

m

)+ v

2

]

2

+( N

M

� N

m

)

2

v

2

;

'

0

= arccos

�

N

M

n

00

+ N

m

n

0

� N

0

( n

0

+ n

00

)

N

M

n

00

� N

m

n

0

+ N

0

( n

0

� n

00

)

�

;

k

2

=

1

2

�

1 �

( u � N

M

)( u � N

m

) + v

2

m

�

;

(13)

cn( ' ) � ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñ ñ ìîäóëåì k [ 12 ; 13 ],

F ( '

0

; k ) � íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâî•

ãî ðîäà ñ ïàðàìåòðîì '

0

è ìîäóëåì k [ 12 ; 13 ]. Îòñþ•

äà âèäíî, ÷òî ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ è ôî•

òîíîâ ñ ïåðèîäîì T , ðàâíûì
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T =

8 K ( k )

�

p

m

; (14)

ãäå K ( k ) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî

ðîäà ñ ìîäóëåì k [ 12 ; 13 ]. Òàêèì îáðàçîì, îñîáåííî•

ñòè ÿâëåíèÿ îïòè÷åñêîé íóòàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïà•

ðàìåòðîì íåëèíåéíîñòè � è çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðè•

ãîòîâëåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ò. å. îò íà÷àëüíûõ

ïëîòíîñòåé ÷àñòèö è íà÷àëüíîé ðàçíîñòè ôàç. Ðàñ•

ñìîòðèì ðÿä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýâîëþöèè, îïðåäåëÿå•

ìûõ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ.

3.1. Îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ ïðè F

0

= 1 , N

0

= 0

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ñèñòåìå

èìåþòñÿ òîëüêî ôîòîíû ñ ïëîòíîñòüþ f

0

( F

0

=

= 1 ; N

0

= 0) . Óðàâíåíèå W ( N ) = 0 â ýòîì ñëó÷àå

èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, N

m

= 0 è N

M

,

ìåæäó êîòîðûìè W < 0 , ãäå N

M

� ìàêñèìàëü•

íàÿ íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ, êîòîðàÿ

ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà â ïðîöåññå ýâîëþöèè, è äâà

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ N

1 ; 2

, êîòîðûå îïðå•

äåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

N

M

= A + B ; N

1 ; 2

= �

1

2

N

M

� i

p

3

2

( A � B ) ; (15)

ãäå

A =

4

p

3 �

3

s

r

1 +

27

64

�

2

+

3

p

3

8

� ;

B = �

4

p

3 �

3

s

r

1 +

27

64

�

2

�

3

p

3

8

�:

(16)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ N ( t ) â ýòîì ñëó÷àå èìååò

âèä

N =

= N

M

1 � cn [(1 = 2)

p

m �� ]

1 � n

0

=n

00

� [1 � ( n

0

=n

00

)] cn [(1 = 2)

p

m �� ]

; (17)

ãäå

n

0

=

p

3( A

2

+ B

2

+ AB ) ;

n

00

=

p

3( A

2

+ B

2

� AB ) ;

m =

p

3( A

4

+ B

4

+ A

2

B

2

) ;

(18)

cn( ' ) � ýëëèïòè÷åñêèé êîñèíóñ ñ ìîäóëåì k [ 12 ; 13 ],

ðàâíûì

k =

1

2

 

1 �

p

3

2

A

2

+ B

2

p

A

4

+ B

4

+ A

2

B

2

!

: (19)

Èç âûðàæåíèÿ (17) è ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ N ( t )

ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Ïåðèîä T êî•

ëåáàíèé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (14). Îñîáåííîñòè

âðåìåííîé ýâîëþöèè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ åäèí•

ñòâåííûì ïàðàìåòðîì � ïàðàìåòðîì íåëèíåéíîñòè

� = � f

0

=g . Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïëîò•

íîñòü ýêñèòîíîâ N

M

çàâèñèò îò ïàðàìåòðà íåëèíåé•

íîñòè � è ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì � , òîãäà êàê

ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ N

m

, ò. å. ìåíü•

øèé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 ,

íå çàâèñèò îò � è ðàâåí íóëþ ïðè ëþáîì � . Ïîýòîìó

àìïëèòóäà êîëåáàíèé A

0

, ðàâíàÿ â ýòîì ñëó÷àå N

M

,

òàêæå ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì � (ðèñ. 1 à ).

Èç ðèñ. 1 òàêæå âèäíî, ÷òî ïåðèîä T êîëåáàíèé

ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N ( t ) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñ•

òîì � . Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â íåëèíåéíîì ðåæè•

ìå óïðóãîå ýêñèòîí-ýêñèòîííîå âçàèìîäåéñòâèå ïðè•

âîäèò ê ãîëóáîìó ñäâèãó ýêñèòîííîãî óðîâíÿ. Â ñî•

îòâåòñòâèè ñ ýòèì âîçíèêàåò èíäóöèðîâàííàÿ ïîëåì

ðàññòðîéêà ðåçîíàíñà, êîòîðàÿ ðàñòåò ñ ðîñòîì � .

Óâåëè÷åíèå ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà âåäåò ê óìåíüøå•

íèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ò. å. ê óìåíüøåíèþ ìàê•

ñèìàëüíîé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ â äèíàìè÷åñêîì ðå•

æèìå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå âñå èñõîäíûå ôîòîíû

ïðåâðàùàþòñÿ â ýêñèòîíû. Â ïðèíöèïå ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ëèøü ìàëàÿ

äîëÿ ôîòîíîâ ïðåâðàùàåòñÿ â ýêñèòîíû. Êàê ñëåäó•

åò èç (11), òîëüêî ïðè � = 0 èìååò ìåñòî ïîëíîå ïðå•

âðàùåíèå èñõîäíûõ ôîòîíîâ â ýêñèòîíû è íàîáîðîò

â òå÷åíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé.

3.2. Îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ ïðè N

0

= 1 , F

0

= 0

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýâîëþöèþ ñèñòåìû â äðóãîì

ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå•

ìåíè èìåþòñÿ òîëüêî ýêñèòîíû ñ ïëîòíîñòüþ n

0

( N

0

= 1 , F

0

= 0 ). Óðàâíåíèå W ( N ) = 0 â ýòîì ñëó÷àå

òàêæå èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, N

M

è N

m

,

è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ N

1 ; 2

= u � iv ,

êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

N

M

= 1 ; N

m

= A + B �

1

3

;

u = �

1

2

(1 + N

m

) ; v =

p

3

2

( A � B ) ;

(20)

ãäå

A =

3

r

p

Q �

q

2

; B = �

3

r

p

Q +

q

2

;

Q =

p

3

27

+

q

2

4

; p = 4

�

�

1

3

+

4

�

2

�

;

q = �

16

27

�

1 +

9

�

2

�

:

(21)

276
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1
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�
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T

à á

0

�
�

Ðèñ. 1. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ( à ), àìïëèòóäà N

M

è ïåðèîä T êîëåáàíèé ( á ) ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N ( � ) â çàâèñèìîñòè

îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè N

0

= 0 , F

0

= 1 è íóëåâîé ðàññòðîéêå ðåçîíàíñà

1.0

0.5

N

0

5
10

0

1.0

0.5

3

2

1

0 4 8
�

N, A0 T

NM

T

à á

0��

12
8

4

A0

Nm

0

Ðèñ. 2. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ( à ), ìàêñèìàëüíàÿ N

M

è ìèíèìàëüíàÿ N

m

ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ, àìïëèòóäà A

0

è ïåðè-

îä T êîëåáàíèé ( á ) ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N ( � ) â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ïðè íà÷àëüíîì

óñëîâèè N

0

= 1 , F

0

= 0 è íóëåâîé ðàññòðîéêå ðåçîíàíñà

Ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè N ( t ) è ïåðèîäà êîëåáàíèé

T âûðàæàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó ôîðìóëàìè (12)�(14).

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, çäåñü òàêæå èìååòñÿ

åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð � ýòî ïàðàìåòð íåëèíåéíî•

ñòè � = � n

0

=g , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé

ïëîòíîñòüþ ýêñèòîíîâ n

0

. Îñîáåííîñòè âðåìåííîé

ýâîëþöèè ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Âèäíî,

÷òî ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ

â ïðåäåëàõ îò N = 1 äî N = N

m

(ðèñ. 2 à ). Ìàê•

ñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ N

M

íå çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà � , òîãäà êàê ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü N

m

ìîíîòîííî ðàñòåò ñ ðîñòîì � (ðèñ. 2 á ). Èç ðèñ. 2

âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � àì•

ïëèòóäà A

0

è ïåðèîä T êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòî•

íîâ ìîíîòîííî óáûâàþò. Ïðè áîëüøèõ � àìïëèòóäà

êîëåáàíèé îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî ìåíüøå åäèíèöû è,

êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2, ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ èñïûòû•

âàåò ìàëîàìïëèòóäíûå êîëåáàíèÿ, ïîäîáíûå ìåëêîé

ðÿáè, îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ.

Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ýòè îñîáåííîñòè

ýâîëþöèè îáúÿñíÿþòñÿ ôèîëåòîâûì ñäâèãîì ýêñè•

òîííîãî óðîâíÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ

è âîçíèêíîâåíèåì ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà â äèíàìè•

÷åñêîì ðåæèìå, êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò óìåíüøåíèå

àìïëèòóäû è ïåðèîäà êîëåáàíèé.

3.3. Îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ

N

0

è F

0

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ n

0

è f

0

îòëè÷íû îò íóëÿ ( N

0

6= 0 , F

0

6= 0 ). Òåïåðü êðîìå

ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � = � ( n

0

+ f

0

) =g äèíàìèêó
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Ðèñ. 3. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ( à ), ìàêñèìàëüíàÿ N

M

è ìèíèìàëüíàÿ N

m

ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ, àìïëèòóäà A

0

è ïåðè-

îä T êîëåáàíèé ( á ) ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N ( � ) â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ïðè íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ N

0

= 0 : 8 , F

0

= 0 : 2 , �

0

= � = 2 è íóëåâîé ðàññòðîéêå ðåçîíàíñà, à òàêæå çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû A

0

( â ) è

ïåðèîäà T êîëåáàíèé ( ã ) ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � è íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

ñèñòåìû îïðåäåëÿþò åùå äâà ïàðàìåòðà: F

0

(ëèáî

N

0

= 1 � F

0

) è íà÷àëüíàÿ ðàçíîñòü ôàç �

0

. Ïóñòü

íà÷àëüíàÿ ðàçíîñòü ôàç �

0

= � = 2 . Òîãäà ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 ïðè �

0

= � = 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî

îáà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, N

M

è N

m

, çàâèñÿò îò � .

Ïðè ýòîì áîëüøèé êîðåíü, N

M

, ìîíîòîííî óáûâàåò,

à ìåíüøèé, N

m

, ðàñòåò ñ ðîñòîì � (ðèñ. 3 á ). Ýòî

îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò ìîíîòîííîå óìåíüøåíèå

àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ A

0

ñ ðîñ•

òîì � (ðèñ. 3 à�â ). Íà ðèñ. 3 à ïðåäñòàâëåíà âðåìåí•

íàÿ ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ â çàâèñèìîñòè îò

� äëÿ ðåøåíèÿ (12) ñî çíàêîì ¾+¿ â àðãóìåíòå ýë•

ëèïòè÷åñêîãî êîñèíóñà. Ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ ñðàçó

æå ïîñëå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ðàñòåò ñî âðå•

ìåíåì îò çíà÷åíèÿ N

0

äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

N

M

, ïîñëå ÷åãî óáûâàåò äî çíà÷åíèÿ N

m

è äàëåå îñ•

öèëëèðóåò â ïðåäåëàõ îò N

m

äî N

M

. Ðåøåíèå ñî çíà•

êîì ¾ � ¿ â àðãóìåíòå ýëëèïòè÷åñêîãî êîñèíóñà îòëè•

÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ ñî çíàêîì ¾+¿ òîëüêî ñäâèãîì

ïî ôàçå, ðàâíûì F ( '

0

; k ) , è ñðàçó æå ïîñëå íà÷àëü•

íîãî ìîìåíòà âðåìåíè ðàñòåò. Íà ðèñ. 3 â,ã ïðåäñòàâ•

ëåíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû A

0

è ïåðèîäà T êîëå•

áàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ îò ïàðàìåòðîâ � è F

0

.

Âèäíî, ÷òî îáå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ìàëûõ çíà•

÷åíèé � íåçíà÷èòåëüíî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì F

0

,

òîãäà êàê ïðè � � 1 , íàîáîðîò, îíè ðàñòóò ñ ðîñòîì

F

0

. Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáà•

íèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ A

0

= N

M

� N

m

< 1 . Õîòÿ

N

0

+ F

0

= 1 , îäíàêî íåâîçìîæíî óñòàíîâëåíèå òàêîãî

ðåæèìà, ïðè êîòîðîì â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè

â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò òîëüêî ýêñèòîíû (ëèáî òîëü•

êî ôîòîíû). Â ïðîöåññå êîëåáàíèé âñåãäà ñóùåñòâó•

åò ñóïåðïîçèöèÿ ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ ñ îòëè÷íûìè

îò íóëÿ ëèáî åäèíèöû ïëîòíîñòÿìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ñëó÷àå

�

0

= 0 . Èç (11) âèäíî, ÷òî N = N

0

ÿâëÿåòñÿ îäíèì

èç äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 .

Çíà÷åíèå âòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ îïðåäåëÿ•

åòñÿ âåëè÷èíîé N

0

è ïàðàìåòðîì � . Íà ðèñ. 4 ïðåä•

ñòàâëåíû ãðàôèêè ïîâåäåíèÿ ýòîãî êîðíÿ óðàâíå•
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ óðàâ-

íåíèÿ W ( N ) = 0 îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ïðè

�

0

= 0 â óñëîâèÿõ òî÷íîãî ðåçîíàíñà è ïðè çíà÷åíè-

ÿõ ïëîòíîñòåé ôîòîíîâ F

0

= 0 ( 1 ), 0 : 2 ( 2 ), 0 : 5 ( 3 ),

0 : 9 ( 4 ), 1 : 0 ( 5 )

íèÿ W ( N ) = 0 â çàâèñèìîñòè îò � äëÿ ðàçëè÷•

íûõ çíà÷åíèé F

0

. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì � ýòîò êî•

ðåíü ñíà÷àëà ðàñòåò, äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà,

çàòåì óáûâàåò. Ïðè ýòîì åñëè N

0

� F

0

è ïàðàìåòð

íåëèíåéíîñòè � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � = �

cr

, ãäå

�

cr

= ( N

0

� F

0

) =N

0

p

N

0

F

0

, òî è âòîðîé äåéñòâèòåëü•

íûé êîðåíü òàêæå ðàâåí N

0

. Ñ ðîñòîì F

0

òî÷êà ïåðå•

ñå÷åíèÿ îáîèõ êîðíåé ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó ìåíüøèõ

çíà÷åíèé � è ïðè F

0

= N

0

= 1 = 2 îíà îêàçûâàåòñÿ

ïðè � = 0 . Äàëåå ñ ðîñòîì F

0

ïðè F

0

> N

0

ïåðåñå÷å•

íèå êîðíåé îòñóòñòâóåò. Ïðè � < �

cr

âòîðîé êîðåíü

ìåíüøå N

0

, à ïðè � > �

cr

îí áîëüøå N

0

. Åñëè æå

N

0

< F

0

, òî âòîðîé êîðåíü âñåãäà áîëüøå N

0

. Ýòî

ïîâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé îáóñëîâëåíî ïîâå•

äåíèåì ïðîôèëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íåëèíåéíî•

ãî îñöèëëÿòîðà W ( N ) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà

N

0

. Ïðè N

0

> F

0

èìååò ìåñòî ïîñòåïåííîå óìåíü•

øåíèå ãëóáèíû è øèðèíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, êî•

òîðûå ïðè � = �

cr

îáðàùàþòñÿ â íóëü. Íà ôàçî•

âîé ïëîñêîñòè (

_

N ; N ) ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâûé

öåíòð. Òàê êàê àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýê•

ñèòîíîâ ðàâíà àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ðàçíîñòè ýòèõ

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè

� = �

cr

.

Íà ðèñ. 5 à�â ïðåäñòàâëåíà âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ

ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ

ìåæäó ïàðàìåòðàìè. Åñëè ýòè ðèñóíêè ðàññìàòðè•

âàòü ñîâìåñòíî ñ ðèñ. 1 à è ðèñ. 2 à , òî ìîæíî ïîëó•

÷èòü ïîëíóþ êàðòèíó èçìåíåíèÿ õàðàêòåðà ýâîëþ•

öèè ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà F

0

îò åäè•

íèöû äî íóëÿ. Âèäíî, ÷òî ïðè � < �

cr

ïëîòíîñòü

ýêñèòîíîâ êîëåáëåòñÿ ïîä ôîíîì, à ïðè � > �

cr

�

íàä ôîíîì, ðàâíûì íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè N

0

. Ïîýòî•

ìó ìèíèìóì (ìàêñèìóì) ôóíêöèè N ( t ) ïðè � < �

cr

ïåðåõîäèò â ìàêñèìóì (ìèíèìóì) ïðè � > �

cr

. Ñî•

îòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ N ( t ) ñðàçó æå ïîñëå íà÷àëü•

íîãî ìîìåíòà âðåìåíè óáûâàåò ïðè � < �

cr

è âîç•

ðàñòàåò ïðè � > �

cr

. Òàê êàê N

M

= N

m

= N

0

ïðè

� = �

cr

, èç (12) ñëåäóåò, ÷òî N ( t ) = ( N

M

+ N

m

) = 2 =

= N

0

(= const ) , ò. å. ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ (è ïëîò•

íîñòü ôîòîíîâ) íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Õîòÿ

íà÷àëüíûå ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ ïðè � = �

cr

îò•

ëè÷íû îò íóëÿ, òåì íå ìåíåå ñèñòåìà íå ýâîëþöè•

îíèðóåò, îíà ïîêîèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âàæíîé îñî•

áåííîñòüþ âðåìåííîé ýâîëþöèè ñèñòåìû ýêñèòîíîâ

è ôîòîíîâ ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè íà•

÷àëüíîé ðàçíîñòè ôàç �

0

= 0 àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé

ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè îïðåäå•

ëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ÷òî îáóñëîâ•

ëåíî îñîáåííîñòÿìè ïîâåäåíèÿ ïðîôèëÿ ïîòåíöèàëü•

íîé ýíåðãèè W ( N ) è ðàâåíñòâîì îáîèõ äåéñòâèòåëü•

íûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 .

Èç ðèñ. 5 ã âèäíî, ÷òî íà êðèâîé � =

= (1 � 2 F

0

) =

p

F

0

(1 � F

0

)

3

àìïëèòóäà êîëåáàíèé

îáðàùàåòñÿ â íóëü è â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ �

è F

0

èçìåíÿåòñÿ íåìîíîòîííî. Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò

òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

4

p

N

0

F

0

cos �

0

= � (1 + N

0

) ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü

ýêñèòîíîâ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå, ò. å. â äèíà•

ìè÷åñêîì ðåæèìå â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè

âñå ôîòîíû ïðåâðàùàþòñÿ â ýêñèòîíû çà ïåðèîä.

×òî êàñàåòñÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé T (ðèñ. 5 ä ), òî îí

ïëàâíî èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè êàê îò � , òàê è

îò F

0

. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì F

0

ïåðèîä ìîíîòîííî

ðàñòåò, à ñ ðîñòîì � îí â öåëîì óáûâàåò, îäíàêî â

îêðåñòíîñòè � = 0 îí ñëåãêà âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ

ñâîåãî ìàêñèìóìà, çàòåì ìîíîòîííî óáûâàåò.

Èç àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ �

0

=

= � = 2 è �

0

= 0 , ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî çà•

êîíîìåðíîñòè îïòè÷åñêîé íóòàöèè ýêñèòîíîâ îïðåäå•

ëÿþòñÿ òàêæå è íà÷àëüíîé ðàçíîñòüþ ôàç �

0

íàðÿäó

ñ íà÷àëüíûìè ïëîòíîñòÿìè ÷àñòèö N

0

, F

0

è ïàðàìåò•

ðîì íåëèíåéíîñòè � . Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

âûÿñíèòü îñîáåííîñòè ÿâëåíèÿ îïòè÷åñêîé íóòàöèè

â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé ðàçíîñòè ôàç �

0

. Èç

ôîðìóëû (11) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà•

÷åíèÿõ �

0

óðàâíåíèå W ( N ) = 0 ïî-ïðåæíåìó èìååò

äâà äåéñòâèòåëüíûõ è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

êîðíÿ. Çíà÷åíèÿ ýòèõ êîðíåé çàâèñÿò îò � è F

0

è ïå•

ðèîäè÷åñêè èçìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò �

0

. Ïîýòî•
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Ðèñ. 5. Âðåìåííûå ýâîëþöèè ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N ( � ) â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ïðè

�

0

= 0 è çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

= 0 : 2 ( à ), 0 : 5 ( á ), 0 : 8 ( â ) è çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû A

0

( ã ) è

ïåðèîäà T êîëåáàíèé ( ä ) îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � è íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0
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7
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Ðèñ. 6. Âðåìåííûå ýâîëþöèè ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N ( � ) â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé ðàçíîñòè ôàç �

0

ïðè íà÷àëüíîé

ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

= 0 : 1 è ïàðàìåòðàõ íåëèíåéíîñòè � = 1 ( à ), 2 ( á )

ìó ðåøåíèå (12) ñïðàâåäëèâî òàêæå è ïðè ïðîèçâîëü•

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �

0

. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëå•

íû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âðåìåííîé ýâîëþöèè

ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé

ðàçíîñòè ôàç �

0

äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåò•

ðà íåëèíåéíîñòè � . Èç ðèñ. 6 ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìå•

ñòî ïåðèîäè÷åñêîå ïðåâðàùåíèå ôîòîíîâ â ýêñèòî•

íû è îáðàòíî. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷íîñòü

ýâîëþöèè òàêæå è â çàâèñèìîñòè îò �

0

ñ ïåðèîäîì

2 � . Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû A

0

( à, á ) è ïåðèîäà T ( â, ã ) êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ îò ïàðàìåòðà íåëè-

íåéíîñòè � è íà÷àëüíîé ðàçíîñòè ôàç �

0

ïðè íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

= 0 : 2 ( à, â ), 0 : 5 ( á, ã )

è ïåðèîäà êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ îò çíà÷å•

íèé ïàðàìåòðîâ � è �

0

. Âèäíî, ÷òî îáå ôóíêöèè òàê•

æå ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿò îò �

0

. Êàê àìïëèòóäà, òàê

è ïåðèîä êîëåáàíèé íåìîíîòîííî èçìåíÿþòñÿ â çà•

âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà � . Òàêèì îáðàçîì, çàâèñè•

ìîñòü ïàðàìåòðîâ îïòè÷åñêîé íóòàöèè îò íà÷àëüíîé

ðàçíîñòüþ ôàç �

0

ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîñòè

óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì íóòàöèè ñ ïîìîùüþ íà÷àëü•

íîé ðàçíîñòè ôàç.

4. ÍÓÒÀÖÈß ÏÐÈ ÎÒËÈ×ÍÎÉ ÎÒ ÍÓËß

ÐÀÑÑÒÐÎÉÊÅ ÐÅÇÎÍÀÍÑÀ. ÑËÓ×ÀÉ

� = 2 �

Èçó÷èì òåïåðü âëèÿíèå ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà �

íà ïðîöåññ îïòè÷åñêîé íóòàöèè ýêñèòîíîâ. Ïóñòü â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ñèñòåìå èìåþòñÿ òîëü•

êî ôîòîíû ñ ïëîòíîñòüþ F

0

= 1 , à ýêñèòîíû îòñóò•

ñòâóþò ( N

0

= 0 ). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÿâëåíèå îï•

òè÷åñêîé íóòàöèè â íàèáîëåå ïðîñòîì è íàãëÿäíîì

ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû � è � ñâÿçàíû ñîîòíîøå•

íèåì � = 2 � . Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íåëèíåéíîãî

îñöèëëÿòîðà W ( N ) â ýòîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ ôîð•

ìóëîé

W ( N ) = � 4 N (1 � N ) +

1

4

�

2

N

2

(1 � N )

2

: (22)

Åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì îñî•

áåííîñòè âðåìåííîé ýâîëþöèè ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ïà•

ðàìåòð íåëèíåéíîñòè � . Èç ðèñ. 8 âèäíî, ÷òî íåçàâè•

ñèìî îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà � óðàâíåíèå W ( N ) = 0

èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, N = 0 è N = 1 ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòà êëàññè÷åñêîé

òðàåêòîðèè. Ïðè � = 0 êðèâàÿ W ( N ) (êðèâàÿ 1 íà

ðèñ. 8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ïàðàáîëó,

êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò îñü N â òî÷êàõ N = 0 è N = 1

è èìååò ìèíèìóì ïðè N = 1 = 2 . Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà

� êðèâàÿ W ( N ) äåôîðìèðóåòñÿ, åå ñåðåäèíà ïîñòå•

ïåííî ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ, ïðè � = 2

p

2 ìèíèìóì â

òî÷êå N = 1 = 2 ïðåâðàùàåòñÿ â ìàêñèìóì (êðèâàÿ

2 íà ðèñ. 8), êîòîðûé ìîíîòîííî ðàñòåò ñ ðîñòîì � .

Ïðè � = 8 öåíòðàëüíûé ìàêñèìóì ïðèíèìàåò çíà•

÷åíèå W = 0 (êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 8) è äàëåå, ñ ðîñ•
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Ðèñ. 8. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ W íåëèíåéíîãî îñ-

öèëëÿòîðà â çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ

N ïðè íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

= 1 è ïà-

ðàìåòðàõ íåëèíåéíîñòè � = 0 ( 1 ), 6 ( 2 ), 8 ( 3 ),

8 : 5 ( 4 )

òîì � , âîçíèêàþò äâà íîâûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ

óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 , êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ ñèì•

ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà êðèâîé ( N = 1 = 2 ) â

òî÷êàõ

N

�

=

1

2

 

1 �

r

1 �

64

�

2

!

: (23)

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íåëèíåéíî•

ñòè � = 8 ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííûì. Òîãäà àíàëè•

òè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè N ( t ) ïðè

� < 8 ïîëó÷àåòñÿ â âèäå

N =

1

2

[1 � cn(2 � )] ; k =

�

8

: (24)

Ïðè ýòîì ïåðèîä T è àìïëèòóäà A êîëåáàíèé îïðå•

äåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

T = 2 K ( k ) ; A = 1 : (25)

Â ëèíåéíîì ïðåäåëå ( � ! 0 ) èç âûðàæåíèÿ (24) ïî•

ëó÷àåì N = sin

2

� , à ïåðèîä êîëåáàíèé T îêàçûâà•

åòñÿ ðàâíûì T = T

0

= � . Îòñþäà âèäíî, ÷òî õîòÿ

ðàññòðîéêà ðåçîíàíñà � 6= 0 , òåì íå ìåíåå â ïðîöåññå

íåëèíåéíîé ýâîëþöèè ïðè � < 8 âñå èñõîäíûå ôî•

òîíû ïðåâðàùàþòñÿ â ýêñèòîíû è íàîáîðîò, êàê è

â ëèíåéíîì ðåæèìå â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ïðè � > 8 ðåøåíèå èìååò âèä

N =

N

�

sn

2

( �N

+

� = 4)

1 � N

�

cn

2

( �N

+

� = 4)

; k =

N

�

N

+

: (26)

Ïåðèîä T è àìïëèòóäà A êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå

ðàâíû

T = 8 K ( k ) =�N

+

; A = N

�

: (27)

Èç âûðàæåíèé (24) è (26) ïðè � = 8 ïîëó÷àåì

N = sh

2

� = (1 + 2 sh

2

� ) : (28)

Èç ñîîòíîøåíèé (24), (25) è ðèñ. 9 à ñëåäóåò, ÷òî

ïðè � < 8 âñå èñõîäíûå ôîòîíû ïîëíîñòüþ ïðåâðà•

ùàþòñÿ â ýêñèòîíû è îáðàòíî çà ïåðèîä, òîãäà êàê

ïðè � > 8 ôóíêöèÿ N ( t ) òàêæå èçìåíÿåòñÿ ïåðèî•

äè÷åñêè, íî â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî N = N

�

, ïðè•

÷åì àìïëèòóäà è ïåðèîä êîëåáàíèé ôóíêöèè N ( t )

ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì � (ðèñ. 9 à ). Ïðè

� = 8 èìååò ìåñòî ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå àì•

ïëèòóäû êîëåáàíèé ôóíêöèè N ( t ) íà âåëè÷èíó, ðàâ•

íóþ 1/2 (ðèñ. 9 à ). Ïåðèîä êîëåáàíèé â ýòîì ñëó•

÷àå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ò. å. ïðîöåññ ïðå•

âðàùåíèÿ ôîòîíîâ â ýêñèòîíû ñòàíîâèòñÿ àïåðèîäè•

÷åñêèì, ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ ñî âðåìåíåì ìîíîòîí•

íî ðàñòåò, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê çíà÷åíèþ

1/2, ÷åì ïðîöåññ ýâîëþöèè è çàâåðøàåòñÿ.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè � =

= 8 âîçíèêàåò ýôôåêò ïëåíåíèÿ èñõîäíûõ ôîòîíîâ

èëè ýôôåêò êîíöåíòðàöèîííîãî ïîäàâëåíèÿ ïðîöåñ•

ñà ýêñèòîí-ôîòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûé óñè•

ëèâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè

� . Ýòî îáóñëîâëåíî ïåðåñòðîéêîé ïðîôèëÿ ïîòåíöè•

àëüíîé ýíåðãèè W ( N ) íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïðè

èçìåíåíèè � . Ïðè � = 8 èìååò ìåñòî áèôóðêàöèÿ

ïðåâðàùåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé

óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 â äåéñòâèòåëüíûå, îòâåòñòâåí•

íàÿ çà âîçíèêíîâåíèå àïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà.

Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè èìåþòñÿ òîëüêî ýêñèòîíû ( N

0

= 1 ,

F

0

= 0 ), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè N ( t ) èìå•

åò âèä

N =

1

2

(1 + cn(2 � )) ; k =

�

8

;

A

0

= 1 ; T = 2 K ( k )

(29)

ïðè � < 8 ,

N =

�

1 + k sn

2

�

�N

+

�

4

��

� 1

; k =

N

�

N

+

;

A = N

�

; T =

8 K ( k )

�N

+

(30)

ïðè � � 8 è

N =

ch

2

�

1 + 2 sh

2

�

(31)

ïðè � = 8 , ãäå N

�

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (23).

Çäåñü òàêæå èìåþò ìåñòî ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ ïðè � 6= 8 è àïåðèîäè÷åñêàÿ

282



ÆÝÒÔ, òîì 144 , âûï. 2 (8), 2013 Îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ â ýêñèòîííîé îáëàñòè ñïåêòðà

1.0

0.5

0
0

7
14 �

10

5
�

N

1.0

0.5

0
0

N

�
7

14 0

5

10

�

1.0

0.5

0
0

1020300

5

10

1.0

0.5

0
0

10
20

30 0
5

10

��
�

N N

à á

â ã

0

�

Ðèñ. 9. Âðåìåííûå ýâîëþöèè ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ïðè íà÷àëüíîé

ðàçíîñòè ôàç �

0

= � = 2 è íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

= 1 ( à ), 0 ( á ), 0 : 8 ( â ), 0 : 2 ( ã )

ýâîëþöèÿ ïðè � = 8 (ðèñ. 9 á ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå

ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ ìîíîòîííî óáûâàåò ñî âðåìå•

íåì, àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿñü ê çíà÷åíèþ 1/2. Ïðè

� < 8 âñå ýêñèòîíû ïðåâðàùàþòñÿ â ôîòîíû è îáðàò•

íî çà ïåðèîä (ðèñ. 9 â ). Â ëèíåéíîì ïðåäåëå ( � = 0 )

èç (29) ïîëó÷àåì N = cos

2

� . Ïðè � > 8 âîçíèêàåò

ýôôåêò ñàìîçàõâàòà, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ñ ðîñòîì

� âñå ìåíüøàÿ è ìåíüøàÿ äîëÿ èñõîäíûõ ýêñèòîíîâ

ïðåâðàùàåòñÿ çà ïåðèîä â ôîòîíû (ðèñ. 9 â ). Ýòîò

ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ òåì ÿð÷å, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð

íåëèíåéíîñòè � . Îí ïîäîáåí ýôôåêòó ïëåíåíèÿ ôî•

òîíîâ, ïîëó÷åííûé äëÿ ñëó÷àÿ F

0

= 1 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñêàçûâàåì âîçìîæ•

íîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íîâîãî ýôôåêòà, à èìåííî

ýôôåêòà ñàìîçàõâàòà ýêñèòîíîâ. Ôèçè÷åñêîé

ïðè÷èíîé åãî âîçíèêíîâåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðóãîå ýêñè•

òîí-ýêñèòîííîå âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðîå ïðèâîäèò

ê ôèîëåòîâîìó ñìåùåíèþ ýêñèòîííîãî óðîâíÿ ïðè

óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ. Îòìåòèì, ÷òî

ýòîò ýôôåêò èìååò ìåñòî ïðè � > 0 , ò. å. ïðè ! > !

0

.

Ñ ðîñòîì óðîâíÿ âîçáóæäåíèÿ ýêñèòîííûé óðîâåíü

ïîäæèìàåòñÿ ïîä äíî çîíû ïðîâîäèìîñòè, óìåíü•

øàÿ âîçíèêàþùóþ òàêèì îáðàçîì äèíàìè÷åñêóþ

ðàññòðîéêó ðåçîíàíñà.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ÿâëåíèå ïî ñóùåñòâó àíàëîãè÷•

íî ÿâëåíèþ ñàìîçàõâàòà â ñèñòåìå áîçå-êîíäåíñè-

ðîâàííûõ àòîìîâ ïðè èõ òóííåëèðîâàíèè ÷åðåç áà•

ðüåð â äâóõúÿìíîé ëîâóøêå. Îíî ñâîäèòñÿ ê òîìó,

÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè, îáóñëîâëåí•

íîé óïðóãèì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì, âîçíè•

êàåò ðåçêîå èçìåíåíèå õàðàêòåðà çàñåëåíèÿ ÿì ïðè

êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ýòîãî ïàðàìåòðà. Åñëè ÿìû

èäåíòè÷íû è áîçå-êîíäåíñàò áûë ëîêàëèçîâàí â îä•

íîé ÿìå, òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè

ìåíüøèõ êðèòè÷åñêîãî èìååò ìåñòî ïîëíàÿ ïåðåêà÷•

êà àòîìîâ èç îäíîé ÿìû â äðóãóþ è îáðàòíî çà ïå•

ðèîä îñöèëëÿöèé. Åñëè æå ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè

ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî ëèøü ìàëàÿ äî•

ëÿ àòîìîâ ïåðåõîäèò èç çàïîëíåííîé ÿìû â ïóñòóþ.
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Òàêèì îáðàçîì, áîçå-êîíäåíñèðîâàííûå àòîìû â

ñèììåòðè÷íîé äâóõúÿìíîé ëîâóøêå èìåþò àñèììåò•

ðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå: áîëüøàÿ ÷àñòü àòîìîâ çàõâà•

òûâàåòñÿ îäíîé èç ÿì äàæå â óñëîâèÿõ îòòàëêèâà•

òåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè. Ýòî ÿâëå•

íèå, íàçûâàåìîå ñàìîçàõâàòîì, èçó÷åíî â ðÿäå ðà•

áîò [14�18] è ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàëîñü â ñè•

ñòåìå áîçå-êîíäåíñèðîâàííûõ àòîìîâ [19]. Â ðàáî•

òå [20] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÿâëåíèå ñàìîçàõâàòà èìå•

åò ìåñòî òàêæå è â ïðîöåññå àòîìíî-ìîëåêóëÿðíîé

êîíâåðñèè â óñëîâèÿõ áîçå-ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåí•

ñàöèè. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîèñê àíàëî•

ãè÷íûõ ýôôåêòîâ è â äðóãèõ ñèììåòðè÷íûõ ñèñòå•

ìàõ, íàïðèìåð â ýêñèòîííîé îáëàñòè ñïåêòðà. Ïðåä•

ñòàâëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû î ñàìîçàõâàòå ýêñèòî•

íîâ è ïëåíåíèè ôîòîíîâ â óñëîâèÿõ îïòè÷åñêîé ýê•

ñèòîí-ôîòîííîé íóòàöèè ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê ïðîÿâëåíèå ýôôåêòà ñàìîçàõâàòà, òàê êàê ïðè•

÷èíîé èõ âîçíèêíîâåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðóãîå ìåæ÷àñ-

òè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà F

0

6= 0 è N

0

6= 0 , ò. å.

êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìåþòñÿ êàê ýê•

ñèòîíû, òàê è ôîòîíû, ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿ•

åòñÿ òàêæå è íà÷àëüíîé ðàçíîñòüþ ôàç �

0

. Ïóñòü

�

0

= � = 2 . Òîãäà óðàâíåíèå W ( N ) = 0 ïðè � �

� 8 = ( F

0

� N

0

)

2

èìååò ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ:

N

1

=

1

2

2

4

1 +

v

u

u

t

( N

0

� F

0

)

2

+

32

�

2

 

r

1 +

1

4

�

2

N

0

F

0

� 1

!

3

5

;

N

2

=

1

2

2

4

1 +

v

u

u

t

( N

0

� F

0

)

2

�

32

�

2

 

r

1 +

1

4

�

2

N

0

F

0

+ 1

!

3

5

;

N

3

= 1 � N

2

; N

4

= 1 � N

1

;

(32)

ãäå N

1

> N

2

> N

3

> N

4

. Åñëè N

0

= 1 = 2 , òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ N ( t ) èìååò âèä

N =

n

N

4

( N

1

� N

3

) + N

1

( N

3

� N

4

) sn

2

h

�

p

( N

1

� N

3

)( N

2

� N

4

) � = 4 � F ( '

0

; k )

io

�

�

n

N

1

� N

3

+ ( N

3

� N

4

) sn

2

h

�

p

( N

1

� N

3

)( N

2

� N

4

) � = 4 � F ( '

0

; k )

io

� 1

; (33)

ãäå

k

2

=

( N

1

� N

2

)( N

3

� N

4

)

( N

2

� N

4

)( N

1

� N

3

)

;

'

0

= arcsin

r

N

1

� N

3

N

3

� N

4

N

0

� N

4

N

1

� N

0

:

(34)

Ïðè ýòîì àìïëèòóäà A

0

è ïåðèîä êîëåáàíèé T îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

A

0

= N

3

� N

4

; T =

8 K ( k )

�

p

( N

1

� N

3

)( N

2

� N

4

)

: (35)

Åñëè N

0

> 1 = 2 , òî ðåøåíèå èìååò âèä

N =

n

N

2

( N

1

� N

3

) � N

3

( N

1

� N

2

) sn

2

h

�

p

( N

1

� N

3

)( N

2

� N

4

) � = 4 � F ( '

0

; k )

io

�

�

n

N

1

� N

3

� ( N

1

� N

2

) sn

2

h

�

p

( N

1

� N

3

)( N

2

� N

4

) � = 4 � F ( '

0

; k )

io

� 1

; (36)

ãäå

'

0

= arcsin

r

N

1

� N

3

N

3

� N

4

N

0

� N

2

N

0

� N

3

:
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Ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè k , à òàêæå àìïëèòó•

äà è ïåðèîä êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

(34) è (35).

Â ñëó÷àå � < 8 = ( F

0

� N

0

)

2

óðàâíåíèå W ( N ) = 0

èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, N

M

= N

1

è N

m

=

= N

4

, êîòîðûå îïðåäåëåíû â (32), è äâà êîìïëåêñ-

íî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ

N

2 ; 3

= u � iv ; u = 1 = 2 ;

v =

1

2

v

u

u

t

32

�

2

 

r

1+

�

2

N

0

F

0

4

+1

!

� ( N

0

� F

0

)

2

:

(37)

Ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

N =

1

2

�

�

2

4

1 �

v

u

u

t

( N

0

� F

0

)

2

+

32

�

2

 

r

1+

�

2

N

0

F

0

4

� 1

!

�

� cn

�

�

p

m �

4

� F ( '

0

; k )

�

3

5

; (38)

ãäå

k

2

=

1

2

 

1 �

1 � �

2

( N

0

� F

0

)

2

= 32

p

1 + �

2

N

0

F

0

= 4

!

;

'

0

= arccos

0

B

B

B

B

B

B

@

F

0

� N

0

v

u

u

t

( N

0

� F

0

)

2

+

32

�

2

 

r

1 +

�

2

N

0

F

0

4

� 1

!

1

C

C

C

C

C

C

A

; m =

4

�

r

1 +

�

2

N

0

F

0

4

: (39)

Îòñþäà ïðè � = 8 = ( N

0

� F

0

)

2

ïîëó÷àåì àïåðèîäè÷å•

ñêèé ðåæèì íóòàöèè:

N =

1

2

�

1 + ( N

0

� F

0

)

p

1 + 4 N

0

F

0

�

�

h

ch

�

� j N

0

� F

0

j

p

1 + 4 N

0

F

0

�

4

�

� arch

p

1 + 4 N

0

F

0

�i

� 1

�

: (40)

Èç âûðàæåíèÿ (40) ñëåäóåò, ÷òî ïðè N

0

> F

0

ðå•

øåíèå ñî çíàêîì ¾+¿ â àðãóìåíòå ãèïåðáîëè÷åñêîãî

êîñèíóñà ìîíîòîííî óáûâàåò ñî âðåìåíåì îò çíà÷å•

íèÿ N

0

, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê N = 1 = 2 ,

ò. å. â ñèñòåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòî•

ÿíèå ñ ðàâíûì êîëè÷åñòâîì ôîòîíîâ è ýêñèòîíîâ.

Ðåøåíèå ñî çíàêîì ¾ � ¿ ñíà÷àëà ðàñòåò îò çíà÷åíèÿ

N

0

äî N =

�

1 + ( N

0

� F

0

)

p

1 + 4 N

0

F

0

�

= 2 , ïîñëå ÷åãî

ìîíîòîííî óáûâàåò, ñòðåìÿñü ê çíà÷åíèþ N = 1 = 2 .

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðè áîëüøèõ âðåìå•

íàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñ îäè•

íàêîâûì êîëè÷åñòâîì ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ.

Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðè N

0

6= 0 è F

0

6= 0 ïðåä•

ñòàâëåíà íà ðèñ. 9 â,ã . Ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ ïðè � <

< 8 = ( F

0

� N

0

)

2

ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ

N

4

< N < N

1

. Ïðè ýòîì ñ ðîñòîì � ìèíèìàëü•

íàÿ ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ N

4

ðàñòåò, à ìàêñèìàëü•

íàÿ ïëîòíîñòü N

1

óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, íå âñå

èñõîäíûå ôîòîíû çà ïåðèîä ïðåâðàùàþòñÿ â ýêñè•

òîíû (è íàîáîðîò). Ïðè � = 8 = ( F

0

� N

0

)

2

ïëîòíî•

ñòè ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ àïåðèîäè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ

ê çíà÷åíèþ 1/2, ÷åì ýâîëþöèÿ è çàâåðøàåòñÿ. Ïðè

� > 8 = ( F

0

� N

0

)

2

ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ïåðèîäè•

÷åñêè è ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ

N

4

< N < N

3

ïðè N

0

= 1 = 2 (ðèñ. 9 â ), è N

2

< N < N

1

ïðè N

0

> 1 = 2 (ðèñ. 9 ã ). Ïðè � < 8 = ( F

0

� N

0

)

2

àìïëè•

òóäà è ïåðèîä êîëåáàíèé ýêñèòîíîâ áîëüøå, ÷åì ïðè

� > 8 = ( F

0

� N

0

)

2

. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,

÷òî ïðè F

0

6= 0 è N

0

6= 0 â ïðîöåññå ýâîëþöèè òàêæå

ïðîÿâëÿåòñÿ ñàìîçàõâàò ýêñèòîíîâ ïðè F

0

< 1 = 2 è

ýôôåêò ïëåíåíèÿ èñõîäíûõ ôîòîíîâ ïðè F

0

> 1 = 2 .

5. ÍÓÒÀÖÈß ÏÐÈ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÛÕ

ÇÍÀ×ÅÍÈßÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ � È �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè ïðî•

èçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ � è � . Áóäåì ñ÷è•

òàòü, ÷òî F

0

= 1 ( N

0

= 0 ). Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëü•

íàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû W ( N ) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

W = � 4 N (1 � N ) + N

2

( � � �N = 2)

2

: (41)

Äèíàìèêà ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ � è �

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíèÿìè ïðîôèëÿ ïî•

òåíöèàëüíîé ýíåðãèè W ( N ) . Ïðè ôèêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè � < 2

p

3 êðèâàÿ W ( N ) èìååò îäèí ìèíè•

ìóì è óðàâíåíèå W ( N ) = 0 èìååò òîëüêî äâà äåé•

ñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, N = 0 è N = N

M

, è äâà êîìï-

ëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ
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N

1 ; 2

= u � iv ; u = 2

�

�

�

1

2

N

M

;

v =

p

3

2

s

�

N

M

�

4

3

�

�

�

2

+

16

9 �

2

(12 � �

2

) :

(42)

Çäåñü N

M

èãðàåò ðîëü ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè ýê•

ñèòîíîâ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç òî÷åê ïîâîðî•

òà êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Ñ ðîñòîì � çíà÷åíèå

êîðíÿ N

M

ñíà÷àëà áûñòðî ðàñòåò, äîñòèãàåò ìàêñè•

ìàëüíî âîçìîæíîé âåëè÷èíû N

M

= 1 ïðè � = 2 � ,

ïîñëå ÷åãî ìîíîòîííî óáûâàåò. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

äëÿ N ( t ) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

N =

N

M

[1 � cn ( �

p

m � = 2)]

1 + p � (1 � p ) cn ( �

p

m � = 2)

;

k

2

=

1

2

�

1 �

u ( u � N

M

) + v

2

m

�

;

(43)

ãäå

p =

r

( u � N

M

)

2

+ v

2

u

2

+ v

2

;

m =

q

[ u ( u � N

M

) + v

2

]

2

+ N

2

M

v

2

:

Äëÿ àìïëèòóäû A è ïåðèîäà T êîëåáàíèé ïîëó÷àåì

A = N

M

; T = 8 K ( k ) =�

p

m : (44)

Îòñþäà ïðè � = 2 � < 8 è N

M

= 1 ñíîâà ïîëó÷àåì

ðåøåíèå (24).

Èç âûðàæåíèé (43) è ðèñ. 10 à âèäíî, ÷òî ïðè

� < 2

p

3 èìååò ìåñòî ðåæèì ïåðèîäè÷åñêîé ýâî•

ëþöèè ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè

ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � . Ïðè ýòîì êàê àìïëè•

òóäà, òàê è ïåðèîä êîëåáàíèé ñíà÷àëà ìîíîòîííî

ðàñòóò ñ ðîñòîì � , äîñòèãàþò ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ

çíà÷åíèé ïðè � = 2 � , çàòåì ìîíîòîííî óáûâàþò

(ðèñ. 11). Îòìåòèì, ÷òî ïðè � = 2 � èìååò ìåñòî

ïîëíîå ïðåâðàùåíèå èñõîäíûõ ôîòîíîâ â ýêñèòîíû

è îáðàòíî çà ïåðèîä. Íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå àì•

ïëèòóäû êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò � îáóñëîâëå•

íî òåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàññòðîéêå ðåçî•

íàíñà � èíäóöèðîâàííàÿ ïîëåì äèíàìè÷åñêàÿ ðàñ•

ñòðîéêà ðàñòåò ñ ðîñòîì � , óìåíüøàÿ òàêèì îáðà•

çîì ñóììàðíóþ ðàññòðîéêó � � �N = 2 , ÷òî ïðèâîäèò

ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Ýòî ïðîäîëæà•

åòñÿ äî çíà÷åíèÿ � , ðàâíîãî 2 � , ïîñëå ÷åãî àìïëè•

òóäà êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ íà÷èíàåò óáû•

âàòü. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè

� = 2

p

3 ñóùåñòâóåò òàêîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïà•

ðàìåòðà � = �

c

= 2

5

� 3

� 3 = 2

, ïðè êîòîðîì óðàâíå•

íèå W ( N ) = 0 èìååò òðåõêðàòíûé äåéñòâèòåëüíûé

êîðåíü N = 3 = 4 . Â ýòîì ñëó÷àå ýâîëþöèÿ ñèñòåìû

ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷åñêîé è îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

N = �

2

(1 + 4 �

2

= 3)

� 1

. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü

ýêñèòîíîâ ìîíîòîííî ðàñòåò ñî âðåìåíåì è àñèìïòî•

òè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ N = N

M

= 3 = 4 . Åñëè

ñðàâíèòü ýòî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ýêñèòî•

íîâ â íåëèíåéíîì ðåæèìå ñ ïëîòíîñòüþ N

M

= 1 = 4

â ëèíåéíîì ðåæèìå ïðè � = 2

p

3 è � = 0 , òî ìû

óâèäèì, ÷òî îíè ðàçëè÷àþòñÿ â òðè ðàçà. Óâåëè÷å•

íèå ïðåäåëüíîé ïëîòíîñòè â íåëèíåéíîì ðåæèìå ïî

ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî èíäóöè•

ðîâàííàÿ ïîëåì íåëèíåéíàÿ ðàññòðîéêà ðåçîíàíñà,

îáóñëîâëåííàÿ ôèîëåòîâûì êîíöåíòðàöèîííîì ñìå•

ùåíèåì ýêñèòîííîãî óðîâíÿ, êîìïåíñèðóåò íóëåâóþ

(ëèíåéíóþ) ðàññòðîéêó ðåçîíàíñà � , ÷òî ñïîñîáñòâó•

åò óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Îòìåòèì, ÷òî

â ñëó÷àå � = 2 � ýòà êîìïåíñàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è

ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýêñèòîíîâ çà ïåðèîä ðàâíà

åäèíèöå, ò. å. êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå â óñëîâèÿõ

òî÷íîãî ðåçîíàíñà âñå èñõîäíûå ôîòîíû ïðåâðàùà•

þòñÿ â ýêñèòîíû è îáðàòíî.

Ïðè � > 2

p

3 ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó•

÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîì � è ïðè èçìåíåíèè ïàðà•

ìåòðà � â îáëàñòÿõ � < �

�

è � > �

+

òàêæå ñó•

ùåñòâóþò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, íóëü è N

M

, è

äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ N

1 ; 2

óðàâíåíèÿ

W ( N ) = 0 , ãäå

�

�

=

1

27

h

� ( �

2

+ 36) � ( �

2

� 12)

3 = 2

i

: (45)

Â îáëàñòè �

�

< � < �

+

èìåþòñÿ ÷åòûðå äåéñòâè•

òåëüíûõ êîðíÿ. Íà ðèñ. 12 íà ïëîñêîñòè ( �; � ) ïðåä•

ñòàâëåíû áèôóðêàöèîííûå îáëàñòè, â êîòîðûõ ñó•

ùåñòâóþò òîëüêî äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ (íåçà•

øòðèõîâàííûå ó÷àñòêè) ëèáî ÷åòûðå (çàøòðèõîâàí•

íûé ó÷àñòîê). Îáå êðèâûå â âèäå îñòðèÿ èñõîäÿò èç

òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè � = 2

p

3 è � = 2

5

� 3

� 3 = 2

. Ïðè

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ � ( � � 2

p

3 ) êðèâàÿ � = �

+

ðàñòåò ñ ðîñòîì � ïðîïîðöèîíàëüíî �

3

, à êðèâàÿ

� = �

�

àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ñíèçó ê ïðÿìîé

� = 2 � . Ïðÿìàÿ � = 2 � ïåðåñåêàåò êðèâóþ � =

= �

+

â òî÷êå � = 4 , ãäå �

+

= 8 . Ïðè � < �

�

êî•

ðåíü N

M

ìåäëåííî ðàñòåò ñ ðîñòîì � (ðèñ. 13). Èç

ðèñ. 13 âèäíî, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ � è � > 2

p

3 îá•

ëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åòûðåõ äåéñòâèòåëüíûõ êîð•

íåé N

1

> N

2

> N

3

> N

4

= 0 îãðàíè÷åíà ñ îáåèõ

ñòîðîí ïî ïàðàìåòðó � . Ïîýòîìó â îáëàñòè �

�

<

< � < �

+

ñóùåñòâóþò ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ êîð•

íÿ: N

1

> N

2

> N

M

> 0 , ãäå N

1

è N

2

� êîðíè, âîçíèê•

øèå ïðè � = �

�

(èç äâóêðàòíî âûðîæäåííîãî êîðíÿ

ïðè � = �

�

), êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè
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Ðèñ. 10. Âðåìåííûå ýâîëþöèè ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ïðè íà÷àëüíîé

ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

= 1 è ðàññòðîéêàõ ðåçîíàíñà � = 2 ( à ), 5 ( á )

1.0

0.5

A0

0

10
20

à

�

0

6

30

�

4

2

T

0

10

0

á

�

6

0

3
20

�

Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû A

0

( à ) è ïåðèîäà T ( á ) êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíî-

ñòè � è ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà � ïðè íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

= 1 . Íà âñòàâêàõ ïðåäñòàâëåí ðÿä ñå÷åíèé

ãðàôèêîâ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé �

N

1 ; 2

= 2

�

�

�

1

2

N

M

�

�

p

3

2

s

16

9 �

2

( �

2

� 12) �

�

N

M

�

4

3

�

�

�

2

: (46)

Ñ ðîñòîì � êîðíè N

1

è N

M

ìåäëåííî ðàñòóò, à êî•

ðåíü N

2

óáûâàåò (ðèñ. 13). Ïðè � = �

+

âûðîæäåí•

íûìè ñòàíîâÿòñÿ êîðíè N

2

è N

M

. Äàëåå ñ ðîñòîì

� îíè ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè, à êî•

ðåíü N

1

ïðèíèìàåò ñìûñë ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè

ýêñèòîíîâ. Â îáëàñòè �

+

< � < 2 � êîðåíü N

1

ïðî•

äîëæàåò ðàñòè ïî âåëè÷èíå, ïðè � = 2 � îí îêàçû•

âàåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå è çàòåì ìåäëåííî óáûâàåò ñ

ðîñòîì � . Âîçíèêàþùèé ïðè � = �

+

ñêà÷îê â çíà•

÷åíèè ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ ïðè èçìå•

íåíèè ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ðàñòåò ñ ðîñòîì �

è ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå 1/2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

� > 2

p

3 âîçíèêàþò äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå áèôóðêà•

öèè ðîæäåíèÿ è ãèáåëè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé

óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà � .

Ðåøåíèå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ýê•

ñèòîíîâ N ( t ) ïðè �

�

< � < �

+

, êîãäà ÷åòûðå äåé•

ñòâèòåëüíûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 óïîðÿäî÷å•

íû òàê, ÷òî N

1

> N

2

> N

M

> 0 , èìååò âèä

N =

N

1

N

M

sn

2

h

�

p

N

2

( N

1

� N

M

) � = 4

i

N

1

� N

M

cn

2

h

�

p

N

2

( N

1

� N

M

) � = 4

i

;

k

2

=

N

M

N

2

N

1

� N

2

N

1

� N

M

:

(47)
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� +

� �

3 5 7 �

6
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�

Ðèñ. 12. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñóùåñòâîâà-

íèÿ äâóõ (íåçàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü) èëè ÷åòûðåõ

(çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü) äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé

óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 . Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò � = 2 �

N

1

N

2

N

M

�

�

�

+

0 : 4

0 : 8

N

i

10

20

�

0

Ðèñ. 13. Ïîâåäåíèå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé N

1

>

> N

2

> N

M

> 0 óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 â çàâèñèìî-

ñòè îò � ïðè � = 5

Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ ðàâíà

N

M

, à ïåðèîä êîëåáàíèé T îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

T = 8 K ( k ) =�

p

N

2

( N

1

� N

M

) : (48)

Íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè ïðè � = �

�

, ãäå N

1

= N

2

,

ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä

N =

N

1

N

M

sin

2

h

�

p

N

1

( N

1

� N

M

) � = 4

i

N

1

� N

M

cos

2

h

�

p

N

1

( N

1

� N

M

) � = 4

i

;

T =

4 �

�

p

N

1

( N

1

� N

M

)

:

(49)

Íà ïðàâîé ãðàíèöå, ïðè � = �

+

, ãäå N

2

= N

M

, ïî•

ëó÷àåì

N =

N

1

N

M

sh

2

h

�

p

N

1

( N

1

� N

M

) � = 4

i

N

1

ch

2

h

�

p

N

1

( N

1

� N

M

) � = 4

i

� N

M

: (50)

Èç âûðàæåíèé (47)�(50) è ðèñ. 10 âèäíî, ÷òî ïðè

� > 2

p

3 òàêæå èìååò ìåñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ

ïëîòíîñòåé ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ ïðè ëþáûõ çíà÷å•

íèÿõ � , êðîìå � = �

+

, ïðè êîòîðîì ýâîëþöèÿ ñòà•

íîâèòñÿ àïåðèîäè÷åñêîé è îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

(50). Ïëàâíîå èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè

ýêñèòîíîâ â çàâèñèìîñòè îò � ïðåðûâàåòñÿ ñêà÷êî•

îáðàçíûì åå óâåëè÷åíèåì ïðè � = �

+

.

Èç ðèñ. 10 á âèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà � ïðè ôèêñèðîâàííîì � > 2

p

3 ñóùåñòâó•

þò äâå îáëàñòè ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ïëîòíî•

ñòè ýêñèòîíîâ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �

èìåþò ìåñòî êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ ñ ìà•

ëûì ïåðèîäîì è ìàëîé àìïëèòóäîé, ÷òî îáúÿñíÿ•

åòñÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ðàññòðîéêîé ðåçîíàíñà

� (ñì. ðèñ. 11). Îäíàêî ïðè äîñòèæåíèè êðèòè÷å•

ñêîãî çíà÷åíèÿ � = �

+

äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîð•

íÿ óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 ïðåâðàùàþòñÿ â êîìïëåêñ•

íî-ñîïðÿæåííûå, ÷òî îáóñëîâëèâàåò ðåçêîå, ïðàêòè•

÷åñêè ñêà÷êîîáðàçíîå, óâåëè÷åíèå êàê àìïëèòóäû,

òàê è ïåðèîäà êîëåáàíèé (ñì. ðèñ. 11). Ïðè � = �

+

ïåðèîä êîëåáàíèé îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ÷òî

ñâèäåòåëüñòâóåò î íàñòóïëåíèè àïåðèîäè÷åñêîãî ðå•

æèìà ýâîëþöèè ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü

ýêñèòîíîâ ìîíîòîííî ðàñòåò ñî âðåìåíåì, àñèìïòî•

òè÷åñêè ñòðåìÿñü ê çíà÷åíèþ N = N

M

, ÷åì ïðîöåññ

ýâîëþöèè è çàâåðøàåòñÿ. Îáðàòíîå ïðåâðàùåíèå ýê•

ñèòîíîâ â ôîòîíû îòñóòñòâóåò. Ìàêñèìóì ïåðèîäà

ìîíîòîííî ðàñòåò ñ ðîñòîì � âïëîòü äî � = 2

p

3 , ãäå

âîçíèêàåò ðàñõîäèìîñòü, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò ïðè

� > 2

p

3 . Ïðè � > �

+

èìååò ìåñòî ìåäëåííîå ìî•

íîòîííîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû è ïåðèîäà êîëåáà•

íèé (ñì. ðèñ. 10 á è ðèñ. 11). Èç ðèñ. 11 à âèäíî, ÷òî

ôóíêöèÿ A

0

( �; � ) õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ðåçêîé

ñòóïåíüêè â çàâèñèìîñòè îò � è � â îáëàñòè � >

> 2

p

3 íà êðèâîé � = �

+

. Íàëè÷èå ñòóïåíüêè ó

ôóíêöèè A

0

( �; � ) ñîîòâåòñòâóåò ðàñõîäèìîñòè ôóíê•

öèè T ( �; � ) .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî è ïðè

� 6= 0 ñóùåñòâóþò óñëîâèÿ äëÿ ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà
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Ðèñ. 14. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ N â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � ïðè íà÷àëüíîé

ïëîòíîñòè ôîòîíîâ F

0

= 0 è ðàññòðîéêå ðåçîíàíñà � = 5 ( à ) è çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû A

0

( á ) è ïåðèîäà T ( â ) êîëåáà-

íèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè � è ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà � . Íà âñòàâêàõ ïðåäñòàâëåí

ðÿä ñå÷åíèé îñíîâíûõ ãðàôèêîâ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé �

ïëåíåíèÿ (ñàìîçàïèðàíèÿ) ôîòîíîâ â ñèñòåìå ïðè

� < �

+

è ïðàêòè÷åñêè ïîëíàÿ ëèêâèäàöèÿ ýòîãî

ýôôåêòà ïðè � > �

+

. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïîâåäåíè•

åì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòî•

ðà W ( N ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ � . Ïðè � < �

+

êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå â îáëà•

ñòè ìàëûõ çíà÷åíèé N . Ñ ðîñòîì � êðèâàÿ W ( N )

äåôîðìèðóåòñÿ, è ïðè � = �

+

ôîðìèðóåòñÿ ïîòåí•

öèàëüíàÿ ÿìà íà âñåì ïðîòÿæåíèè N îò íóëÿ äî åäè•

íèöû, êîòîðàÿ äàëåå, ñ ðîñòîì � , ìåäëåííî óìåíü•

øàåò ñâîþ ïðîòÿæåííîñòü. Ïðè � = �

+

êàê ïîòåí•

öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, òàê è ïðîèçâîäíàÿ îò íåå ïî N

îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ â îïðåäåëåííîé òî÷êå

ïî N , ñîîòâåòñòâóþùåé âûðîæäåíèþ äâóõ äåéñòâè•

òåëüíûõ êîðíåé, N

2

è N

M

(ñì. ðèñ. 13), è âîçíèêíî•

âåíèþ äâóõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé óðàâ•

íåíèÿ W ( N ) = 0 , ÷òî è îáúÿñíÿåò ðàñõîäèìîñòü ïå•

ðèîäà êîëåáàíèé ïðè � = �

+

.

Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû â îáðàòíîì ïðåäåëå, êîãäà

N

0

= 1 , F

0

= 0 , ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 14. Âèäíî, ÷òî

ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè � > 2

p

3 ñ ðîñòîì ïà•

ðàìåòðà � àìïëèòóäà è ïåðèîä êîëåáàíèé ïëîòíîñòè

ýêñèòîíîâ èçìåíÿþòñÿ íåìîíîòîííî: ñóùåñòâóþò îá•

ëàñòè ðîñòà è óìåíüøåíèÿ ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ ïî

ïàðàìåòðó � (ðèñ. 14 á,â ). Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî

ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå àìïëèòóäû A

0

(ðèñ. 14 á )

ñ îäíîâðåìåííûì îáðàùåíèåì ïåðèîäà T êîëåáàíèé

â áåñêîíå÷íîñòü (ðèñ. 14 â ) ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷å•

íèÿõ � è � . Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå èìååò

ìåñòî ñàìîçàõâàò ýêñèòîíîâ, êîòîðûé ïðîÿâëÿåòñÿ

â âèäå ðåçêîãî óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñ

ðîñòîì � . È â ýòîì ïðåäåëå ÿâëåíèå ñàìîçàõâàòà òàê•

æå îáóñëîâëåíî óïðóãèì ýêñèòîí-ýêñèòîííûì âçàè•

ìîäåéñòâèåì. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, ïðåäñòàâëåííîãî

íà ðèñ. 9 á , ãäå àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïðè � < 8 ÿâ•

ëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, ðàâíîé åäèíèöå, ýâî•

ëþöèÿ ïðè � > 2

p

3 õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåìåííîé àì•

ïëèòóäîé êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ â çàâèñè•

ìîñòè îò � .

ßâëåíèÿ ñàìîçàõâàòà ýêñèòîíîâ è ïëåíåíèÿ ôî•

òîíîâ èìåþò ìåñòî è ïðè íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ N

0

è

F

0

è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ � è � â óñëî•

âèÿõ, êîãäà âîçíèêàþò áèôóðêàöèè èñ÷åçíîâåíèÿ ëè•

áî ïîÿâëåíèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíå•

íèÿ W ( N ) = 0 . Òàêèå áèôóðêàöèè ïîÿâëÿþòñÿ â

òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äåéñòâè•

òåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ W ( N ) = 0 îò � èìåþò

âåðòèêàëüíûå êàñàòåëüíûå. Â ýòîì ñëó÷àå âûðîæäå•

íèå ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïðèâîäèò ê ñêà÷êî•

îáðàçíîìó èçìåíåíèþ àìïëèòóäû è ê ðàñõîäèìîñòè

ïåðèîäà êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ýêñèòîíîâ.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ èçó÷åíî ÿâëåíèå

îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ýêñèòîííîé îáëàñòè ñïåêòðà

ïðè ó÷åòå ýêñèòîí-ôîòîííîãî è óïðóãîãî ýêñè•

òîí-ýêñèòîííîãî âçàèìîäåéñòâèé. Ïîêàçàíî, ÷òî

ïðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ íà÷àëüíûõ êîíöåíòðàöèÿõ

ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ èìåþò ìåñòî òðè ðåæèìà

âðåìåííîé ýâîëþöèè ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ: ðåæèì

ïåðèîäè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ ýêñèòîíîâ â ôîòîíû

è îáðàòíî, ðåæèì àïåðèîäè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ

ôîòîíîâ â ýêñèòîíû è ðåæèì ïîêîÿ. Íàéäåíû àì•

ïëèòóäû è ïåðèîäû êîëåáàíèé ïëîòíîñòåé ÷àñòèö,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè ïëîòíîñòÿìè
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ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ, ðàññòðîéêîé ðåçîíàíñà, ïàðà•

ìåòðîì íåëèíåéíîñòè è íà÷àëüíîé ðàçíîñòüþ ôàç.

Ïðåäñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ÿâëåíèé ñàìîçàõâàòà

ýêñèòîíîâ è ïëåíåíèÿ ôîòîíîâ â ñèñòåìå, êîòîðûå

âîçíèêàþò ïðè ïîðîãîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

íåëèíåéíîñòè. Ñ ðîñòîì ýòîãî ïàðàìåòðà â ñèñòåìå

âîçíèêàåò ðåçêîå, ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå àìïëè•

òóä êîëåáàíèé ïëîòíîñòåé ýêñèòîíîâ è ôîòîíîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî îáà ýòè ÿâëåíèÿ îáóñëîâëåíû óïðó•

ãèì ýêñèòîí-ýêñèòîííûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðîå

ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêîìó êîíöåíòðàöèîííîìó

ñäâèãó ýêñèòîííîãî óðîâíÿ.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü

Ñ. À. Ìîñêàëåíêî çà îáñóæäåíèå ðÿäà âîïðîñîâ,

çàòðîíóòûõ â ñòàòüå.
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