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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Óðàâíåíèÿ, ïî äîáíûå óðàâíåíèþ Ãèíçáóð-
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(ã äå t; x � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå,  ( x; t ) � ê îì•

ïëåê ñíîçíà ÷íàÿ ôóíêöèÿ, � � äåéñòâèòåëüíûé ïà•

ðàìåòð, N [ j  j ] � ïî ëèíîìèàëüíûé îïåðàòîð âèäà
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� ê îìïëåê ñíûå ïàðà•

ìåòðû) âîçíèê àþò ïðè îïèñàíèè øèðîê îãî êðóã à

ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â íåëèíåéíîé îïòèê å, ôèçè•

ê å ïëàçìû, òåîðèè ñâåð õïðîâî äèìîñòè, ãèäðîìåõ à•

íèê å. Ïðè � = 1 = 2 è N = j  j

2

óðàâíåíèå Ãèíçáóð•

ã à�Ëàíäà ó (ÓÃË) îáðàùàåòñ ÿ â íåëèíåéíîå óðàâíå•

íèå Øðåäèíãåðà (ÍÓØ) ñ êóáè÷åñê îé íåëèíåéíî•

ñòüþ, ê îòîðîå îòíîñèòñ ÿ ê êëàññó âïî ëíå èíòåãðè•

ðó åìûõ è èìååò , â ÷àñòíîñòè, ñî ëèòîííûå ðåøåíèÿ.

Â íàñòî ÿùåå âðåìÿ äëÿ ÓÃË (1) íàéäåíî íåñê î ëü•

ê î ñåìåéñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé (ñì., íàïðè•

ìåð, [ 1 ; 2 ]). Ñðåäè íèõ èìåþòñ ÿ ñåìåéñòâà ëîê àëèçî•

âàííûõ ðåøåíèé ñ ôèê ñèðîâàííîé è ïðîèçâî ëüíîé

àìïëèòó äàìè � ò àê íàçûâàåìûå äèññèïàòèâíûå ñî•

ëèòîíû. Âìåñòå ñ òåì ïî ÿâèëèñü ñîîáùåíèÿ î ïî ëó•

÷åííûõ ÷èñ ëåííî ñî ëèòîíîïî äîáíûõ ðåøåíèÿõ ÓÃË,

*
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âûõ î äÿùèõ çà ðàìêè íàéäåííûõ êëàññîâ è îáëàäà•

þùèõ âåñüìà íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè (ñì., íàïðè•

ìåð, [3]). Íåîáû÷íîñòü ýòèõ ðåøåíèé â ïåðâóþ î÷å•

ðåäü ìî æíî ñâÿçàòü ñ ïåðèî äè÷íîñòüþ íåê îòîðûõ

èõ õ àðàêòåðèñòèê � øèðèíû, àìïëèòó äû, ïî ëî æ å•

íèÿ öåíòðà ìàññ. Áûëî áû åñòåñòâåííî ïîïûò àòüñ ÿ

óïîð ÿäî÷èòü ïðîöåññ íàõ î æäåíèÿ ò àêèõ ðåøåíèé ñ

ïîìîùüþ ê à ÷åñòâåííîãî àíàëèçà ê àê îé-ëèáî äèíàìè•

÷åñê îé ñèñòåìû, ïî ëó÷åííîé ó ñðåäíåíèåì èñ õ î äíî•

ãî óðàâíåíèÿ. Îáùèì íåäîñò àòê îì è îáùèì äîñòî•

èíñòâîì âñåõ ìåòî äîâ ó ñðåäíåíèÿ ÿâëÿåòñ ÿ òî, ÷òî

äèíàìèê à íà ÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñâî äèòñ ÿ ê äè•

íàìèê å íåê îòîðîãî îãðàíè÷åííîãî ÷èñ ëà ïàðàìåòðîâ

íà ÷àëüíîãî ó ñ ëîâèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìû îñò àíîâè•

ëèñü íà îáîáùåííîì ìåòî äå ìîìåíòîâ [4], íåñîìíåí•

íûì ïðåèìóùåñòâîì ê îòîðîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãè•

ìè ìåòî äàìè ÿâëÿåòñ ÿ âîçìî æíîñòü îò äåëüíîãî ðàñ•

ñìîòðåíèÿ äèíàìèêè àìïëèòó äû è øèðèíû ñî ëèòîí•

íîãî ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîé çàäà ÷è.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÓÐ ÀÂÍÅÍÈß

Â òîé ôîðìå, â ê îòîðîé îíî èñïî ëüçó åòñ ÿ â íåëè•

íåéíîé îïòèê å, óðàâíåíèå Ãèíçáóðã à�Ëàíäà ó ñ ïî•

ëèíîìèàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ ïÿòîé ñòåïåíè èìååò

âèä
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 � � j  j
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 ; (2)

ã äå � , � , � , � è � � äåéñòâèòåëüíûå ïîñòî ÿííûå (ê î•

òîðûå íå îáÿçàòåëüíî ìàëû),  � ê îìïëåê ñíîå ïî ëå.

Â ÷àñòíîì ñ ëó÷àå îïòè÷åñê îãî âî ëîêíà ôèçè÷åñêèé

ñìûñ ë ýòèõ âåëè÷èí ñ ëåäóþùèé:  � ê îìïëåê ñíàÿ

îãèáàþùàÿ ý ëåêòðè÷åñê îãî ïî ëÿ; � ; �; � � ïàðàìåò•

ðû, â çàâèñèìîñòè îò çíàê à õ àðàêòåðèçóþùèå ïðî•

öåññû ïîñòóïëåíèÿ ëèáî äèññèïàöèè ýíåðãèè; � �

ê îýôôèöèåíò ñïåêòðàëüíîé ôèëü òðàöèè; � � ê îýô•

ôèöèåíò ïðè êâàäðàòè÷íîé ïîïðàâê å ê íåëèíåéíîìó

ïîê àçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ. Ïàðàìåòð � õ àðàêòåðèçó•

åò äèñïåðñèþ âòîðîãî ïîð ÿäê à: � = +1 = 2 ñîîòâåò•

ñòâó åò àíîìàëüíîé äèñïåðñèè, � = � 1 = 2 � íîðìàëü•

íîé; � = 1 .

Çàïèøåì èñ õ î äíîå óðàâíåíèå â âèäå
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 = R [  ] ; (3)

ã äå

R = i�  + i� j  j

2

 + i�  

xx

+ i� j  j

4

 � � j  j

4

 :

Åñ ëè â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò íó ëü, òî ìû ïî ëó÷àåì

îáû÷íîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ êóáè•

÷åñê îé íåëèíåéíîñòüþ. Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà ÍÓØ

(ýíåðãèÿ è ê î ëè÷åñòâî äâèæ åíèÿ) èìåþò âèä
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) dx: (4)

Ñëåäó ÿ [4], ââåäåì äâà ïåðâûõ ìîìåíò à ôóíê•

öèè  :

D
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x j  j
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dx; D
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Z
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( x � x

c

)
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dx; (5)

ã äå x

c

� ê îîð äèíàò à öåíòðà ìàññ ðàñïðåäåëåíèÿ  :

x

c

= D

1

=I

1

:

Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâî ëþöèþ ïî ïåðåìåííîé

t ýòèõ ÷åòûðåõ õ àðàêòåðèñòèê ôóíêöèè  , èìåþò

âèä
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dD

1

dt

= 2 i� I

2

� i

1

Z

�1

x (  R

�

�  

�

R ) dx;

dD

2

dt

= � 2 i� M

1

� i

1

Z

�1

( x � x

c

)

2

(  R

�

�  

�

R ) dx;

(6)

ã äå

M

1

=

1

Z

�1

( x � x

c

)(  

�

 

x

�   

�

x

) dx:

Ñèñòåìó (6) äîïî ëíÿåò òî æäåñòâî
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(  R
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R ) dx: (7)

Óðàâíåíèÿ (6), (7) ïîçâî ëÿþò ïî ëó÷èòü óðàâíåíèÿ

ýâî ëþöèè ê àêèõ-ëèáî ïÿòè ïàðàìåòðîâ òî÷íîãî ðå•

øåíèÿ ÍÓØ.

Âîçüìåì â ê à ÷åñòâå îïîðíîãî ñî ëèòîííîå ðåøå•

íèå ÍÓØ â âèäå

 ( x; t ) =

A

c h[ B

� 1

( x � x

c

)]

exp i [ ' ( t )+ C ( x � x

c

)] : (8)

Çäåñü A � àìïëèòó äà ñî ëèòîíà, B � åãî øèðèíà,

x

c

� ê îîð äèíàò à öåíòðà ìàññ, C � âî ëíîâîå ÷èñ ëî.

Êîã äà R � 0 , ïàðàìåòð A â ôîðìó ëå (8) ïðîèçâî ëåí,

à äâà äðóãèõ ñâÿçàíû ñ íèì:

A = B

� 1

; ' ( t ) = A

2

t= 2 :

Êðîìå òîãî, äëÿ íåïî äâèæíîãî ñî ëèòîíà ÍÓØ,

öåíòð ìàññ ê îòîðîãî ëåæèò íà îñè, ïðî õ î äÿùåé ÷å•

ðåç íà ÷àëî ê îîð äèíàò , C = 0 è x

c

= 0 .

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (8) èìååì

I

1

= 2 A

2

B ; I

2

= � 2 i A

2

B C ;

D

1

= 2 x

c

A

2

B ; D

2

=

1

6

�

2

A

2

B

3

;

M

1

= 0 :

(9)
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Ïî ëàã àÿ, ÷òî â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ ïàðàìåòðû

ÿâëÿþòñ ÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé t ,

èç (9) ïî ëó÷àåì, ÷òî
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Âåëè÷èíû I

0

1

, I
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2

, D

0

1

, D

0

2

íàõ î äèì íåïîñðåäñòâåííûì

âû÷èñ ëåíèåì èíòåãðàëîâ (6), ÷òî äëÿ  ( x; t ) âèäà (8)

äàåò
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Ïî äñò àâèâ ýòè âûðàæ åíèÿ â (10), ïðèõ î äèì ê ñ ëå•

äóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ ïàðàìåòðîâ A , B , C , x

c

ôóíêöèè (8):

A

0

= � A�

�

1

3 B
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4
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2

B

2

+ C
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+ A� +

+ 2 �A
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�
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�

; (11)

B

0

=

4

�

2

B
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2 �

1

B

2

� �A

2

� �A

4

�

; (12)

C

0

= �

4

3

1

B

2

� C ; (13)

x

0

c

= 2 � C : (14)

Íåñê î ëüê î îò äåëüíî ñòîèò óðàâíåíèå äëÿ ôàçî•

âîé ôóíêöèè ' , ê îòîðîå çàìûê àåò ñèñòåìó îòíî•

ñèòåëüíî ïÿòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ âîçìó•

ùåííîãî ðåøåíèÿ. Îíî âûâî äèòñ ÿ èç èíòåãðàëüíîãî

òî æäåñòâà (7):

'

0

= � C

2

� �

1

3 B

2

+

2

3

� A

2

+

8

15

� A

4

� �

C

B

: (15)

Óðàâíåíèÿ (11)�(14) íå ñî äåð æ àò ' . Ýòî ïîçâî ëÿåò

èññ ëåäîâàòü ñèñòåìó áåç ó÷åò à óðàâíåíèÿ (15), à çà•

òåì ðåøàòü åãî îò äåëüíî. Åùå î äíîé îñîáåííîñòüþ

ïî ëó÷åííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñ ÿ òî, ÷òî ïàðàìåòð

� íå âõ î äèò â ïåðâûå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ. Â ñâÿçè ñ

ýòèì âñå îïèñàííûå íèæ å ÷èñ ëåííûå ýê ñïåðèìåíòû

ñ èñ õ î äíûì óðàâíåíèåì ìû ïðîâî äèëè ïðè íó ëåâîì

çíà ÷åíèè ýòîãî ïàðàìåòðà.

3. ÀÍÀËÈÇ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊ ÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ò î÷êè ïîê î ÿ äèíàìè÷åñê îé ñèñòåìû (11)�(14)

ó äîâëåòâîð ÿþò ó ñ ëîâèþ î äíîâðåìåííîãî îáðàùåíèÿ

â íó ëü ïðàâûõ ÷àñòåé âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû. Èç

óðàâíåíèé (13), (14) ñðàçó ñ ëåäó åò , ÷òî ñò àöèîíàð•

íûå òî÷êè ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè C = 0 , x

c

= const.

Ýòî çíà ÷èò , ÷òî âáëèçè ðåøåíèÿ ÍÓØ äëÿ ïðîáíîé

ôóíêöèè âèäà (8) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëèøü íåïî•

äâèæíûå ñî ëèòîíîïî äîáíûå ðåøåíèÿ ÓÃË, ñî õðàíÿ•

þùèå ñâîéñòâî ñèììåòðèè. Ò àêèì îáðàçîì, äîñò à•

òî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî

àìïëèòó äû ñî ëèòîíà A è åãî øèðèíû B :

A

0

= � A

1

B

2

�

�

1

3

+

4

�

2

�

+ A� +

+ 2 �A

3

�

1

3

+

1

�

2

�

+ 2 �A

5

�

4

15

+

1

�

2

�

; (16)

B

0

=

4

�

2

B

�

2 �

1

B

2

� �A

2

� �A

4

�

: (17)

Äëÿ ïîíèæ åíèÿ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ, ñòî ÿùèõ â

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé, äîìíî æèì óðàâíåíèå (16)

íà 2 A , à óðàâíåíèå (17) � íà 2 B è ââåäåì íîâûå

ïåðåìåííûå u = A

2

, v = B

2

. Ïî ëó÷èì

u

0

= � 2 � a

0

u

v

+ 2 u ( � + 2 �a

1

u + �a

2

u

2

) ; (18)

v

0

= 4 � b � 2 buv ( � + �u ) ; (19)

ã äå

a

0

=

1

3

+

4

�

2

; a

1

=

1

3

+

1

�

2

;

a

2

= 2

�

4

15

+

1

�

2

�

; b =

4

�

2

:
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3.1. Çàäà ÷à áåç ó÷åò à ñïåêòðàëüíîé

ôèëü òðàöèè ( � = 0 )

Â ýòîì ñ ëó÷àå äèíàìè÷åñê àÿ ñèñòåìà ïðèìåò âèä

u

0

= 2 u ( � + 2 �a

1

u + �a

2

u

2

) ; (20)

v

0

= � 2 buv ( � + �u ) : (21)

Cèñòåìà ëåãê î ðàçðåøèìà. Îíà èìååò ÷àñòíîå ðåøå•

íèå

u = 0 ; v = c; ' = �

�

3 c

t + '

0

è îáùèé èíòåãðàë

�

1

b

ln v + c =

1

2 a

2

ln j P

1

j +

� ( a

2

� a

1

)

�a

2

2

�

�

Z

du

( u � u

1

)

2

� �

1

; (22)

ã äå

P

1

= �a

2

u

2

+ 2 �a

1

u + � ; u

1

= �

�a

1

�a

2

;

�

1

=

�

�a

1

�a

2

�

2

�

�

�a

2

;

c � ïîñòî ÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Îê îí÷àòåëüíûé

âèä ðåøåíèÿ çàâèñèò îò ê îíêðåòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

ïàðàìåòðîâ, à èìåííî:

�

1

b

ln v + c =

1

2 a

2

ln j P

1

j +

+

� ( a

2

� a

1

)

�a

2

2

j �

1

j

1 = 2

arctg

( u � u

1

)

j �

1

j

1 = 2

; �

1

< 0 ; (23)

�

1

b

ln v + c =

1

2 a

2

ln j P

1

j �

� ( a

2

� a

1

)

�a

2

2

�

�

1

u � u

1

; �

1

= 0 ; (24)

�

1

b

ln v + c =

1

2 a

2

ln j P

1

j +

1

2�

1 = 2

1

� ( a

2

� a

1

)

�a

2

2

�

� ln

�

�

�

�

�

u � u

1

� �

1 = 2

1

u � u

1

+ �

1 = 2

1

�

�

�

�

�

; �

1

> 0 ; (25)

ïðè÷åì ïîñ ëåäíåå óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñ ÿ íà âåòâè:

�

1

b

ln v + c =

1

2 a

2

ln j P

1

j +

� ( a

2

� a

1

)

�a

2

2

�

1 = 2

1

�

� Arth

u � u

1

�

1 = 2

1

; ( u � u

1

)

2

< �

1

; (26)

�

1

b

ln v + c =

1

2 a

2

ln j P

1

j +

� ( a

2

� a

1

)

�a

2

2

�

1 = 2

1

�

� Arcth

u � u

1

�

1 = 2

1

; ( u � u

1

)

2

> �

1

: (27)

Ëèíèè u = u

�

, ã äå u

�

= u

1

� �

1 = 2

ÿâëÿþòñ ÿ îáùèìè

àñèìïòîò àìè ýòèõ âåòâåé.

Â ñ ëó÷àå � = 0 ðåøåíèå ïðèîáðåò àåò âèä

�

1

b

ln v + c =

1

2 a

2

ln j P

1

j (28)

èëè

v = c (2 �a

1

u + � )

� b= 2 a

2

: (28 à )

Îíî ïðåäñò àâëÿåò ñîáîé î äíîïàðàìåòðè÷åñê îå ñå•

ìåéñòâî ñòåïåííûõ ôóíêöèé ñ îòðèöàòåëüíûì ïîê à•

çàòåëåì. Ñåìåéñòâî îáëàäàåò äâóìÿ àñèìïòîò àìè:

u = � � = 2 �a

1

; v = 0 :

Îñò àíîâèìñ ÿ íà íåê îòîðûõ ñâîéñòâàõ ôàçîâîãî

ïîðòðåò à ñèñòåìû (20), (21). Ïðåæäå âñåãî, â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé u è v , îí ðàñïî ëî æ åí íà ôà•

çîâîé ïëîñê îñòè uv â îáëàñòè u � 0 , v > 0 . Èìåííî

ýòó îáëàñòü âåçäå äàëåå áó äåì íàçûâàòü îáëàñòüþ

ôàçîâîãî ïîðòðåò à. Íà ôàçîâîì ïîðòðåòå âñåã äà ñó•

ùåñòâó åò î äíà îñîáàÿ ëèíèÿ u = 0 . Îíà ñîîòâåòñòâó•

åò òðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ èñ õ î äíîãî óðàâíåíèÿ (2)

(ñî ëèòîíó ñ íó ëåâîé àìïëèòó äîé è ïðîèçâî ëüíîé øè•

ðèíîé), èëè ¾ôîíó¿ ñî ëèòîíà. Ò î÷êè ýòîé îñîáîé ëè•

íèè áó äåì íàçûâàòü ¾òðèâèàëüíûìè îñîáûìè òî÷ê à•

ìè¿ . Îòìåòèì ò àêæ å, ÷òî íà ÷àëüíûå ó ñ ëîâèÿ çàäà ÷è

äî ëæíû óêëàäûâàòüñ ÿ íà ëèíèþ uv = 1 (ëèíèþ ñî•

ëèòîíîâ ÍÓØ), ò àê ê àê ïðè âûâî äå óðàâíåíèé ñóùå•

ñòâåííî èñïî ëüçîâàëñ ÿ òîò ôàêò , ÷òî îïîðíàÿ ôóíê•

öèÿ ÿâëÿåòñ ÿ òî÷íûì ðåøåíèåì ÍÓØ. Ýòî çíà ÷èò ,

÷òî ðåàëüíî ðåàëèçó åìû íå âñå òðàåêòîðèè, à ëèøü

òå èç íèõ, ê îòîðûå èìåþò ñ ëèíèåé ñî ëèòîíîâ ÍÓØ

îáùèå òî÷êè.

1. Ñëó÷àé � = 0 . Ïðè � = 0 íà îñè v = 0 ðàñ•

ïî ëî æ åíà îñîáàÿ òî÷ê à òèïà ñåäëî ñ ê îîð äèíàòîé

u

0

= � � = 2 �a

1

(ðåøåíèå (28a). Ïðè � = 0 , � 6= 0 îíà

ñîâïàäàåò ñ íà ÷àëîì ê îîð äèíàò . Ïðè � 6= 0 , � = 0 îñî•

áîé òî÷êè íåò . Ýòè ñåäëîâûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò

ñî ëèòîíàì ê îíå÷íîé àìïëèòó äû è ¾íó ëåâîé¿ øèðè•

íû. Íàçîâåì èõ ¾âûðî æäåííûìè¿ . Õîò ÿ îíè íå ïðè•

íàäëåæ àò îáëàñòè äîïó ñòèìûõ çíà ÷åíèé ôóíêöèé u

è v è íå èìåþò ôèçè÷åñê îãî ñìûñ ëà (ôèçè÷åñêè èì

ñîîòâåòñòâó åò ê î ëëàïñ ñî ëèòîíà), îíè âàæíû äëÿ ïî•

íèìàíèÿ òîïî ëîãèè ôàçîâîãî ïîðòðåò à è ïîñ ëåäóþ•

ùåé èíòåðïðåò àöèè ðåçó ëü ò àòîâ ïð ÿìîãî ÷èñ ëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2). Ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå

ïîðòðåòû ïðåäñò àâëåíû íà ðèñ. 1 (âåðòèê àëüíàÿ îñü
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u

0 v

u

0

â

� = � 0 : 1 ; " = � 0 : 1

u

0 v

u

0

á

� = 0 : 1 ; " = � 0 : 1

u

v

� = � 0 : 1 ; " = 0

ä

0

u

0

v

� = 0 ; " = � 0 : 1

ã

0

v

u

� = 0 ; " = 0

å

� = � 0 : 1 ; " = 0 : 1

u

0 v

u

0

à

Ðèñ. 1. Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè÷åñê îé ñèñòåìû ïðè � = 0 , � = 0 (êóáè÷åñê îå ÓÃË)

ñîîòâåòñòâó åò ïåðåìåííîé u , ãîðèçîíò àëüíàÿ � ïåðå•

ìåííîé v ). Â ñ ëó÷àå, ê îã äà ïàðàìåòðû � è � èìåþò

ðàçíûå çíàêè, ñåäëî ðàñïî ëî æ åíî â âåð õíåé ïî ëó•

ïëîñê îñòè è ãîðèçîíò àëüíàÿ ñåïàðàòðèñà ïîïàäàåò â

îáëàñòü ôàçîâîãî ïîðòðåò à (ïåðâûé êâàäðàíò ôàçî•

âîé ïëîñê îñòè), ïðè÷åì ïðè � < 0 , � > 0 îíà âõ î äèò

â îñîáóþ òî÷êó , à ïðè � > 0 , � < 0 âûõ î äèò èç íåå. Â

ïåðâîì ñ ëó÷àå íàïðàâëåíèå òðàåêòîðèé âûøå ñåïà•

ðàòðèñû óê àçûâàåò íà ðîñò àìïëèòó äû ïåðâîíà ÷àëü•

íîãî èìïó ëüñà ñ î äíîâðåìåííûì ñàìîñ æ àòèåì (àí•

òèäèññèïàòèâíî-ê îìïðåññèîííûé òèï äèíàìèêè), à

íèæ å ñåïàðàòðèñû òðàåêòîðèè îê àí÷èâàþòñ ÿ íà îñî•

áîé ëèíèè u = 0 (äèññèïàòèâíî-ê îìïðåññèîííûé òèï

äèíàìèêè èìïó ëüñà, ó ñòîé÷èâîñòü ôîíà) (ðèñ. 1 a ).

Ïðè � > 0 , � < 0 ê îíôèãóðàöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåò à

ñî õðàíÿåòñ ÿ, íî íàïðàâëåíèå òðàåêòîðèé ìåíÿåòñ ÿ

íà ïðîòèâîïî ëî æíîå, ÷òî ñâÿçàíî ñ èíâàðèàíòíî•

ñòüþ äèíàìè÷åñê îé ñèñòåìû (20), (21) îòíîñèòåëüíî
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ïðåîáðàçîâàíèÿ

� ! � � ; � ! � � ;

� ! � �; t ! � t:

Ïðè ýòîì òðàåêòîðèè, âûõ î äÿùèå èç îñîáîé ëèíèè

u = 0 , àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæ àþòñ ÿ ê ñåïàðàòðè•

ñå u = u

0

ñíèçó (íåó ñòîé÷èâîñòü ôîíà); òðàåêòîðèè,

ïðî õ î äÿùèå ÷åðåç òî÷êè âûøå ñåïàðàòðèñû, àñèì•

ïòîòè÷åñêè ïðèáëèæ àþòñ ÿ ê íåé ñâåð õó . Â îáîèõ

ñ ëó÷àÿõ ïåðåìåííàÿ v íåîãðàíè÷åííî âîçðàñò àåò

(ñîîòâåòñòâåííî àíòèäèññèïàòèâíî-äèñïåðñèîííûé

è äèññèïàòèâíî-äèñïåðñèîííûé òèïû äèíàìèêè)

(ðèñ. 1 á ). Â äàííîé ñèñòåìå áàëàíñ äèññèïàòèâ•

íûõ ïðîöåññîâ è ïðîöåññîâ íàê à ÷êè ïðè � = 0

íåâîçìî æ åí.

Ïðè � è � î äíîãî çíàê à ñåäëîâàÿ îñîáàÿ òî÷ê à ðàñ•

ïî ëî æ åíà â íèæíåé ïî ëóïëîñê îñòè, ò . å. íå ïîïàäàåò

â îáëàñòü ôàçîâîãî ïîðòðåò à. Ò àêèì îáðàçîì, ïðè

ïî ëî æèòåëüíûõ � è � âñå òðàåêòîðèè ïåðâîãî êâàä-

ðàíò à àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæ àþòñ ÿ ê âåðòèê àëü•

íîé ñåïàðàòðèñå (äèíàìèê à èìïó ëüñà àíòèäèññèïà•

òèâíî-ê îìïðåññèîííîãî òèïà), ïðè îòðèöàòåëüíûõ �

è � âñå òðàåêòîðèè îê àí÷èâàþòñ ÿ íà îñîáîé ëèíèè

(äèññèïàòèâíàÿ äèíàìèê à) (ðèñ. 1 â ). Ýòî îçíà ÷àåò ,

÷òî â ïåðâîì ñ ëó÷àå â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò òî ëüê î

ïðîöåññû íàê à ÷êè ýíåðãèè, âûçûâàþùèå íåîãðàíè•

÷åííûé ðîñò ïåðâîíà ÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ, âî âòî•

ðîì ñ ëó÷àå â ñèñòåìå èäóò òî ëüê î ïðîöåññû ðàññåÿ•

íèÿ ýíåðãèè, ê îòîðûå ïðèâî äÿò ê ïî ëíîìó èñ÷åçíî•

âåíèþ ïåðâîíà ÷àëüíîãî èìïó ëüñà.

Ïðè � = 0 ñåäëîâàÿ îñîáàÿ òî÷ê à ïîïàäàåò â íà•

÷àëî ê îîð äèíàò , à îñîáàÿ ëèíèÿ ñîâïàäàåò ñ ñåïàðàò•

ðèñîé, ðàçäåëÿþùåé äâà ñåìåéñòâà ãèïåðáî ëè÷åñêèõ

òðàåêòîðèé î äíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ôàçîâûé ïîðòðåò

ñèñòåìû äëÿ � < 0 ïðèâåäåí íà ðèñ. 1 ã . Òèï äèíà•

ìèêè â äàííîì ñ ëó÷àå ìî æíî îïðåäåëèòü ê àê äèñ•

ñèïàòèâíî-äèñïåðñèîííûé ïðè � < 0 è àíòèäèññèïà•

òèâíî-ê îìïðåññèîííûé ïðè � > 0 .

Ïðè � 6= 0 , � = 0 òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñò àíîâÿòñ ÿ

âåðòèê àëüíûìè ëèíèÿìè, âõ î äÿùèìè ëèáî âûõ î äÿ•

ùèìè èç îñîáîé ëèíèè u = 0 â çàâèñèìîñòè îò çíàê à

� (ðèñ. 1 ä ).

Ïðè � = 0 è � = 0 îáëàñòü ôàçîâîãî ïîðòðå•

ò à ïðåäñò àâëÿåò ñîáîé ïëîñê îñòü, ñîñòî ÿùóþ èç îñî•

áûõ òî÷åê. Èç ýòîãî ìíî æ åñòâà ñ ëåäó åò èñêëþ÷èòü

òî÷êè, íå ïðèíàäëåæ àùèå ëèíèè ñî ëèòîíîâ ÍÓØ.

Ò àêèì îáðàçîì, ôàçîâûé ïîðòðåò â äàííîì ñ ëó÷àå

îãðàíè÷èâàåòñ ÿ îñîáîé ëèíèåé uv = 1 è èçî ëèðîâàí•

íîé îñîáîé òî÷ê îé (0,0) (ðèñ. 1 å ).

2. Ñëó÷àé � 6= 0 . Â ýòîì ñ ëó÷àå â ñèñòåìå ìîãóò

ïî ÿâèòüñ ÿ ñò àöèîíàðíûå òî÷êè, îò ëè÷íûå îò òðèâè•

àëüíûõ è âûðî æäåííûõ. Îíè íàõ î äÿòñ ÿ èç ó ñ ëîâèÿ

î äíîâðåìåííîãî îáðàùåíèÿ â íó ëü ôóíêöèé

P

1

( u ) = �a

2

u

2

+ 2 �a

1

u + � (29)

è

Q

1

( u ) = � + �u: (30)

Îòñþ äà ñðàçó ñ ëåäó åò , ÷òî ò àêèå ñò àöèîíàðíûå òî÷•

êè ñóùåñòâóþò òî ëüê î â òîì ñ ëó÷àå, ê îã äà ïàðàìåò•

ðû � è � èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïðè àíàëèçå ñèñòåìû

âîçìî æíû ñ ëåäóþùèå ñèòó àöèè.

1) �

1

< 0 . Â ýòîì ñ ëó÷àå P

1

( u ) íå îáðàùàåòñ ÿ

â íó ëü íè ïðè ê àêèõ � ; �; � . Íåòðèâèàëüíûõ è âû•

ðî æäåííûõ îñîáûõ òî÷åê íåò . Åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ

ëèíèÿ � ýòî ëèíèÿ u = 0 . Ôàçîâûå êðèâûå îïèñû•

âàþòñ ÿ óðàâíåíèåì (23). Áàëàíñ íàê à ÷êè, ïîòåðü è

äèñïåðñèè íåâîçìî æ åí.

2) �

1

= 0 . Êðîìå òðèâèàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê âñå•

ã äà åñòü âûðî æäåííûå îñîáûå òî÷êè ñ ê îîð äèíàò à•

ìè (0 ; u

0

) òèïà ñåäëî�óçåë (ñì. íèæ å ðèñ. 3 ã ). Äðó•

ãèõ îñîáûõ òî÷åê íåò . Ôàçîâûå êðèâûå îïèñûâàþòñ ÿ

óðàâíåíèåì (24).

3) �

1

> 0 . Çäåñü âîçíèê àåò ê à ÷åñòâåííî èíàÿ ñè•

òó àöèÿ. Êîã äà î äèí èç ê îðíåé óðàâíåíèÿ (29),

u

�

= u

1

� �

1 = 2

1

;

ñîâïàäàåò c åäèíñòâåííûì ê îðíåì óðàâíåíèÿ (30),

u

1

= � �=� ;

íà ôàçîâîé ïëîñê îñòè âîçíèê àåò îñîáàÿ ëèíèÿ,

u = � �=� :

Êðîìå òîãî, èìååòñ ÿ åùå âûðî æäåííàÿ îñîáàÿ òî÷•

ê à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âòîðîìó ê îðíþ. Îê àæóòñ ÿ ëè

ê îðíè â îáëàñòè äîïó ñòèìûõ çíà ÷åíèé ôóíêöèé u è

v , çàâèñèò îò ê îíêðåòíûõ ñîîòíîøåíèé ôèçè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ çàäà ÷è. Ôàçîâûå êðèâûå îïèñûâàþòñ ÿ

óðàâíåíèåì (25). Â ñ ëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ ê îðíåé íà

âåðòèê àëüíîé îñè âîçíèê àþò âûðî æäåííûå îñîáûå

òî÷êè ñ ê îîð äèíàò àìè (0 ; u

+

) è (0 ; u

�

) , ã äå u

+

; u

�

�

ê îðíè óðàâíåíèÿ �a

2

u

2

+ 2 �a

1

u + � = 0 . Êàêèå èç

íèõ ïîïàäóò â âåð õíþþ ïî ëóïëîñê îñòü, î÷åâèäíî,

çàâèñèò îò çíàê îâ ê îðíåé, ò . å. îò ñîîòíîøåíèÿ ôè•

çè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ. Ó ñ ëîâèåì âîçíèê•

íîâåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê ÿâëÿåòñ ÿ ñ ëå•

äóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè:

� =

2 �

2

15 �

; �� < 0 : (31)
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543 6 8

III

� 1 < 0 � 1 < 0

S
"

�

u+ < 0; u� < 0

u+ > 0; u� < 0 u+ > 0; u� < 0

u+ > 0; u� > 0

Ðèñ. 2. Áèôóðê àöèîííàÿ äèàãðàììà ïðè � = 0 íà

ïëîñê îñòè �� äëÿ � < 0 , u

�

� ê îðíè êâàäðàòíîãî

òðåõ÷ëåíà P

1

, I � ëèíèÿ ðî æäåíèÿ ñ ëî æíîé îñîáîé

òî÷êè ( � = a

2

1

�

2

=a

2

� ), II � ëèíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

íåòðèâèàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê ( � = 2 �

2

= 15 � ); öèôðà-

ìè 1�7 îáîçíà ÷åíû òî÷êè òèïè÷íîé òîïî ëîãèè ôà-

çîâûõ ïîðòðåòîâ, S � ñî ëèòîí

Ó ñ ëîâèå �� < 0 ã àðàíòèðó åò ïîïàäàíèå îñîáîé ëèíèè

â îáëàñòü ôàçîâîãî ïîðòðåò à èññ ëåäó åìîé çàäà ÷è.

Â ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû (20), (21) ïðîèçâî ëü•

íîé òî÷ê å A ( �

0

; �

0

) ïëîñê îñòè �� ïðè � < 0 ñîîòâåò•

ñòâó åò ñîïð ÿæ åííàÿ òî÷ê à A

0

( � �

0

; � �

0

) ïðè � > 0 .

Âî âçàèìíî ñîïð ÿæ åííûõ òî÷ê àõ ê îíôèãóðàöèè ôà•

çîâîãî ïîðòðåò à òî æäåñòâåííû è îò ëè÷àþòñ ÿ ëèøü

íàïðàâëåíèåì ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Íà ðèñ. 2 ïðåä•

ñò àâëåíà áèôóðê àöèîííàÿ äèàãðàììà äèíàìè÷åñê îé

ñèñòåìû (20), (21) äëÿ � < 0 . Øòðèõ îâê îé âûäåëå•

íû êâàäðàíòû, â ê îòîðûõ âîçìî æíû íåòðèâèàëüíûå

îñîáûå òî÷êè. Ëèíèè � = a

2

1

�

2

=a

2

� (ëèíèÿ ðî æäåíèÿ

îñîáîé òî÷êè) è � = 2 �

2

= 15 � (ëèíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

íåòðèâèàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê) äåëÿò ïëîñê îñòü �� íà

îáëàñòè òèïè÷íîé òîïî ëîãèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòå•

ìû â õ àðàêòåðíûõ òî÷ê àõ áèôóðê àöèîííîé äèàãðàì•

ìû ðèñ. 2. Â ïåðâîì è âòîðîì êâàäðàíò àõ ïëîñ•

ê îñòè ïàðàìåòðîâ â òî÷ê àõ 1 è 2 , �

1

> 0 , ê îðíè

òðåõ÷ëåíà P

1

( u ) ñóùåñòâóþò è èìåþò ðàçíûå çíà•

êè. Îñîáûå òî÷êè (0 ; u

�

) è (0 ; u

+

) ÿâëÿþòñ ÿ âû-

ðî æäåííûìè ñåäëîâûìè òî÷ê àìè, ïðè÷åì â îáëàñòü

ôàçîâîãî ïîðòðåò à ïîïàäàåò ëèøü òî÷ê à (0 ; u

+

)

(ðèñ. 3 à, á ). Âûøå ëèíèè u = u

+

òèï äèíàìèêè èì•

ïó ëüñà àíòèäèññèïàòèâíî-ê îìïðåññèîííûé, íèæ å �

äèññèïàòèâíî-ê îìïðåññèîííûé (ñð. ñ ðèñ. 1 a ). Ïðè

ýòîì â ñîïð ÿæ åííûõ òî÷ê àõ 1

0

è 2

0

òèïû äèíà•

ìèêè äèññèïàòèâíî-äèñïåðñèîííûé è àíòèäèññèïà•

òèâíî-äèñïåðñèîííûé, ïî äîáíî ðèñ. 1 á . Â òðåòüåì

êâàäðàíòå, ëåâåå ëèíèè I (ëèíèè �

1

= 0 ), u

�

< 0 ,

u

+

< 0 , ò . å. âûðî æäåííûå îñîáûå òî÷êè íå ïîïàäà•

þò â îáëàñòü ôàçîâîãî ïîðòðåò à; ïðàâåå ëèíèè I

èìååì �

1

< 0 è âûðî æäåííûõ îñîáûõ òî÷åê íåò .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðèâåäåíû íà

ðèñ. 3 â, ã (ñð. ñ ðèñ. 1 â ).

Ñëî æíåå âûã ëÿäèò ïðîöåññ ïåðåñòðîéêè ôàçîâî•

ãî ïîðòðåò à ñ ïàðàìåòðàìè èç ÷åòâåðòîãî êâàäðàí•

ò à áèôóðê àöèîííîé äèàãðàììû. Ëåâåå ëèíèè I èìå•

åì �

1

< 0 , ò . å. òðåõ÷ëåí P

1

( u ) íå èìååò ê îðíåé, à

çíà ÷èò , íåò è âûðî æäåííûõ îñîáûõ òî÷åê (òî÷ê à 5 ,

ðèñ. 3 ä ). Â òî÷ê å 6 , ëåæ àùåé íà ëèíèè �

1

= 0 , ïðî•

èñ õ î äèò áèôóðê àöèÿ ðî æäåíèÿ ñ ëî æíîé îñîáîé òî÷•

êè òèïà ñåäëî�óçåë (ðèñ. 3 æ ) [5]. Ïðàâåå ýòîé ëèíèè

P

1

( u ) èìååò äâà ïî ëî æèòåëüíûõ ê îðíÿ, à ñåäëî�óçåë

ðàñïàäàåòñ ÿ íà äâå ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè � ñåäëî è

óçåë (ðèñ. 3 ç ). Äàëåå, â òî÷ê å 7 , ëåæ àùåé íà ëèíèè

II, ðî æäàåòñ ÿ îñîáàÿ ëèíèÿ u = u

+

. Ïðè � < 0 ëþ•

áàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðî õ î äÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè, ëåæ àùèå

âûøå ýòîé ëèíèè, è ÷åðåç òî÷êè â ïðîìåæóòê å ìåæ•

äó ëèíèÿìè u = u

�

è u = u

+

, îê àí÷èâàåòñ ÿ íà ýòîé

ëèíèè (ðèñ. 3 ê ). Èìåííî ïðè ò àê îé ê îìáèíàöèè ïà•

ðàìåòðîâ â èñ õ î äíîì óðàâíåíèè (2) ìî æíî î æèäàòü

ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñòîé÷èâîãî ñî ëèòîííîãî ðåøåíèÿ.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îñîáàÿ ëèíèÿ ïðåäñò àâ•

ëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðíî íåó ñòîé÷èâûé (íåãðóáûé)

îáúåêò . Ïðè ìàëîì ¾øåâåëåíèè¿ ïàðàìåòðîâ ýòîò

îáúåêò ðàñïàäàåòñ ÿ. Ýòî âàæíî, ïîñê î ëüêó ê îíñò àí•

òû a

0

, a

1

, a

2

, b ñî äåð æ àò ñ ëàã àåìûå, ïðîïîðöèîíàëü•

íûå 1 =�

2

, ò . å. íà ïåðâûé âçã ëÿä ñóùåñòâîâàíèå ñî ëè•

òîíîâ ïðè íàéäåííûõ çíà ÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âûã ëÿ•

äèò âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî. Íà ðèñ. 3 è è ðèñ. 3 ë ïðè•

âåäåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû â ëåâîé è ïðàâîé

îêðåñòíîñò ÿõ òî÷êè 7 , ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñ. 3 è

òî÷ê à (0 ; u

+

) ÿâëÿåòñ ÿ óçëîì, à íà ðèñ. 3 ë � ñåä•

ëîì. Îáùåé îñîáåííîñòüþ ýòèõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ

ÿâëÿåòñ ÿ êðàéíå ìåäëåííàÿ äèíàìèê à ôàçîâûõ òðà•

åêòîðèé â îáëàñòè ñåïàðàòðèñû u = u

+

è êðàéíå óç•

ê àÿ (÷èñ ëåííî íåîò ëè÷èìàÿ) ùåëü ìåæäó âåð õíèìè

è íèæíèìè çíà ÷åíèÿìè ïåðåìåííîé u â åå îêðåñòíî•

ñòè. Ôàêòè÷åñêè ìî æíî ñ÷èò àòü, ÷òî ôàçîâûå òðàåê•

òîðèè ó ñòðåìëÿþòñ ÿ ê ê îíå÷íûì çíà ÷åíèÿì íå ïðè

ñòðîãî ôèê ñèðîâàííîé ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè

� ; �; � , à â íåê îòîðîé ðàçìûòîé îáëàñòè. Çà ïðåäåëà•

ìè ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé

ñîîòâåòñòâó åò ïðåäñê àçûâàåìîìó òåîðèåé â îêðåñò•

íîñòè ñåïàðàòðèñû (ðèñ. 3 ì ).
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Ðèñ. 3. Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè÷åñê îé ñèñòåìû (20), (21) ïðè � = � 0 : 1 â õ àðàêòåðíûõ òî÷ê àõ áèôóðê àöèîííîé

äèàãðàììû ðèñ. 2. Îñîáàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. ê è ãîðèçîíòàëüíûå ñåïàðàòðèñíûå òðàåêòîðèè, ñâÿçàííûå ñ âûðî æäåííû-

ìè îñîáûìè òî÷ê àìè (0 ; u

+

) è (0 ; u

�

) , îáîçíà ÷åíû øòðèõ àìè; âåðòèê àëüíûå ñåïàðàòðèñû ñîâïàäàþò ñ âåðòèê àëüíîé

îñüþ ê îîð äèíàò . à � � = 0 : 2 , � = 0 : 1 (òî÷ê à 1 ); á � � = 0 : 2 , � = � 0 : 1 (òî÷ê à 2 ); â � � = � 0 : 2 , � = � 0 : 387 (òî÷ê à

3 ); ã � � = � 0 : 2 , � = � 0 : 1 (òî÷ê à 4 ); ä � � = � 0 : 2 , � = 0 : 1 (òî÷ê à 5 ); å � � = � 0 : 2 , � = 0 : 274 (ëåâàÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè 6 ); æ � � = � 0 : 2 , � = 0 : 277 (òî÷ê à 6 ); ç � � = � 0 : 2 , � = 0 : 3 (ïðàâàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 6 ); è � � = � 0 : 2 ,

� = 0 : 380 (ëåâàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 7 ); ê � � = � 0 : 2 , � = 0 : 38722 (òî÷ê à 7 ); ë � � = � 0 : 2 , � = 0 : 388 (ïðàâàÿ

îêðåñòíîñòü òî÷êè 7 ); ì � � = � 0 : 2 , � = 0 : 6 (òî÷ê à 8 )
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á

I

III

II

IV

S

T

0

( v

0

; u

0

)

à

I

II

IV

III

S

T

0

( v

0

; u

0

)

0

u

1 2 3 4

1

2

3

4

v

0

u

1 2 3 4

1

2

3

4

v

Ðèñ. 4. Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè÷åñê îé ñèñòåìû ïðè � 6= 0 , � = 0 : a � � = 0 : 1 , � = � 0 : 2 , � = � 0 : 1 ; á � � = � 0 : 1 ,

� = 0 : 1 , � = 0 : 1 . Øòðèõ îâàÿ ëèíèÿ S � ëèíèÿ ñî ëèòîíîâ ÍÓØ (íà ÷àëüíûå ó ñ ëîâèÿ)

3.2. Ó÷åò ñïåêòðàëüíîé ôèëü òðàöèè ( � 6= 0 )

Â ýòîì ñ ëó÷àå îáùåé îñîáåííîñòüþ ôàçîâîãî ïîð•

òðåò à ñèñòåìû (18), (19) ÿâëÿåòñ ÿ òî, ÷òî ëèíèÿ

v = 0 , âêëþ÷àÿ íà ÷àëî ê îîð äèíàò , íå ïðèíàäëåæèò

îáëàñòè ôàçîâîãî ïîðòðåò à (ïîñê î ëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ (18) ñî äåð æèò ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé

v

� 1

). Íî äëÿ óðàâíåíèÿ

du

dv

=

� � a

0

u + uv ( � + 2 �a

1

u + �a

2

u

2

)

v [2 � b � buv ( � + �u )]

òî÷ê à O ( v = 0 ; u = 0) ÿâëÿåòñ ÿ îñîáîé òî÷ê îé òèïà

ñåäëî ñ ñåïàðàòðèñàìè u = 0 , v = 0 . Ò àêèì îáðàçîì,

íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ñèñòåìû ëèíèè u = 0 è v = 0

ò àêæ å áó äóò ïðåäåëüíûìè.

1. Ñëó÷àé � = 0 . Â ýòîì ñ ëó÷àå ñèñòåìà (18),

(19) ïðèíèìàåò âèä

u

0

= � 2 � a

0

u

v

+ 2 u ( � + 2 �a

1

u ) ; (32)

v

0

= 4 � b � 2 buv �: (33)

Â îò ëè÷èå îò ñèñòåìû (20), (21), ó íåå íåò îñîáûõ

ëèíèé è âûðî æäåííûõ îñîáûõ òî÷åê íà îñ ÿõ. Â îá•

ëàñòè u > 0 , v > 0 âîçìî æíî ñóùåñòâîâàíèå îñîáîé

òî÷êè ñåäëîâîãî òèïà ñ ê îîð äèíàò àìè ( � 2 � =� ; � � =� ) .

Ýò à îñîáàÿ òî÷ê à ïîïàäàåò â ïåðâûé êâàäðàíò ïðè

� > 0 , � < 0 , � < 0 ëèáî ïðè � < 0 , � > 0 , � > 0 .

Ïðè äðóãèõ ê îìáèíàöèÿõ çíàê îâ ïàðàìåòðîâ îñî•

áàÿ òî÷ê à ëåæèò çà ïðåäåëàìè îáëàñòè ôàçîâîãî

ïîðòðåò à è äèíàìèê à ëîê àëèçîâàííîãî ðàñïðåäåëå•

íèÿ ïðè ëþáûõ ñîîòíîøåíèÿõ èõ âåëè÷èíû îòíî•

ñèòñ ÿ ëèáî ê äèññèïàòèâíî-äèñïåðñèîííîìó òèïó ñ

ïàäåíèåì àìïëèòó äû äî íó ëÿ, ëèáî ê àíòèäèññè•

ïàòèâíî-ê îìïðåññèîííîìó , ê îòîðûé çàê àí÷èâàåòñ ÿ

ê î ëëàïñîì.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèíàìè÷åñê îé ñèñòåìû ñ ñåä•

ëîâîé îñîáîé òî÷ê îé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 à, á . Ñå•

ïàðàòðèñû ðàçáèâàþò êâàäðàíò íà ÷åòûðå îáëàñòè.

Ïðè � > 0 òèï äèíàìèêè â ê àæäîé èç ïî äîáëàñòåé

ñ ëåäóþùèé:

I � îáëàñòü ìåæäó îñ ÿìè ê îîð äèíàò è ñåïàðàòðè•

ñàìè, àíòèäèññèïàòèâíàÿ äèíàìèê à;

II � îáëàñòü ìåæäó ñåïàðàòðèñàìè âûøå îñîáîé

òî÷êè, àíòèäèññèïàòèâíàÿ äèíàìèê à;

III � îáëàñòü ìåæäó ñåïàðàòðèñàìè íèæ å îñîáîé

òî÷êè, äèíàìèê à äèñïåðñèîííîãî òèïà;

IV � âñå îñò àëüíîå ïðàâåå è âûøå ñåïàðàòðèñ,

äèíàìèê à äèñïåðñèîííîãî òèïà.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè î äíîé è òîé æ å àìïëèòó äå

âûøå íåê îòîðîãî ïîðîã à äèíàìèê à áî ëåå øèðîê îãî

èìïó ëüñà èìååò äèñïåðñèîííûé õ àðàêòåð, à áî ëåå

óçê îãî � àíòèäèññèïàòèâíûé. Íèæ å ïîðîã à äèíàìè•

ê à âñåã äà àíòèäèñïåðñèîííàÿ. Ñóùåñòâîâàíèå ùåëè

ìåæäó íèæíåé âåòâüþ ñåïàðàòðèñû è îñüþ u = 0

îçíà ÷àåò íåó ñòîé÷èâîñòü ôîíà àíòèäèñïåðñèîííîãî
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òèïà. Â ñ ëó÷àå � < 0 íàïðàâëåíèÿ ñåïàðàòðèñ è òðà•

åêòîðèé ìåíÿåòñ ÿ íà ïðîòèâîïî ëî æíîå.

Ò àê æ å ê àê è ðàíüøå, ê îíêðåòíûé òèï äèíàìè•

êè çàâèñèò åùå è îò âçàèìíîãî ðàñïî ëî æ åíèÿ ëè•

íèè ñî ëèòîíîâ ÍÓØ è ñåïàðàòðèñ ñåäëà, ê îòîðîå â

ñâîþ î÷åðåäü ðåãó ëèðó åòñ ÿ ñîîòíîøåíèåì ïàðàìåò•

ðîâ � ; � ; � .

2. Ñëó÷àé � 6= 0 . Â ñ ëó÷àå, ê îã äà ñèñòåìà âè•

äà (18), (19) ÿâëÿåòñ ÿ ïî ëíîé äèíàìè÷åñê îé ñèñòå•

ìîé, îñîáûå òî÷êè ïðåäñò àâëÿþò ñîáîé ê îðíè âûðà•

æ åíèé, ñòî ÿùèõ â ïðàâûõ ÷àñò ÿõ óðàâíåíèé ñèñòå•

ìû

P

2

= � 2 � a

0

u

v

+ 2 u ( � + 2 �a

1

u + �a

2

u

2

) ; (34)

Q

2

= 4 � b � 2 buv ( � + �u ) : (35)

Âûðàçèâ v èç óðàâíåíèÿ (35) è ïî äñò àâèâ â (34), ïðè•

õ î äèì ê óðàâíåíèþ

11 �u

2

+ 15 �u + 30 � = 0 (36)

è ê ñ ëåäóþùèì âûðàæ åíèÿì äëÿ ê îîð äèíàò îñîáûõ

òî÷åê:

u

�

=

� 15 � � �

1 = 2

2

22 �

; v

�

=

2 �

u

�

( � + �u

�

)

; (37)

ã äå

�

2

= (15 � )

2

� 1320 �� :

Îòñþ äà ñ ëåäóþò ó ñ ëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáûõ òî•

÷åê:

u

�

6= 0 ; u

�

6= � �=�; �

2

> 0 :

Ýòè òðè ó ñ ëîâèÿ ñ ëåäó åò ïîïî ëíèòü ó ñ ëîâèÿìè

u

�

> 0 ; v

�

> 0 :

Ó ñ ëîâèå �

2

> 0 ðàçäåëÿåò âñå òî÷êè òðåõìåðíîãî

( � ; �; � ) -ïðîñòðàíñòâà ïîâåð õíîñòüþ ý ëëèïòè÷åñê îãî

ê îíó ñà 15 �

2

� 88 � � = 0 (I) íà äâà ïî äïðîñòðàíñòâà,

î äíî èç ê îòîðûõ ñî äåð æèò , à äðóãîå íå ñî äåð æèò

îñîáûå òî÷êè (ñîîòâåòñòâåííî, âíå è âíóòðè ê îíó•

ñà). Ïðè ôèê ñèðîâàííîì � 6= 0 â çàâèñèìîñòè îò çíà•

ê îâ � è � ìî æíî ïîñòðîèòü ÷åòûðå áèôóðê àöèîí•

íûå äèàãðàììû, îòðàæ àþùèå ðàñïðåäåëåíèå îñîáûõ

òî÷åê íà ïëîñê îñò ÿõ �� , ñåêóùèõ ê îíè÷åñêóþ ïî•

âåð õíîñòü (ðèñ. 5). Ëèíèÿ I íà äèàãðàììàõ � ëè•

íèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ê îíè÷åñê îé ïîâåð õíîñòè è ïëîñê î•

ñòè � = const (ïàðàáî ëà � = 15 �

2

= 88 � ), ëèíèÿ II (ïà•

ðàáî ëà � = 2 �

2

= 15 � ) � ëèíèÿ ñìåíû çíàê à ê îîð äè•

íàòû v

+

ëèáî v

�

î äíîé èç îñîáûõ òî÷åê. Óðàâíåíèå

ýòîé ëèíèè ïî ëó÷åíî èç ó ñ ëîâèÿ ïåðåõ î äà ÷åðåç íó ëü

çíàìåíàòåëÿ â âûðàæ åíèè äëÿ v

�

(37). Èíòåðåñíî,

÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ó ñ ëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáîé

ëèíèè â ñ ëó÷àå � = 0 (ñì. ðàçä. 3.1). Â îáëàñòè ìåæ•

äó ïàðàáî ëàìè I è II ïðè � � < 0 ñèñòåìà èìååò äâå

îñîáûå òî÷êè, T

+

è T

�

.

Íåòðó äíî ïîê àçàòü (ñì. Ïðèëî æ åíèå Á), ÷òî îñî•

áûå òî÷êè ñèñòåìû (18), (19) âî âñåé îáëàñòè èõ ñó•

ùåñòâîâàíèÿ îòíîñ ÿòñ ÿ ê ñåäëîâîìó òèïó , à â ùåëè

ìåæäó ïàðàáî ëàìè I è II, êðîìå òîãî, èìåþòñ ÿ îñî•

áûå òî÷êè òèïà óçåë, ó ñòîé÷èâûé ïðè � < 0 ; � > 0

è íåó ñòîé÷èâûé ïðè � > 0 ; � < 0 . Ñîã ëàñíî òåîðå•

ìå îá èíäåê ñå, ò àê îé õ àðàêòåð îñîáûõ òî÷åê èñ•

êëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äèíà•

ìè÷åñê îé ñèñòåìû, à çíà ÷èò , âîçâðàùàÿñü ê ïåð•

âîíà ÷àëüíîé ôîðìó ëèðîâê å çàäà ÷è, ìî æíî óòâåð•

æäàòü, ÷òî îò ñî ëèòîíà ÍÓØ íå âåòâÿòñ ÿ ìîíîôàç•

íûå t -ïåðèî äè÷åñêèå ðåøåíèÿ ÓÃË (áåç ÷èðïà).

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷•

ê àìè ïðè çíà ÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ � = � 0 : 1 , � = 0 : 36 ,

� = � 0 : 2 , � = 0 : 05 ïðèâåäåí íà ðèñ. 6 à, á (ñð. ñ ôàçî•

âûì ïîðòðåòîì äëÿ � = 0 íà ðèñ. 3 è , ã äå íà îñè v = 0

ðàñïî ëî æ åíû äâå îñîáûå òî÷êè � ñåäëî è ó ñòîé÷è•

âûé óçåë). Ñëåäó åò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ôèê ñèðîâàí•

íîì � è çíà ÷åíèè � , ëåæ àùåì íà ëèíèè I ðî æäåíèÿ

îñîáîé òî÷êè, îíà èìååò òèï ñåäëî�óçåë, ê îòîðûé

ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà � ðàñïàäàåòñ ÿ íà óçåë è ñåäëî.

Ó ñòîé÷èâûé óçåë T ( v

�

; u

�

) ñîîòâåòñòâó åò ó ñòîé÷è•

âîìó ñî ëèòîííîìó ðåøåíèþ èñ õ î äíîé çàäà ÷è (ñì. íè•

æ å ðèñ. 11 à ). Ïðè÷åì â îáëàñòü ïðèò ÿæ åíèÿ óçëà ïî•

ïàäàþò íå âñå òðàåêòîðèè, áåðóùèå íà ÷àëî íà ëèíèè

ñî ëèòîíîâ ÍÓØ (øòðèõ îâàÿ ëèíèÿ S íà ðèñ. 6 à ), à

ëèøü ëåæ àùèå âûøå ñåïàðàòðèñû ñåäëà T

+

. Âçàèì•

íîå ðàñïî ëî æ åíèå ëèíèè ñî ëèòîíîâ ÍÓØ è òî÷êè

T

+

çàâèñèò íå òî ëüê î îò ïàðàìåòðîâ � ; �; � , íî è îò

ïàðàìåòðà � . Ïðè ôèê ñèðîâàííîé òðîéê å ïàðàìåò•

ðîâ íàê à ÷êè/ïîòåðü � ; �; � ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà

� (à âìåñòå ñ íèì è ê îîð äèíàòû v

+

) ìî æ åò îê àçàòü•

ñ ÿ, ÷òî ëèíèÿ S íàõ î äèòñ ÿ çà ïðåäåëàìè áàññåéíà

ïðèò ÿæ åíèÿ óçëà. Ïîñê î ëüêó óðàâíåíèå ëèíèè ñî ëè•

òîíîâ ÍÓØ èìååò âèä

uv = 1 ;

ó ñ ëîâèåì ïîïàäàíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòè ëèíèè S

â áàññåéí óçëà ÿâëÿåòñ ÿ íåðàâåíñòâî

u

+

< 1 =v

+

;

÷òî â èòîãå ïðèâî äèò ê ñ ëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

ìåæäó ïàðàìåòðàìè:

� <

7 � + �

1 = 2

2

44

: (38)
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�

T

+

â

� > 0 ; � > 0

II

I

"

�

II

I

á

T

�

� < 0 ; � < 0

"

�

T

�

II

T

�

T

�

T

�

I

ã

� > 0 ; � < 0

"

�

� < 0 ; � > 0

T

�

II

I

à

T

+

T

+

T

+

Ðèñ. 5. Áèôóðê àöèîííûå äèàãðàììû ïðè � 6= 0 â çàâèñèìîñòè îò çíàê îâ � è � . Â çàøòðèõ îâàííûõ îáëàñò ÿõ ñèñòå-

ìà èìååò ñåäëîâóþ îñîáóþ òî÷êó T

+

ëèáî T

�

; â îáëàñòè ìåæäó ïàðàáî ëàìè I è II ó ñèñòåìû äâå îñîáûõ òî÷êè. Â

íåçàøòðèõ îâàííûõ îáëàñò ÿõ îñîáûõ òî÷åê íåò

Ïðè � � 6= 0 ëèíèÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñâåð õó îá•

ëàñòü äîïó ñòèìûõ ïàðàìåòðîâ �; � , ïðåäñò àâëÿåò ñî•

áîé âåð õíþþ ïî ëîâèíó ïðàâîé âåòâè ãèïåðáî ëû

( �

0

)

2

a

2

�

( �

0

)

2

b

2

= 1 ;

ã äå

a

2

= 6 � �; b

2

= 2 � �= 3 ;

ê àíîíè÷åñêèå ê îîð äèíàòû �

0

; �

0

ïîâåðíóòû îòíîñè•

òåëüíî ê îîð äèíàò �; � íà óãî ë

� = arcsin 1 =

p

50 :

Ñëåâà è ñïðàâà ýò à îáëàñòü îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè

� = �

I

; � = �

I I

;

ã äå

�

I

=

r

88

15

� �; �

I I

=

r

15

2

� �:

Óãî ë ìåæäó àñèìïòîò àìè ãèïåðáî ëû

� = 2 a=b = 2 arctg 3 ;
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S

á

T

�

( v

�

; u

�

)

T

+

( v

+

; u

+

)

à

S

T

�

( v

�

; u

�

)

T

+

( v

+

; u

+

)

0

2

4

6

8

2 4 6 80

u

v

0

2

4

6

8

2 4 6 80

u

v

Ðèñ. 6. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû ñ äâóìÿ îñîáûìè òî÷ê àìè T

+

è T

�

òèïà ñåäëî è ó ñòîé÷èâûé óçåë ïðè � 6= 0 .

Øòðèõ îâàÿ ëèíèÿ S � ëèíèÿ ñî ëèòîíîâ ÍÓØ. Çâåçäî÷ê àìè îáîçíà ÷åíû ïðåäåëüíûå çíà ÷åíèÿ íà ÷àëüíûõ ó ñ ëî-

âèé, ïðèâî äÿùèõ ê ôîðìèðîâàíèþ ñî ëèòîíà. Çíà ÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: a � � = � 0 : 1 , � = 0 : 36 , � = � 0 : 2 , � = 0 : 05 ;

á � � = � 0 : 1 , � = 0 : 36 , � = � 0 : 2 , � = 0 : 18

ò àê æ å ê àê è óãî ë ïîâîðîò à ê îîð äèíàò � , íå çàâèñèò

îò ïàðàìåòðîâ, â îò ëè÷èå îò ê îîð äèíàò âåðøèíû

x

0

=

r

7

75

� �; y

0

=

r

1

75

� �:

Ïðè � � = 0 ãèïåðáî ëà âûðî æäàåòñ ÿ â ïð ÿìóþ

� = (1 = 2) � , óðàâíåíèå ê îòîðîé ñîâïàäàåò ñ óðàâíå•

íèåì î äíîé èç àñèìïòîò , à èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ

ïî � ñò ÿãèâàåòñ ÿ â åäèíñòâåííóþ òî÷êó , ñîâïàäàþ•

ùóþ ñ íà ÷àëîì ê îîð äèíàò . Íà ðèñ. 7 ïðåäñò àâëåíà

îáëàñòü ïàðàìåòðîâ �; � , äîïó ñê àþùàÿ ïîïàäàíèå

â áàññåéí ïðèò ÿæ åíèÿ óçëà T

�

ïðè � = � 0 : 1 ,

� = � 0 : 2 . Ïðè ýòèõ çíà ÷åíèÿõ � è � èìååì

�

I

= 0 : 34254 : : : ; �

I I

= 0 : 38730 : : : ; �

max

= 0 : 1229 :

Èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ñ ëåäó åò , ÷òî �

max

íå äî•

ñòèã àåò àñèìïòîòû � = (1 = 2) � íè ïðè ê àêèõ çíà ÷å•

íèÿõ ïàðàìåòðîâ. Â òåðìèíàõ èñ õ î äíîé çàäà ÷è ýòî

çíà ÷èò , ÷òî íåñìîòð ÿ íà òî ÷òî ìîíîôàçíîå ñò àöè•

îíàðíîå ðåøåíèå ïðè � > �

max

ñóùåñòâó åò , îíî íå

ìî æ åò áûòü äîñòèãíóòî ïðè íà ÷àëüíûõ ó ñ ëîâèÿõ â

âèäå ñî ëèòîíà ÍÓØ. Ýòî æ å îòíîñèòñ ÿ è ê òî÷íîìó

ìîíîôàçíîìó ðåøåíèþ, î ê îòîðîì ñîîáùàåòñ ÿ â ðà•

áîòå [6] (ñì. ðèñ. 6 á ). Ëèíèÿ S ñî ëèòîíîâ ÍÓØ ðàñ•

ïî ëî æ åíà íèæ å ñåïàðàòðèñ ñåäëà T

+

, ò àê ÷òî ïðè

ëþáûõ íà ÷àëüíûõ çíà ÷åíèÿõ àìïëèòó äà ëîê àëèçî•

âàííîãî ðåøåíèÿ ó ñòðåìëÿåòñ ÿ ê íó ëþ.

��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��

0:4

0:2

0

�

� max

0:4 0:8 "

A

" I " II

Ðèñ. 7. Îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ó ñòîé÷èâîãî ñî ëè-

òîííîãî ðåøåíèÿ íà ïëîñê îñòè ïàðàìåòðîâ ( �; � )

(çàøòðèõ îâàíà), �

I

� ëåâàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷ê à çíà-

÷åíèé � , ïðè ê îòîðûõ ñóùåñòâó åò ó ñòîé÷èâûé óçåë,

�

II

� ïðàâàÿ, ïàðàìåòðû � è � ôèê ñèðîâàíû
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4. ÐÅÇÓËÜ Ò À ÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

ÓÃË

Äëÿ ïðîâåðêè âûâî äîâ ê à ÷åñòâåííîãî àíàëèçà äè•

íàìè÷åñê îé ñèñòåìû áûëî ïðîâåäåíî ìàòåìàòè÷å•

ñê îå ìî äåëèðîâàíèå ýâî ëþöèè íà ÷àëüíîãî ðàñïðåäå•

ëåíèÿ ïî ëÿ, èìåþùåãî ôîðìó òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâ•

íåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ êóáè÷åñê îé íåëèíåéíîñòüþ:

 ( t = 0 ; x ) =

q

c h[ q ( x � x

c

)]

;

ã äå q = const, x

c

= ( x

N

� x

0

) = 2 � ê îîð äèíàò à öåíòðà

ìàññ ðàñïðåäåëåíèÿ. Óðàâíåíèå (2) ðåøàëîñü ìåòî•

äîì ê îíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Ìåòî äèê à ðàñ÷åò à îïèñàíà

â Ïðèëî æ åíèè Á. Â âû÷èñ ëèòåëüíûõ ýê ñïåðèìåíò àõ

ìû îãðàíè÷èëèñü ñ ëåäóþùèìè çíà ÷åíèÿìè ïàðàìåò•

ðîâ:

� = � 0 : 1 ; � = � 0 : 1 ; � 0 : 2 � 0 : 5 ; � = 0 :

×èñ ëåííîå ðåøåíèå ÓÃË äàëî ñ ëåäóþùèå ðåçó ëü ò à•

òû.

1. Ñëó÷àé � = 0 , � = 0 , � 6= 0 , � 6= 0 ,

� = 0 . Êàê áûëî ó ñò àíîâëåíî âûøå, â ýòîì ñ ëó•

÷àå äèíàìè÷åñê àÿ ñèñòåìà (20), (21) ìî æ åò èìåòü

ëèøü îñîáóþ ëèíèþ u = 0 è âûðî æäåííóþ ñåäëî•

âóþ òî÷êó (0 ; u

0

) , ã äå u

0

= � � = 2 �a

1

. ×èñ ëåííîå ðåøå•

íèå èñ õ î äíîãî ÓÃË ïî äòâåð æäàåò ýòîò âûâî ä. Ïðè

� < 0 , q < u

0

àìïëèòó äà íà ÷àëüíîãî ëîê àëèçîâàííî•

ãî âîçáóæäåíèÿ ñ ðîñòîì t ñòðåìèòñ ÿ ê íó ëþ, íà•

÷àëüíûé èìïó ëüñ èñ÷åçàåò (ïðåîáëàäàíèå äèññèïà•

òèâíûõ ïðîöåññîâ). Â ñ ëó÷àå q > u

0

àìïëèòó äà ñòðå•

ìèòåëüíî íàðàñò àåò äî òåõ ïîð, ïîê à âîçìî æ åí ñ÷åò

(ïðåîáëàäàíèå ïðîöåññîâ íàê à ÷êè, àíòèäèññèïàöèÿ)

(ñð. ñ ðèñ. 1 a ).

Ïðè � > 0 äèíàìè÷åñê àÿ ñèñòåìà (20), (21)

ïðåäñê àçûâàåò äèñïåðñèîííóþ äèíàìèêó íà ÷àëüíî•

ãî âîçáóæäåíèÿ � íåîãðàíè÷åííûé ðîñò øèðèíû

âîçáóæäåííîé îáëàñòè è îãðàíè÷åííîñòü àìïëèòó äû

(ðèñ. 1 á ). Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû ðåçó ëü ò àòû ÷èñ ëåííî•

ãî ðåøåíèÿ ÓÃË ïðè òåõ æ å çíà ÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ,

÷òî íà ðèñ. 1 á . Ìåæäó îáîèìè ðèñóíê àìè âèäíà îò•

ëè÷íàÿ ê îððåëÿöèÿ: ò àê æ å, ê àê è íà ôàçîâîì ïîð•

òðåòå, øèðèíà âîçáóæäåííîé îáëàñòè ðàñòåò , à ìàê•

ñèìàëüíàÿ àìïëèòó äà íå ïðåâûøàåò íåê îòîðîé ïîðî•

ãîâîé âåëè÷èíû. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñèëó îñîáåííîñòåé

îãðóáëåíèÿ, ñ ëî æíàÿ ðåãó ëÿðíàÿ ñòðóêòóðà âîçáóæ-

äåííîé îáëàñòè íå íàõ î äèò îòðàæ åíèÿ íà ôàçîâîì

ïîðòðåòå. Íà ðèñ. 8 á ïðèâåäåíî ¾ôîòîèçîáðàæ åíèå¿

ôóíêöèè j  ( x; t ) j (èíòåíñèâíîñòü ñâåò à îáðàòíî ïðî•

ïîðöèîíàëüíà àìïëèòó äå ôóíêöèè). Îò÷åò ëèâî âèä•

íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ðåãó ëÿðíîñòü ñòðóê•

òóðû ðåøåíèÿ. Ðÿáü ïðè áî ëüøèõ çíà ÷åíèÿõ t îáó ñ-

ëîâëåíà âëèÿíèåì ãðàíèö. Àìïëèòó äà è ôàçà ýòîãî

ðåøåíèÿ â ôèê ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = 30

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 9.

2. Ñëó÷àé � = 0 , � 6= 0 , � 6= 0 , � 6= 0 , � = 0 .

Äëÿ � > 0 ðåçó ëü ò àòû ÷èñ ëåííîãî ðåøåíèÿ ÓÃË

âïî ëíå óêëàäûâàþòñ ÿ â òó ê àðòèíó äèíàìèêè, ê î•

òîðóþ äàåò ê à ÷åñòâåííûé àíàëèç ñèñòåìû (20), (21).

Äëÿ � < 0 , � > 0 (I, II êâàäðàíòû ïëîñê îñòè ïàðà•

ìåòðîâ �; � , ñì. ðèñ. 2) äèíàìèê à íà ÷àëüíîãî ó ñ ëî•

âèÿ ò àêæ å ñîîòâåòñòâó åò ê à ÷åñòâåííîé òåîðèè. Ò î

æ å ìû èìååì äëÿ çíà ÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç III êâàä-

ðàíò à. Â IV ÷åòâåðòè ïðè � =

p

a

2

� �=a

1

, â ïî ëíîì

ñîîòâåòñòâèè ñ ê à ÷åñòâåííîé òåîðèåé, ìû íàáëþ äà•

ëè äî ëãî æèâóùåå ëîê àëèçîâàííîå ðåøåíèå ñî ëèòîí•

íîãî òèïà, ê îòîðîå íå ðàçðóøàëîñü â òå÷åíèå âñåãî

âðåìåíè ñ÷åò à. Àìïëèòó äà è ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî

ñî ëèòîíà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 10. Â îáëàñòè áî ëüøèõ

àìïëèòó ä ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ áëèçê à ê ïð ÿìîé ëèíèè,

÷òî ñîîòâåòñòâó åò îïîðíîé ôóíêöèè (8), íå ó÷èòûâà•

þùåé ôàçîâóþ ìî äó ëÿöèþ. Àìïëèòó äà ñî ëèòîíà â

òî÷ê å ìàê ñèìóìà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà 1 : 39 (ñð. ñî

çíà ÷åíèåì u

+

(= A

2

) � 1 : 93 äëÿ äèíàìè÷åñê îé ñèñ-

òåìû). Èíòåðåñíî, ÷òî ñî ëèòîí ïðè ïð ÿìîì ÷èñ ëåí•

íîì ðåøåíèè ÓÃË âîçíèê àåò â äîñò àòî÷íî øèðîê îì

èíòåðâàëå çíà ÷åíèé � (ïðè � = � 0 : 1 , � = � 0 : 2 ýòîò

èíòåðâàë ñîñò àâëÿë 0 : 31 � 1 : 79 ), ïðè÷åì êâàäðàò àì•

ïëèòó äû ñî ëèòîíà áëèçîê ê çíà ÷åíèþ u

+

(ê îîð äè•

íàòå ñåäëîâîé òî÷êè ôàçîâîãî ïîðòðåò à). Ñ ðîñòîì

ïàðàìåòðà � ïðè ôèê ñèðîâàííûõ � è � àìïëèòó äà è

øèðèíà ò àê îãî ñî ëèòîíà ðàñòóò . Ñëåäó åò îòìåòèòü

ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ñî ëèòîíàìè è õ àðàêòåðîì ïîâå•

äåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû, îïèñàííûì âû•

øå.

Çà ïðåäåëàìè çíà ÷åíèÿ � = 1 : 79 äèíàìèê à íà•

÷àëüíîãî ó ñ ëîâèÿ íîñèò õ àðàêòåð, ïðåäñê àçûâàåìûé

ê à ÷åñòâåííîé òåîðèåé (äèññèïàòèâíûé äëÿ ìàëûõ

àìïëèòó ä è äèñïåðñèîííûé äëÿ áî ëüøèõ, ïî äîáíûé

òîìó , ÷òî ïðèâåäåí íà ðèñ. 8).

Ñîã ëàñíî êëàññèôèê àöèè [6], íàéäåííûå ñî ëè•

òîíû ïðåäñò àâëÿþò ñîáîé ñî ëèòîíû ñ ôèê ñèðîâàí•

íîé àìïëèòó äîé, ïîñê î ëüêó èõ àìïëèòó äà î äíîçíà ÷•

íî îïðåäåëÿåòñ ÿ ïàðàìåòðàìè èñ õ î äíîãî óðàâíåíèÿ.

Âìåñòå ñ òåì, îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ ñî ëèòî•

íîâ îò ëè÷íà îò îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñî ëèòîíîâ

ñ ôèê ñèðîâàííîé àìïëèòó äîé äëÿ ïî ëèíîìèàëüíî•

ãî ÓÃË ïÿòîé ñòåïåíè, àíàëèòè÷åñêè íàéäåííûõ â

íàçâàííîé ðàáîòå. Ïðè � = 0 , � = 0 ïîñ ëåäíèå ñóùå•

ñòâóþò ïðè � = � 3

p

3 è ïðîèçâî ëüíîì � . Î÷åâèäíûé

âûâî ä ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàéäåííûå â ðàáîòå [6] ñî•

ëèòîíû ñ ôèê ñèðîâàííîé àìïëèòó äîé, à ò àêæ å ñî•
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Ðèñ. 8. Àíòèäèññèïàòèâíî-äèñïåðñèîííàÿ äèíàìèê à ïåðâîíà ÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè � = 0 : 1 , � = � 0 : 1 , � = 0 ,

� = 0 , � = 0 ; àìïëèòó äà íà ÷àëüíîãî ó ñ ëîâèÿ â öåíòðå ñèììåòðèè j  (0 ; x

c

) j = 0 : 5 : a � ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè j  ( t; x ) j ;

á � ôîòîèçîáðàæ åíèå (èíòåíñèâíîñòü öâåòà â òî÷ê å îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà j  ( t; x ) j ); â � òðåõìåðíûé âèä ïî-

âåð õíîñòè j  ( t; x ) j

ëèòîíû ñ ïðîèçâî ëüíîé àìïëèòó äîé ïðè ñ äåëàííûõ

ïðåäïî ëî æ åíèÿõ íà âèä ïðîáíîé ôóíêöèè (8) íå ìî•

ãóò áûòü ïî ëó÷åíû. Ýòî åñòåñòâåííî, ïîñê î ëüêó èõ

ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñ ÿ çàâèñèìîñòü

ôàçîâîé ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé x (÷èðï).

3. Ñëó÷àé � 6= 0 , � = 0 , � 6= 0 , � 6= 0 , � = 0 .

Ð åçó ëü ò àòû ïð ÿìîãî ÷èñ ëåííîãî ðåøåíèÿ ÓÃË è â

ýòîì ñ ëó÷àå íàõ î äÿòñ ÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûâî äàìè ê à•

÷åñòâåííîãî àíàëèçà: îò ñî ëèòîíà ÍÓØ íå âåòâèòñ ÿ

íèê àêèõ íîâûõ ìîíîôàçíûõ ëîê àëèçîâàííûõ ðåøå•

íèé ÓÃË. Äèíàìèê à íà ÷àëüíîãî ó ñ ëîâèÿ ïðè � < 0

íîñèò äèññèïàòèâíûé ëèáî àíòèäèññèïàòèâíûé õ à•

ðàêòåð, ïðè � > 0 äèñïåðñèîííûé ëèáî àíòèäèññè•

ïàòèâíûé è çàâèñèò îò âåëè÷èíû � è àìïëèòó äû

íà ÷àëüíîãî ó ñ ëîâèÿ ñîã ëàñíî âçàèìíîìó ðàñïî ëî æ å•

íèþ ëèíèè ñî ëèòîíîâ ÍÓØ è ñåäëà.

4. Ñëó÷àé � 6= 0 , � 6= 0 , � 6= 0 , � 6= 0 , � = 0 . È

â ýòîì îáùåì ñ ëó÷àå âûâî äû ê à ÷åñòâåííîãî àíàëèçà

íàõ î äÿòñ ÿ â õ îðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçó ëü ò àò àìè

÷èñ ëåííîãî ðåøåíèÿ ÓÃË. Âî âñåì èíòåðâàëå çíà•

÷åíèé îò �

I

äî �

II

ïðè � = � 0 : 1 , � = � 0 : 1 ; � 0 : 2 ; � 0 : 5

ìû íàáëþ äàëè ôîðìèðîâàíèå ñî ëèòîííîãî ðåøåíèÿ.

Íà ðèñ. 11 a ïîê àçàíû àìïëèòó äà è ôàçà ñî ëèòîííî•

ãî ðåøåíèÿ ÓÃË ñ ïàðàìåòðàìè � = � 0 : 1 , � = 0 : 36 ,

� = � 0 : 2 , � = 0 : 08 . Íà áèôóðê àöèîííîé äèàãðàììå

ðèñ. 5 à ýòè ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò òî÷ê å ìåæ•
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Ðèñ. 9. Àìïëèòó äà 1 è ôàçà 2 ôóíêöèè  ( x; t ) â ìî-

ìåíò âðåìåíè t = 30 . Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ: � = 0 : 1 ,

� = � 0 : 1 , � = 0 , � = 0
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Ðèñ. 10. Àìïëèòó äà è ôàçà ñî ëèòîíà äëÿ îò äåëüíûõ

çíà ÷åíèé ïåðåìåííîé t ïðè � = 0 . Äðóãèå ïàðàìåòðû

óðàâíåíèÿ � = � 0 : 1 , � = 0 : 38722 , � = � 0 : 2 , � = 0

äó ïàðàáî ëàìè I è II, ã äå ê à ÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ óê à•

çûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ó ñòîé÷èâîãî óçëà íàð ÿäó

ñ ñåäëîâîé îñîáîé òî÷ê îé. Îäíàê î ò àê æ å, ê àê è

â ñ ëó÷àå 2 ( � = 0 , � 6= 0 ), ïðàâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ ñî ëèòîííîãî ðåøåíèÿ ëåæèò çíà ÷è•

òåëüíî ïðàâåå âåëè÷èíû �

II

, ê îòîðóþ äàåò ê à ÷åñòâåí•

íàÿ òåîðèÿ. Â íàøèõ ðàñ÷åò àõ ïðè � = � 0 : 2 îíà

äîñòèã àëà 1, à ïðè � = � 0 : 5 âåëè÷èíû 1.5. Ñëåäó•

åò çàìåòèòü, ÷òî ôàçîâûå äèàãðàììû ïðè � > �

II

â

îêðåñòíîñòè ëèíèè II èìåþò ò àê îé æ å õ àðàêòåð, ê àê

è â ñ ëó÷àå � = 0 , à èìåííî, êðàéíå ìåäëåííóþ äè•

íàìèêó òðàåêòîðèé ïðè ïðèáëèæ åíèè ê ñåïàðàòðè•

ñå ñåäëà. Âìåñòå ñ òåì ïðè ïð ÿìîì ÷èñ ëåííîì ðå•

øåíèè ÓÃË c �

II

< � < �

max

îò÷åò ëèâî âèäíî, ÷òî

ôàçîâàÿ ôóíêöèÿ äàæ å â ñâîåé öåíòðàëüíîé ÷àñòè

çíà ÷èòåëüíî óêëîíÿåòñ ÿ îò ïð ÿìîé (ðèñ. 11 á ). Çà

ïðåäåëàìè çíà ÷åíèé �

max

â íàøèõ ðàñ÷åò àõ ìû íà•

áëþ äàëè ñ ëî æíûé íåðåãó ëÿðíûé õ àðàêòåð äèíàìè•

êè ñ ðàñøèðåíèåì âîçáóæäåííîé îáëàñòè, íî îãðà•

íè÷åííîé àìïëèòó äîé. Ïðèìåð ò àê îé äèíàìèêè ïðè

� = � 0 : 1 , � = 1 : 01 , � = � 0 : 2 , � = 0 : 015 ïðåäñò àâëåí

íà ðèñ. 12. Ð àçâèòèå äèñïåðñèîííîé íåó ñòîé÷èâîñòè

ïðîèñ õ î äèò äîñò àòî÷íî áûñòðî, è íà áî ëåå ïîçäíèõ

ñò àäèÿõ áûâàåò òðó äíî âûäåëèòü âëèÿíèå, îê àçûâà•

åìîå ãðàíèöåé îáëàñòè ñ÷åò à, î äíàê î â íà ÷àëüíîé

ñò àäèè ðàçâèòèÿ åå ìî æíî îòíåñòè ê äèñïåðñèîííî•

ìó òèïó , õ àðàêòåðíîìó äëÿ äèíàìèêè äèíàìè÷åñê îé

ñèñòåìû ñ ñåäëîâîé îñîáîé òî÷ê îé.

Äàëåå ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà � äèíàìèê à ëî•

ê àëèçîâàííîãî ðåøåíèÿ ïðî õ î äèò ð ÿä ñ ëî æíûõ ìî•

äèôèê àöèé. Â ê îíöå ê îíöîâ ïðè " > 1 : 8 ìû íàáëþ äà•

ëè äèíàìèêó äâóõ ðàñ õ î äÿùèõ ñ ÿ ôðîíòîâ, ê îòîðóþ

ò àêæ å ìî æíî îòíåñòè ê äèíàìèê å äèñïåðñèîííîãî

òèïà.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Êðàòê î ñôîðìó ëèðó åì îñíîâíûå ðåçó ëü ò àòû ðà•

áîòû.

1. Ñ èñïî ëüçîâàíèåì îáîáùåííîãî ìåòî äà ìîìåí•

òîâ äëÿ óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðã à�Ëàíäà ó ïîñòðîåíà äè•

íàìè÷åñê àÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ïÿòè

ïàðàìåòðîâ ëîê àëèçîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ëÿ �

àìïëèòó äû, øèðèíû, ê îîð äèíàòû öåíòðà ìàññ, ôà•

çîâîé ôóíêöèè è âî ëíîâîãî ÷èñ ëà.

2. Ïðîâåäåí ê à ÷åñòâåííûé àíàëèç äèíàìè÷åñê îé

ñèñòåìû äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ëÿ.

Îïðåäåëåíû îñîáûå òî÷êè è îñîáûå ëèíèè ñèñòåìû,

îòâå÷àþùåé äàííîìó ñ ëó÷àþ. Ó ñò àíîâëåíî, ÷òî áåç

ó÷åò à ôàçîâîé ìî äó ëÿöèè äèíàìè÷åñê àÿ ñèñòåìà íå

èìååò ïåðèî äè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïîñòðîåíû áèôóð•

ê àöèîííûå äèàãðàììû è îïðåäåëåíû îáëàñòè ñóùå•

ñòâîâàíèÿ íåïî äâèæíûõ ó ñòîé÷èâûõ ñî ëèòîííûõ ðå•

øåíèé. Ïîñòðîåíû õ àðàêòåðíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû.

3. Ó ñò àíîâëåíà õ îðîøàÿ ê îððåëÿöèÿ ðåçó ëü ò àòîâ

ê à ÷åñòâåííîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñê îé ñèñòåìû è ïð ÿ•
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Ðèñ. 11. Àìïëèòó äà è ôàçà ó ñòîé÷èâîãî ñî ëèòîííîãî ðåøåíèÿ ïðè � 6= 0 ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè: a � � = � 0 : 1 ,

� = 0 : 36 , � = � 0 : 2 , � = 0 : 08 (äî ëèíèè II); á � � = � 0 : 1 , � = 0 : 99 , � = � 0 : 2 , � = 0 : 08 (ïîñ ëå ëèíèè II)

ìîãî ðåøåíèÿ ÓÃË ïðè î äèíàê îâûõ çíà ÷åíèÿõ âíåø•

íèõ (ôèçè÷åñêèõ) ïàðàìåòðîâ.

4. ×èñ ëåííûì ðåøåíèåì èñ õ î äíîãî óðàâíåíèÿ

ÓÃË îáíàðóæ åíà íîâàÿ âåòâü ñî ëèòîííûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ, íå ñîâïàäàþùèõ ñ èçâåñòíûìè ìîíîôàç•

íûìè ðåøåíèÿìè ñ ôèê ñèðîâàííîé àìïëèòó äîé, íàé•

äåííûìè àíàëèòè÷åñêè â ðàáîòå [6].

ÏÐÈËÎ ÆÅÍÈÅ À

Àíàëèç ó ñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê ïî

ïåðâîìó ïðèáëèæ åíèþ

Õàðàêòåðèñòè÷åñê îå óðàâíåíèå ëèíåàðèçîâàííîé

äèíàìè÷åñê îé ñèñòåìû (18), (19) èìååò âèä

�

2

� C

�

� + D

�

= 0 ; (39)

ã äå

C

�

=

�

@ P

2

@ u

+

@ Q

2

@ v

�

�

�

�

�

T

�

( u

�

;v

�

)

;

D

�

=

�

@ P

2

@ u

@ Q

2

@ v

�

@ P

2

@ v

@ Q

2

@ u

�

�

�

�

�

T

�

( u

�

;v

�

)

:

Äèôôåðåíöèðîâàíèå âûðàæ åíèé P

2

è Q

2

(ñì. (34),

(35)) è ó÷åò òîãî, ÷òî

11 �u

2

�

+ 15 �u

�

+ 30 � = 0 ; v

�

=

2 �

u

�

( � + �u

�

)

;

ïðèâî äèò ê ñ ëåäóþùèì ðåçó ëü ò àò àì:

C

�

= �

60

11

( d�u

�

+ 16 � ) ; (40)

D

�

= �

4 b

11 �

2

�

�

�

(253 � � � 30 �

2

) �u

�

+ 60(11 � � � �

2

) � )

�

: (41)

Îöåíèì çíàê äèñêðèìèíàíò à 
 = C

2

�

� 4 D

�

óðàâíåíèÿ (39). Ïîñ ëå ïî äñò àíîâêè C

�

, D

�

è

âûäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè (36), ðàâíîé íó ëþ,

ïî ëó÷àåì


 =

16

11

3

�

[ G�u

�

+ H � ] ; (42)

ã äå

G = 11 d

1

� � � 15 d

2

�

2

; H = 11 d

0

� � � 30 d

2

�

2

;

d

0

= 15

2

� 16

2

+ 60 � 11 b; d

1

= 15

2

� 32 d + 23 � 11 b;

d

2

= 15

2

d

2

+ 2 � 11 b; d =

13

3

+

11

�

2

; b =

4

�

2

:

Âûÿñíèì, âîçìî æíî ëè îáðàùåíèå â íó ëü äèñêðè•

ìèíàíò à 
 . Äëÿ ýòîãî ïî äñò àâèì â âûðàæ åíèå (42)

çíà ÷åíèå u

�

è èçáàâèìñ ÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè. Ïî•

ëó÷èì, ÷òî îáðàùåíèå â íó ëü äèñêðèìèíàíò à âîç•

ìî æíî ïðè ó ñ ëîâèè

d

2

0

+ z (2 d

2

1

� 4 d

0

d

2

� d

0

d

1

) +

+ z

2

(4 d

2

2

+ d

0

d

1

� 2 d

1

d

2

) = 0 ; (43)
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Ðèñ. 12. Õàîòè÷åñê àÿ äèñïåðñèîííàÿ äèíàìèê à ðåøåíèÿ ÓÃË: à � ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè j  ( x; t ) j ; á � ôîòîèçîá-

ðàæ åíèå; â � ðåëüåô ïîâåð õíîñòè. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ: � = � 0 : 1 , � = 1 : 01 , � = � 0 : 2 , � = 0 : 015

ã äå z = 15 �

2

= 11 � � . Äèñêðèìèíàíò ïîñ ëåäíåãî óðàâ•

íåíèÿ îòðèöàòåëåí. Ïîñê î ëüêó ê îýôôèöèåíò ïðè z

2

ïî ëî æèòåëåí, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè

ïðèíèìàåò òî ëüê î ïî ëî æèòåëüíûå çíà ÷åíèÿ. Ýòî

çíà ÷èò , ÷òî äèñêðèìèíàíò 
 õ àðàêòåðèñòè÷åñê îãî

óðàâíåíèÿ (39) ê àê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íå ìåíÿ•

åò çíàê à ïðè âñåõ äîïó ñòèìûõ çíà ÷åíèÿõ � ; �; � , ïî•

ýòîìó äîñò àòî÷íî îïðåäåëèòü ýòîò çíàê â î äíîé ê à•

ê îé-íèáó äü òî÷ê å. Ýòîò çíàê ïî ëî æèòåëåí. Ïîñ ëåä•

íåå îçíà ÷àåò , ÷òî õ àðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñ ëà � îñî•

áûõ òî÷åê T

�

äåéñòâèòåëüíû è, ñ ëåäîâàòåëüíî, â äè•

íàìè÷åñê îé ñèñòåìå (18), (19) âîçìî æíû îñîáûå òî÷•

êè òî ëüê î òèïà ñåäëî è óçåë.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ çíàê îâ ñîáñòâåííûõ ÷è•

ñåë � . Äëÿ ýòîãî îöåíèì çíàê ñâîáî äíîãî ÷ëåíà D

�

â õ àðàêòåðèñòè÷åñê îì óðàâíåíèè (39). Îïó ñê àÿ ïðî•

ìåæóòî÷íûå âûêëàäêè, âîñïî ëüçó åìñ ÿ ñ ëåäóþùèì

ïðåäñò àâëåíèåì ýòîãî ê îýôôèöèåíò à:

D

�

=

4 b�

v

�

( �u

�

+ 4 � ) : (44)

Ïîñê î ëüêó b � ïî ëî æèòåëüíàÿ ê îíñò àíò à, à v

�

âñå•

ã äà ïî ëî æèòåëüíî, ïðè ôèê ñèðîâàííîì � çíàê D

�

çàâèñèò îò çíàê à âûðàæ åíèÿ â ñê îáê àõ. Ïóòåì ïð ÿ•

ìîé ïî äñò àíîâêè âûðàæ åíèÿ äëÿ u

�

ïî ëó÷àåì, ÷òî

ïîâåð õíîñòüþ ñìåíû çíàê à ê îýôôèöèåíò à D

�

ÿâëÿ•

åòñ ÿ ïîâåð õíîñòü

15 �

2

� 88 � � = 0 ;

ê îòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ïîâåð õíîñòüþ, ðàçäåëÿþùåé îá•

ëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è îòñóòñòâèÿ òî÷åê ïîê î ÿ (ñì.
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ðàçä. 3.2). Ò àêèì îáðàçîì, âî âñåé îáëàñòè ñóùå•

ñòâîâàíèÿ ê îðíåé u

�

ê îýôôèöèåíò D

�

èìååò î äèí

è òîò æ å çíàê. Ò àê æ å, ê àê è âûøå, äëÿ åãî îïðå•

äåëåíèÿ äîñò àòî÷íî çíàòü çíàê â î äíîé ê àê îé-ëèáî

òî÷ê å èç îáëàñòè äîïó ñòèìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîâñþ äó

íà ïëîñê îñòè �� ýòîò çíàê îòðèöàòåëåí, çà èñêëþ÷å•

íèå óçê îé ùåëè ìåæäó ïàðàáî ëàìè I è II (ñì. ðèñ. 5),

ã äå, íàð ÿäó ñ îòðèöàòåëüíûì, ñóùåñòâó åò è âòîðîå,

ïî ëî æèòåëüíîå, çíà ÷åíèå D

�

. Ïîñ ëåäíåå îçíà ÷àåò ,

÷òî âî âñåé äîïó ñòèìîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òî•

÷åê ïîê î ÿ ýòî òî÷êè ñåäëîâîãî òèïà è, êðîìå òîãî,

ïðè � � < 0 â ùåëè ìåæäó ê îíè÷åñêèìè ïîâåð õíîñò ÿ•

ìè ñóùåñòâó åò äîïî ëíèòåëüíûé óçåë. Ïðè÷åì â ñ ëó•

÷àå � < 0 ; � > 0 òî÷ê à T

+

( v

+

; u

+

) ÿâëÿåòñ ÿ ñåäëîì

( D

+

< 0 ), à òî÷ê à T

�

( v

�

; u

�

) � óçëîì ( D

�

> 0 ). Â

ñ ëó÷àå � > 0 ; � < 0 òî÷ê à T

�

( v

�

; u

�

) ÿâëÿåòñ ÿ ñåä•

ëîì ( D

�

< 0 ), à òî÷ê à T

+

( v

+

; u

+

) � óçëîì ( D

+

> 0 ).

Õàðàêòåð ó ñòîé÷èâîñòè óçëà ìî æíî îïðåäåëèòü,

àíàëèçèðó ÿ çíàê ê îýôôèöèåíò à C

�

(40):

�

30

11

2

�

[ d� ( � 15 � � �

1 = 2

2

) + 16 � � ] _ 0 :

Ýëåìåíò àðíûìè ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ•

ìè âîïðîñ ñâî äèòñ ÿ ê àíàëèçó çíàê à âûðàæ åíèÿ

15 d�

2

(4 � 11 d ) � 32 � �;

ê îòîðîå ïðè � � > 0 , î÷åâèäíî, îòðèöàòåëüíîå. Ò à•

êèì îáðàçîì, ïðè � < 0 , � < 0 , � > 0 ê îýôôèöèåíò

C

�

îòðèöàòåëåí, à ïðè � > 0 , � > 0 , � < 0 ê îýôôè•

öèåíò C

+

ïî ëî æèòåëåí, ÷òî îçíà ÷àåò ó ñòîé÷èâîñòü

óçëà â ïåðâîì ñ ëó÷àå è åãî íåó ñòîé÷èâîñòü âî âòî•

ðîì.

Ñëåäó åò çàìåòèòü, ÷òî, ê àê áûëî ñê àçàíî âûøå,

íà áèôóðê àöèîííîé ïîâåð õíîñòè I ðî æäåíèÿ òî÷åê

ðàâíîâåñèÿ èìååì D

�

= 0 , ò . å. î äíî èç ñîáñòâåííûõ

÷èñåë � ðàâíî íó ëþ. Ìî æíî ïîê àçàòü, ÷òî â ýòîì âû•

ðî æäåííîì ñ ëó÷àå ñ ëî æíàÿ òî÷ê à ïîê î ÿ ïðåäñò àâëÿ•

åò ñîáîé òî÷êó òèïà ñåäëî�óçåë.

ÏÐÈËÎ ÆÅÍÈÅ Á

Àëãîðèòì ÷èñ ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ãèíçáóðã à�Ëàíäà ó

Ïðåäñò àâèì ÓÃË â ñ ëåäóþùåì îáùåì âèäå:

 

t

= s

0

 

xx

+ ( s

1

+ s

2

j  j

2

+ s

3

j  j

4

)  ; (45)

ã äå  � ê îìïëåê ñíîçíà ÷íàÿ ôóíêöèÿ, x; t � íåçàâè•

ñèìûå ïåðåìåííûå, s

0

; s

1

; s

2

; s

3

� ê îìïëåê ñíûå ïàðà•

ìåòðû. Â îáîçíà ÷åíèÿõ (2)

s

0

= � + i� ; s

1

= � ; s

2

= � + i� ; s

3

= � + i� :

Äëÿ ÷èñ ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà ÷è áûëà èñïî ëüçî•

âàíà ÷åòûðåõòî÷å÷íàÿ íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñ õ åìà íà

ðàâíîìåðíîé ñåòê å




h

t

;h

x

= f ( t

j

; x

i

) j t

j

= j h

t

; j � 0; x

i

= ih

x

; 0 � i � N g ;

ã äå h

t

� øàã ñåòêè ïî ïåðåìåííîé t , h

x

� øàã ñåòêè

ïî ïåðåìåííîé x , j � èíäåê ñ ñ ëî ÿ ñåòêè ïî ïåðåìåí•

íîé t , i � èíäåê ñ òî÷êè íà ñ ëîå.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñ õ åìû áûë ó÷òåí

êâàçèëèíåéíûé õ àðàêòåð èñ õ î äíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè

ýòîì ïåðåõ î ä ñî ñò àðîãî ñ ëî ÿ íà íîâûé îñóùåñòâëÿë•

ñ ÿ ìåòî äîì ïîñ ëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæ åíèé, à ðàç•

íîñòíàÿ àïïðîê ñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (45) èìåëà ñ ëåäó•

þùèé âèä:

�

 

j +1

i

�

k +1

�

�

 

j

i

�

k

h

t

=

= s

0

�

 

j +1

i � 1

�

k +1

� 2

�

 

j +1

i

�

k +1

+

�

 

j +1

i +1

�

k +1

h

2

x

+

+

�

S

j +1

i

�

k

:

Çäåñü

�

S

j +1

i

�

k

= ( s

1

+ s

2

j  

j +1

i

j

2

k

+ s

3

j  

j +1

i

j

4

k

)

�

 

j +1

i

�

k

;

k � íîìåð èòåðàöèè ïðè ðàñ÷åòå íîâîãî, ( j + 1) -ãî

ñ ëî ÿ (0 � k � K ) , ïðè÷åì

�

 

j +1

i

�

0

ïðèíèìàåòñ ÿ ðàâ•

íûì

�

 

j

i

�

K

.

Ïîñê î ëüêó èñ õ î äíàÿ çàäà ÷à ôîðìó ëèðó åòñ ÿ ê àê

çàäà ÷à ñ äîïî ëíèòåëüíûìè ó ñ ëîâèÿìè íà áåñê îíå÷•

íîñòè, ê àê îáû÷íî â ò àêèõ ñ ëó÷àÿõ, àïïðîê ñèìàöèÿ

óðàâíåíèÿ íà ãðàíèöàõ îêíà ñ÷åò à ïðèíîñèò íåê îòî•

ðûå òðó äíîñòè. Îáùåïðèçíàíî, ÷òî íàèëó÷øèì âû•

õ î äîì áûëî áû çàäàíèå àñèìïòîòèê ðåøåíèÿ â ãðà•

íè÷íûõ òî÷ê àõ. Íî ïîñê î ëüêó èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå

èñ õ î äíîãî óðàâíåíèÿ íå åäèíñòâåííî, ò àê îé ïî äõ î ä â

äàííîì ñ ëó÷àå íåïðèåìëåì. Â íàøèõ ïðåäâàðèòåëü•

íûõ ðàñ÷åò àõ áûëè èñïî ëüçîâàíû ê àê ¾æ åñòêèå¿ ,

ò àê è ¾ìÿãêèå¿ ãðàíè÷íûå ó ñ ëîâèÿ, à ò àêæ å ïåðèî äè•

÷åñêèå ãðàíè÷íûå ó ñ ëîâèÿ. Ïðè ó ñ ëîâèè äîñò àòî÷íî

áî ëüøîãî îêíà ñ÷åò à ðåçó ëü ò àòû ìàëî îò ëè÷àëèñü

äðóã îò äðóã à. Â íàñòî ÿùåé ðàáîòå ïðåäñò àâëåíû

ðåçó ëü ò àòû, ïî ëó÷åííûå ïðè ïåðèî äè÷åñêèõ ãðàíè÷•

íûõ ó ñ ëîâèÿõ, àíàëîãè÷íî ðàáîòå [7]. Ïî ëó÷åííàÿ â

èòîãå ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

èìååò âèä
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A

0

�

 

j +1

N

�

k +1

� C

0

�

 

j +1

0

�

k +1

+

+ B

0

�

 

j +1

1

�

k +1

+ F

0

= 0 ;

A

i

�

 

j +1

i � 1

�

k +1

� C

i

�

 

j +1

i

�

k +1

+

+ B

i

�

 

j +1

i +1

�

k +1

+ F

i

= 0 ; 1 � i � N � 1 ;

�

 

j +1

N

�

k +1

=

�

 

j +1

0

�

k +1

;

ã äå

A

i

=

s

0

h

2

x

; C

i

=

2 s

0

h

2

x

+

1

h

t

;

B

i

=

s

0

h

2

x

; F

i

=

1

h

t

�

 

j

i

�

K

+

�

S

j +1

i

�

k

:

Ýò à ñèñòåìà ðåøàëàñü ìåòî äîì öèêëè÷åñê îé ê îì•

ïëåê ñíîé ïðîãîíêè [8]. Ïîñòðîåííàÿ ñ õ åìà èìååò ïî•

ð ÿäîê àïïðîê ñèìàöèè O ( h

t

+ h

2

x

) . Ïðîãðàììà îò ëà•

æèâàëàñü íà èçâåñòíûõ òî÷íûõ ðåøåíèÿõ íåëèíåé•

íîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðã à�Ëàíäà ó: ñî ëèòîíàõ ÍÓØ

( R � 0 ) è ñî ëèòîíàõ ÓÃË ïîñòî ÿííîé è ïðîèçâî ëü•

íîé àìïëèòó äû [2]. Àëãîðèòì ïîê àçàë ñâîþ ðàáîòî•

ñïîñîáíîñòü è íàäåæíîñòü. Ïî ëüçó ÿñü äàííîé òåõíè•

ê îé ðàñ÷åò à, ìû ïîâòîðèëè ðåçó ëü ò àòû ðàáîòû [3],

ê îòîðûå áûëè ïî ëó÷åíû ê îìáèíàöèåé ìåòî äà ðàñ•

ùåïëåíèÿ è áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ð å•

çó ëü ò àòû, ïðåäñò àâëåííûå â íàñòî ÿùåé ðàáîòå, ïî•

ëó÷åíû ïðè h

t

= 0 : 001 , h

x

= 0 : 05 . ×èñ ëî èòåðàöèé

ïðè ïåðåõ î äå ñî ñ ëî ÿ íà ñ ëîé ñîñò àâëÿëî K = 3 .
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