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Разработана асимптотическая теория переноса примеси в модели статистически однородной резко кон-

трастной двупористой среды с параметрами (скорость адвекции, коэффициент диффузии, а также ха-

рактерные времена модели), имеющими крупномасштабные пространственные зависимости. Предпола-

гается, что расстояние от основной области локализации примеси до точки наблюдения значительно

превышает размер этой области. Результат для концентрации сведен к одномерным интегралам вдоль

линии траектории концентрационного сигнала. Последняя определяется решением обыкновенного диф-

ференциального уравнения первого порядка для единичного вектора касательной к траектории.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При аналитическом описании неклассических
процессов переноса среда на больших простран-
ственных масштабах часто предполагается в сред-
нем однородной [1–5]. Между тем реальные сре-
ды обладают крупномасштабными неоднородностя-
ми. В такой ситуации даже классические процес-
сы адвекции–диффузии требуют выполнения до-
вольно трудоемких численных расчетов. Дополни-
тельные, причем принципиальные, трудности воз-
никают в случае неклассических процессов, для
которых управляющие уравнения для концентра-
ции являются интегродифференциальными, а вхо-
дящие туда интегральные ядра в деталях остаются
неизвестными.

С целью преодоления этих трудностей, в рабо-
те одного из авторов настоящей статьи [6] предло-
жен новый подход, базирующийся на асимптотиче-
ском описании процессов переноса, который учи-
тывает возможность крупномасштабной зависимо-
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сти структурных характеристик среды от простран-
ственных координат. Суть подхода базируется на
двух моментах. Во-первых, согласно анализу, фор-
мирование концентрации на далеких расстояниях
обусловлено коротковолновой частью механизма пе-
реноса. А во-вторых, асимптотики концентрации на
далеких расстояниях носят экспоненциальный ха-
рактер. Формально, таким образом, ситуация напо-
минает ту, которая имеет место в волновой оптике
или квантовой механике, когда становится примени-
мым приближение геометрической оптики или ква-
зиклассическое приближение соответственно.

Асимптотический подход получил свое дальней-
шее развитие в работах [7–9] применительно к клас-
сической диффузии и [10–12] по отношению к пере-
носу примеси посредством диффузии и адвекции.

В настоящей работе представлена асимптоти-
ческая теория переноса примеси в важных для
практических приложений статистически однород-
ных резко контрастных средах, обладающих круп-
номасштабными неоднородностями. Примерами та-
ких сред являются песчаные и глинистые геологи-
ческие формации (см. [5, 13, 14]).

Дальнейшая структура статьи следующая. В
разд. 2 дана постановка задачи. Раздел 3 посвя-
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щен выводу формулы для квазиэйконала — пока-
зателя экспоненты в выражении для концентрации.
В разд. 4 получены соотношения для предэкспонен-
ты. В разд. 5 найдены выражения для концентрации
в различных пространственно-временных интерва-
лах. В Заключении кратко подведены итоги.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Среда в модели статистически однородной рез-
ко контрастной (двупористой) среды, впервые пред-
ложенной в работах [15, 16], представляется в ви-
де набора проницаемых каналов, проникающих во
всю среду, и слабопроницаемых изолированных по-
ристых блоков. Как каналы, так и блоки насыще-
ны влагой. Средняя ширина канала намного меньше
среднего размера блока, a ≪ b. Механизм переноса
примеси представляет собой адвекцию и диффузию
в каналах, и диффузию внутри пористых блоков.
На стенках каналов и порах в блоках имеет место
сорбция примеси. Прямой перенос между блоками
отсутствует, поскольку коэффициент диффузии в
блоках мал по сравнению с таковым в каналах, а ад-
векции в блоках нет вовсе. Корреляционная длина
в распределении характеристик среды имеет поря-
док размера блока b, типичная величина которого
около 10 см [17].

Уравнение переноса концентрации примеси
c(r, t), усредненной по объему порядка корреляци-
онной длины, имеет вид

∂

∂t


c(r, t) +

t∫

0

dt′ϕ(r, t− t′)c(r, t′)


 +

+div [u(r)c(r, t) −D(r)∇c(r, t)] = 0, (1)

c(r, 0) = Nδ(r).

Здесь u — средняя скорость адвекции, D — коэф-
фициент, учитывающий вклад молекулярной диф-
фузии и дисперсии (∼ ub) (из-за извилистости ка-
налов). Второй член в квадратных скобках в урав-
нении (1) отвечает за обмен примесью между ка-
налами и блоками. Величина N представляет со-
бой полное число частиц примеси. Начало коорди-
нат выбрано в точке локализации источника приме-
си в начальный момент времени (источник считает-
ся точечным). Предполагаем, что жидкая компонен-
та среды является несжимаемой, так что уравнение
непрерывности имеет вид

divu = 0. (2)

В представлении Лапласа, cp(r)=
∫∞
0
dtc(r, t)e−pt,

уравнение переноса (1) принимает вид

Λp(r)cp(r) + div (u(r)cp(r)−D(r)∇cp(r)) = Nδ(r),

(3)
где

Λp(r) = p(1 + ϕp(r)), ϕp(r) =

∞∫

0

dte−ptϕ(r, t). (4)

Функция Λp(r) в предельных интервалах имеет вид

Λp(r) ∼=





p, p≫ t−1
a ,√

p
ta
, t−1

b ≪ p≪ t−1
a ,

√
tb
ta
p, p≪ t−1

b ,

(5)

где ta ∼ a2/4d — характерное время диффузии при-
меси из каналов в блоки до глубины порядка толщи-
ны каналов; tb ∼ b2/4d — характерное время уста-
новления равновесия по концентрации между кана-
лами и блоками; d — эффективный коэффициент
диффузии в блоках. В соответствии с этими опреде-
лениями имеет место неравенство ta ≪ tb. Отметим,
что в среде с крупномасштабными неоднородностя-
ми функция ϕ(t) вместе с ta и tb, а также величины
u и D являются функциями координат.

Нас будет интересовать концентрация на асимп-
тотически далеких расстояниях от источника при-
меси, когда r′ ≫ R(t), где R(t) — размер основ-
ной области ее локализации в момент времени t, а
r′ — расстояние от этой области до точки наблюде-
ния r. Тогда решение уравнения (3) представляется
в форме

cp(r) = Ap(r)e
−Γp(r), (6)

где показатель экспоненты удовлетворяет неравен-
ству Γp(r) ≫ 1, благодаря которому в задаче возни-
кает малый параметр

ξ = (|∇Γp|min{L, r′})−1
, ξ ≪ 1. (7)

Здесь L — характерный линейный масштаб неод-
нородности среды, определяемый пространственной
зависимостью величин u, D, ta и tb.

3. КВАЗИЭЙКОНАЛ

Подставляя выражение (6) в уравнение (3), в
нулевом порядке по малому параметру ξ получаем
уравнение

Λp(r) + (u(r)∇Γp(r)) −D(r)(∇Γp(r))
2 = 0, (8)

6 ЖЭТФ, вып. 4 (10)
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представляющее собой уравнение в частных произ-
водных первого порядка, которое по своей форме
аналогично уравнению эйконала в геометрической
оптике [18]. Из уравнения (8) следует

∇Γp(r) ⇒ Fp(r) = − u(r)

2D(r)
+ νnp(r), (9)

где

np(r) =

√(
u(r)

2D(r)

)2

+
Λp(r)

D(r)
, (10)

а ν — вещественный безразмерный единичный век-
тор, ν2 = 1. Далее показатель экспоненты Γp(r) в
(6) будем называть квазиэйконалом.

Решение уравнения (8), подобно описанному в
[18], сводится к линейному интегралу вдоль траек-
тории концентрационного сигнала — квазилуча:

Γp =

r∫

0

(dlFp), dl = νdl, (11)

где dl — дифференциальный элемент длины вдоль
квазилуча. Траектория квазилуча находится из ва-
риационного принципа — аналога принципа Ферма:

δlΓp = 0, (12)

где символ δl обозначает вариацию квазиэйконала
Γp относительно траектории. Равенство (12) означа-
ет, что в первом порядке по бесконечно малому из-
менению траектории величина интеграла (11) оста-
ется неизменной. Аналогично работе [9], из равен-
ства (12) находится уравнение для траектории:

[νrotFp] = 0. (13)

4. ПРЕДЭКСПОНЕНТА

В первом порядке по малому параметру ξ под-
становка равенства (6) в уравнение (3) приводит к
уравнению для предэкспоненты Ap(r):

d

dl
ln
(
A2

p(r)D(r)np(r)
)
+ divν(r) = 0. (14)

Его решение, которое удовлетворяет вытекающему
из уравнения (1) условию

cp(r)
∣∣
r→0

=
N

4πD(0)r
, (15)

имеет вид

Ap(r) =
N

4πD(0)l(r)

√
np(0)D(0)

np(r)D(r)
e−H(r),

H(r) =

r∫

0

dl

(
divν

2
− 1

l

)
.

(16)

При выводе выражения (16) были использованы
следующие свойства, справедливые на малых рас-
стояниях от источника примеси l ≪ L, где все ха-
рактеристики среды можно приближенно считать
независимыми от координат и равными соответству-
ющим значениям при r = 0:

ν
∣∣
r→0

=
r

r
, div

(r
r

)
=

2

r
.

5. АСИМПТОТИКИ КОНЦЕНТРАЦИИ
ПРИМЕСИ

Концентрация примеси как функция координат
и времени получается из (6) путем обратного преоб-
разования Лапласа:

c(r, t) =

a+i∞∫

a−i∞

dp

2πi
Ap(r) exp[−Γp(r) + pt], Rea > 0.

Интеграл здесь благодаря неравенству Γp(r) ≫ 1

берется методом стационарной фазы. В итоге для
концентрации получается выражение

c(r, t) = A(r, t) exp[−Γ(r, t)], (17)

где

Γ(r, t) = Γp0(r, t)− p0t, (18)

A(r, t) =
Ap0(r)√
2π|Γ′′

p0
(r)|

, (19)

а p0 = p0(r, t) — стационарная точка, определяемая
из условия

∂Γp(r)

∂p

∣∣∣∣
p=p0

= t, (20)

и

Γ
′′

p0
(r) =

∂2Γp(r)

∂p2

∣∣∣∣
p=p0

. (21)

В последнем равенстве при вычислении второй про-
изводной по переменной Лапласа следует учиты-
вать зависимость от p не только подынтегрально-
го выражения в (11), но и траектории квазилуча,
вдоль которой ведется интегрирование. Исключения
представляют интервалы между характерными вре-
менами задачи, когда зависимости квазиэйконала
Γp(r) от переменных r и p факторизуются — в этом
случае траектория квазилуча не зависит от пере-
менной Лапласа и реализуются характерные режи-
мы переноса, включая неклассические. Именно для
таких интервалов получим далее замкнутые выра-
жения для концентрации в координатно-временном
представлении.
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Для начала заметим, что помимо времен ta и tb
(см. (5)) в нашей задаче есть еще одно характер-
ное время tu = 4D/u2, определяющее момент, когда
смещения примеси за счет диффузии ∼

√
4Dtu и,

благодаря адвекции, utu сравниваются по величине.
При этом время tu может быть меньше или больше
обоих времен ta и tb, а может и оказаться между
ними. Соответственно, учитывая, что ta ≪ tb, суще-
ствует всего шесть характерных интервалов, куда
может попасть текущее время t. Далее рассмотрим
отдельно три интервала, когда t≪ tu, и столько же,
когда t ≫ tu.

Помимо этих неравенств, мы будем также счи-
тать выполненными условия:

√
4Dt≪ L, utu ≪ L.

5.1. Малые времена

Учитывая то, что в асимптотике p0(r, t)t > 1 при
t≪ tu, согласно (9), (10) имеем выражение для гра-
диента квазиэйконала

∇Γp(r) = νnp(r), np(r) ∼=
√

Λp(r)

D(r)
, (22)

в котором возникает факторизация зависимостей от
координат и переменой Лапласа:

np(r) ∼=





√
p

D(0)
m1(r), p≫ t−1

a ,

(
p

D2(0)ta(0)

)1/4

m2(r), t−1
b ≪ p≪ t−1

a ,

√
p

D̃(0)
m3(r), p≪ t−1

b .

(23)
Здесь

m1(r) =
√
D(0)/D(r), m2(r) = [ta(0)/ta(r)]

1/4m1(r),

m3(r) =

√
D̃(0)/D̃(r), D̃ =

√
ta/tbD.

Подставляя выражения (23) в (22), на основе (11)
получим результат для Γp(r):

Γp(r) =

√
p

D(0)
ψ1(r), p≫ t−1

a , (24)

Γp(r) =

[
p

D2(0)ta(0)

]1/4
ψ2(r), t−1

b ≪ p≪ t−1
a , (25)

Γp(r) =

√
p

D̃(0)
ψ3(r), p≪ t−1

b , (26)

где введена величина ψi(r) =
∫ r

0
dlmi(r), i = 1, 2, 3.

Из уравнения (13) с учетом (22) и (23) вытекает
уравнение для единичного вектора ν касательной к
траектории:

dνi

dl
=

∇mi(r)− νi(νi∇mi(r))

mi(r)
, i = 1, 2, 3. (27)

Таким образом, величина квазиэйконала для слу-
чая малых времен определяется выражением (11)
(и, соответственно, выражениями (24)–(26)), в кото-
ром интегрирование происходит по траектории ква-
зилуча, определяемой уравнением (27) для единич-
ного вектора касательной к траектории.

Асимптотики концентрации примеси определя-
ются тем, какому из интервалов в (5) принадле-
жит стационарное значение p0 переменной Лапласа
в (17). Подстановка (16) и (24)–(26) в (17) с уче-
том (18)–(21) приводит к следующим результатам,
которые описывают первые по удаленности от ис-
точника примеси ступени асимптотик во временных
интервалах:

c (r, t) =
N

[4πD(0)t]3/2

[
D(0)

D(r)

]1/4
ψ1(r)

l(r)
×

× exp [−Γ1(r, t)−H1(r)] , Γ1(r, t) =
ψ2
1(r)

4D(0)t
(28)

при t/Γ1(r, t) ≪ ta, tu,

c (r, t) =
N√

24π3D(0)tl(r)

[
D(0)

D(r)

]1/4 [
ta(r)

ta(0)

]1/8
×

×
√

Γ2(r, t)

3
exp [−Γ2(r, t) −H2(r)] ,

Γ2(r, t) = 3


 ψ2(r, t)

4
√
D(0)

√
ta(0)t



4/3

(29)

при ta ≪ 3t/Γ2(r, t) ≪ tb, tu,

c (r, t)=
N

[4πD̃(0)t]3/2

[
D̃(0)

D̃(r)

ta(0)

tb(0)

ta(r)

tb(r)

]1/4
ψ3(r)

l(r)
×

× exp [−Γ3(r, t)−H3(r)] , Γ3(r, t) =
ψ2
3(r)

4D̃(0)t
(30)

при tb ≪ t/Γ3(r, t) ≪
√
tb/tatu.

Заметим, что основное отличие в результатах
модели с пространственно-зависимыми параметра-
ми от модели с постоянными параметрами сво-
дится к замене расстояний от источника приме-
си до точки наблюдения r соответствующими им
длинами концентрационного пути — интегралами
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ψi(r) вдоль траектории концентрационных сигна-
лов. Отсюда следует, что выражения (28), (29) и
(30) отвечают режимам переноса, определяемым
зависимостью от времени размера основной обла-
сти локализации примеси R(t): быстрой классиче-
ской диффузии, R(t) ∼ [D(0)t]1/2, субдиффузии,
R(t) ∼ [D(0)

√
ta(0)t]

1/2, и медленной классиче-
ской диффузии, R(t) ∼ [D̃(0)t]1/2, соответственно
(см. [5]).

Оценки величины квазиэйконала Γ(r, t), в зави-
симости от отношения удаленности точки наблюде-
ния r′ от основной области локализации примеси к
размеру этой области R(t), для относительно ма-
лых времен получаются из асимптотичеких формул
(28)–(30): Γ ∼ [r′/R(t)]2 для режимов диффузии и
Γ ∼ [r′/R(t)]4/3 для субдиффузии.

Обратим также внимание на то, что формулы
(28)–(30) пригодны для описания многоступенчатой
пространственной структуры асимптотики концен-
трации, возникающей из-за смены режимов перено-
са во времени (см. [5]). Действительно, пусть теку-
щее время лежит в интервале ta ≪ t ≪ tb. Тогда
формула (29) описывает ближнюю по удаленности
от основной области локализации примеси ступень.
При фиксированном времени с ростом простран-
ственного аргумента благодаря возрастанию вели-
чины квазиэйконала Γ2(r, t) неравенство в (29) на-
рушается, а его место займет неравенство из фор-
мулы (28). Это означает, что формула (29) описыва-
ет вторую ступень асимптотики, и, таким образом,
асимптотика концентрации при ta ≪ t ≪ tb являет-
ся двухступенчатой. Аналогичным образом асимп-
тотика концентрации при t ≫ tb является трехсту-
пенчатой — первая, вторая и третья ступени описы-
ваются формулами (30), (29) и (28) соответственно.

5.2. Большие времена

На больших временах, когда основной вклад в
перенос примеси дает адвекция, траектория квази-
луча должна быть близкой к линии тока. Последняя
по определению является линией, в каждой точке
которой касательная совпадает по направлению со
скоростью адвекции. В этом случае единичный век-
тор касательной к квазилучу можно представить в
виде

ν = ν0 + δν, |δν| ≪ 1, (31)

где

ν0 =
u

u
. (32)

При этом благодаря равенству ν2 = 1 с точностью
до поправки второго порядка малости имеем

(ν0δν) = 0. (33)

Переменная Лапласа, отвечающая большим вре-
менам, удовлетворяет неравенству

Λptu ≪ 1, (34)

для которого выражение градиента квазиэйконала
(9), (10) можно приближенно записать в виде

∇Γp(r) ∼= − u

2D
+ ν

u

2D
+ ν0δnp, (35)

где

δnp
∼= Λp

u
−
DΛ2

p

u3
, |δnp| ≪

u

2D
. (36)

С учетом соотношений (33)–(36) выражение для
Γp(r) принимает вид

Γp(r) = Γ‖
p(r) + Γ⊥

p (r), (37)

где

Γ‖
p(r) =

r
‖∫

0

dl

(
Λp

u
−
DΛ2

p

u3

)
, (38)

Γ⊥
p (r) =

r
‖∫

0

dl
u− (uν)

2D
∼=

r
‖∫

0

dl
u

4D
(δν)2. (39)

Величина dl в (38), (39) и далее является диффе-
ренциальным элементом длины вдоль линии тока,
вектор r‖ обозначает проекцию точки наблюдения r

на линию тока. Другими словами, принадлежащая
линии тока точка r‖ соответствует минимальному
расстоянию от точки наблюдения r.

Далее найдем малую добавку к единичному век-
тору касательной к траектории квазилуча δν, ко-
торая определяет отклонение траектории квазилуча
от линии тока. Подстановка выражения (31) в урав-
нение (13) в первом порядке по малой величине δν
приводит к уравнению

[ν0rotN] = 0, (40)

где вектор N определен равенством

N =
u

2D
δν. (41)

Раскрывая левую часть уравнения (40) с учетом
условия (33), приходим к уравнению

dNi

dl
+ aik(l)Nk = 0, (ν0N)|l=0 = 0, (42)
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где

aik(l) = (δil − ν0iν0l)
∂ν0k
∂xl

.

Решение уравнения (42) для δν должно удовлетво-
рять условию

r
‖∫

0

dlδν(l) = r⊥, r⊥ = r− r‖.

Также предполагаем, что кратчайшее расстояние
от точки наблюдения до линии тока удовлетворяет
условию

∣∣r⊥
∣∣≪ L.

Стоит отметить, что решение уравнения (42) для
δν (и, следовательно, выражение для поперечной
компоненты квазиэйконала Γ⊥

p (r) из (39)) не зави-
сит от переменной Лапласа p.

Для вычисления предэкспоненты Ap воспользу-
емся равенством (16), приближенным выражением

np(r) ∼=
u

2D
,

а также вытекающим из (32) соотношением

divν0 = −d lnu

dl
.

В итоге уравнение (14) приобретает вид

d lnAp

dl
= −1

2
divδν, (43)

решение (43) приводит к следующему результату:

Ap(r) =
N

4πD(0)l(r)
exp

[
−H(r‖)

]
,

H(r‖) =

r
‖∫

0

dl

(
1

2
divδν − 1

l

)
.

(44)

Подчеркнем, что, несмотря на свое обозначение Ap,
эта величина оказалась независящей от переменной
Лапласа p.

Асимптотики концентрации примеси в случае
больших времен также будут определяться тем, ка-
кому из интервалов в (5) принадлежит стационар-
ное значение p0 переменной Лапласа. Подставляя
выражения (37) и (44) в (17), с учетом (38), (39) и
(5) приходим к следующим результатам. При

tu ≪ t

4Γ‖(r‖, t)
≪ t2a

tu

имеем

c (r, t) =
N exp

[
−Γ⊥(r)− Γ‖(r‖, t)−H(r‖)

]

(4π)3/2D(0)l(r)

√∫ r‖

0 dl Du3

,

Γ‖(r‖, t) =

(∫
r
‖

0
dl
u − t

)2

4
∫
r‖

0
dl Du3

.

(45)

При

ta, tu ≪ t

4Γ‖(r‖, t)
≪ tb

имеем

c(r, t)=
N
[∫

r
‖

0
dl√
Du

]
exp
[
−Γ⊥(r)−Γ‖(r‖, t)−H(r‖)

]

(4πt)
3/2

D(0)l(r)
,

Γ‖(r‖, t) =
1

4t

(∫
r
‖

0

dl√
Du

)2

. (46)

При
t

4Γ‖(r‖, t)
≫
√
t3bta
tu

,

√
tb
ta
tu

имеем

c (r, t) =
N exp

[
−Γ⊥(r)− Γ‖(r‖, t)−H(r‖)

]

(4π)
3/2
D(0)l(r)

√∫
r‖

0 dl D̃ũ3

,

Γ‖(r‖, t) =

(∫
r
‖

0
dl
ũ − t

)2

4
∫ r‖

0 dl D̃ũ3

.

(47)

В формулах (46) и (47) использованы следующие
обозначения:

Du = u2ta, ũ =

√
ta
tb
u.

Выражения (45), (46) и (47) свидетельствуют о
том, что в продольном относительно линии тока на-
правлении реализуются режимы быстрой класси-
ческой адвекции–диффузии, квазидиффузии (был
впервые открыт в [19]) и медленной классической
адвекции–диффузии соответственно, что согласует-
ся с известными результатами для случая среды с
постоянными параметрами [15]. Перенос в попереч-
ном направлении происходит в режиме классиче-
ской диффузии.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итогом работы является асимптотическая тео-
рия переноса примеси в модели статистически од-
нородной резко контрастной (двупористой) среды.
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Предполагается, что скорость адвекции, коэффици-
ент диффузии и временные параметры, характери-
зующие среду, являются переменными по простран-
ству параметрами.

На расстояниях, значительно превосходящих
размер основной области локализации примеси в
данный момент времени, задача сведена сначала к
уравнению в частных производных первого поряд-
ка, а затем к системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений первого порядка, определяющих
траекторию концентрационного сигнала. Выраже-
ния для концентрации представлены в квадратурах
вдоль траектории концентрационного сигнала.

Рассмотрены шесть характерных временных ин-
тервалов, куда может попасть текущее время t.
Асимптотическое поведение концентрации в случае
относительно малых времен, когда переносом при-
меси за счет адвекции можно пренебречь, соответ-
ствует режимам быстрой классической диффузии,
субдиффузии и медленной классической диффузии,
а в случае больших времен, когда адвекция домини-
рует над диффузией, реализуются режимы быстрой
адвекции–диффузии, квазидиффузии и медленной
адвекции–диффузии.

Точность асимптотической теории обеспечивает-
ся наличием малого параметра ξ (формула (7)).
Проведенные в работе [9] численные расчеты диф-
фузии примеси в неоднородной среде показали,
что даже в основной области локализации приме-
си погрешность результатов, полученных на основе
асимптотической теории, не превышает 25 %. С уда-
лением от основной области локализации точность
результатов, благодаря уменьшению параметра ξ,
значительно возрастает.

Ожидается, что разработанная здесь асимпто-
тическая теория приведет к экономии на несколь-
ко порядков расчетного времени в сравнении с пря-
мым численным решением интегродифференциаль-
ного уравнения в частных производных второго
порядка с параметрами, зависящими от простран-
ственных координат.

Полученные результаты могут быть использова-
ны для проведения оценок надежности захоронений
радиоактивных отходов в геологических средах.
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