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Изучены особенности законов дисперсии экситон-поляритонов, взаимодействующих с тремя импульсами
когерентного лазерного излучения с частотами, находящимися в резонансе с оптически разрешенными
однофотонными переходами между уровнями 1 ⇆ 2, 2 ⇆ 3 и 3 ⇆ 4, которые возбуждают экситоны,
биэкситоны и триэкситоны, двухфотонными переходами возбуждения биэкситонов 1 ⇆ 3 и триэксито-
нов 2 ⇆ 4, а также прямым трехфотонным переходом возбуждения триэкситонов 1 ⇆ 4. Используется
приближение заданной плотности фотонов двух импульсов по сравнению с плотностями экситонов, биэк-
ситонов и триэкситонов. Показано, что закон дисперсии состоит из четырех ветвей, положение и форма
которых определяется частотами Раби указанных переходов и плотностями фотонов трех импульсов.
Непосредственный учет всех шести оптических переходов приводит к зависимости закона дисперсии
экситон-поляритонов от квантовых параметров — разностей фаз между частотами Раби рассматривае-
мых переходов. Найдены значения параметров, при которых возможны пересечения ветвей закона дис-
персии.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Поляритонная фотоника — ключевая техноло-
гия для многих технологий передачи информации
в квантовых сетях [1] и реализации элементов кван-
товой памяти [2, 3]. С момента открытия полиэкси-
тонов [4] и в течение последних десятилетий теоре-
тически и экспериментально исследуются экситон-
ные эффекты в полупроводниках [5, 6] и различ-
ных полупроводниковых структурах — микрорезо-
наторах [7], квантовых точках [8–13]. Наличие эк-
ситонов, биэкситонов, триэкситонов и мультиэкси-
тонных состояний [14] и возможность селективно-
го управления их свойствами под действием коге-
рентного лазерного излучения во многом опреде-
ляют оптические характеристики полупроводнико-
вых структур и, следовательно, стимулируют разви-
тие передовых исследований в различных областях:
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квантовой обработки информации, создания энерго-
эффективных электронных устройств, конфокаль-
ной микроскопии, поляритонной генерации, бозе-
эйнштейновской конденсации. Обнаружение эксито-
нов с большими квантовыми числами [15], которые
являются аналогами ридберговских атомов, позво-
ляют изучать новые эффекты, которые не наблюда-
ются в физике атомов, так как энергии связи рид-
берговских состояний экситона малы и экситоны бо-
лее чувствительны к воздействию внешних электри-
ческих и магнитных полей. Поэтому при измене-
нии интенсивности внешнего поля можно наблюдать
многообразие сдвигов и пересечений уровней.

В ряде работ исследуются потенциальные
возможности увеличения генерации квантово-
коррелированных фотонов, излучаемых квантовы-
ми точками, с использованием мультиэкситонов бо-
лее высокого порядка — триэкситонов [16], и тонкие
структуры триэкситонных состояний в квантовых
точках [17, 18]. Одним из наиболее исследуемых во-
просов квантовой оптики является взаимодействие
мультиэкситонов с электромагнитным полем в
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режиме сильной связи при изменяющихся частотах
Раби [19–21].

Наиболее многообещающей системой для иссле-
дования эффектов сильной связи являются полу-
проводниковые экситонные поляритоны [22,23]. На-
личие в такой системе расщеплений Раби приво-
дит к возникновению верхних и нижних полярито-
нов [24] и обнаружению разнообразных нелинейно-
оптических явлений, известных как сверхтекучесть
[25], бистабильность [26], слабая фотонная блокада
[27], когерентное управление нелинейным поглоще-
нием интенсивных лазерных полей [28], интерфе-
ренция между пиками Аутлера – Таунса (или оде-
тыми состояниями) [29]. В ряде работ исследуется
возникновение в законе дисперсии дополнительных
поляритонных ветвей, обусловленных образовани-
ем биэкситонных и триэкситонных состояний в свя-
занных тримерах и тетрамерах [30, 31], изменение
спектра пропускания оптического резонатора, свя-
занного с ансамблем холодных атомов Rb-85 [32],
формирование поляритонов темного состояния [33],
влияние атомной когерентности на поглощение [34],
нерезонансно управляемую конденсацию и генера-
цию поляритонов в четырехуровневой системе [35].

Эти эффекты изучаются в различных режимах
возбуждения электромагнитным полем полярито-
нов в полупроводниковых и атомных структурах —
однофотонных [36], двухфотонных [37–40], трехфо-
тонных [41,42], либо при одновременном учете одно-
фотонных и многофотонных переходов. В [43] изу-
чено влияние учета однофотонных и многофотон-
ных переходов на поглощение и возможность управ-
ления спектром поглощения при помощи измене-
ния интенсивности полей и расстроек резонанса, а
также исследованы законы дисперсии многоуровне-
вых систем, с образованием атомных поляритонов:
трехуровневого атома с эквидистантым и неэкви-
дистантным энергетическими спектрами при учете
двухфотонного перехода [44,45], четырехуровневого
атома с неэквидистантным и эквидистантным энер-
гетическими спектрами при одновременном учете
однофотонных, двухфотонных и трехфотонных пе-
реходов [46, 47].

Известно, что в трехуровневой системе имеют
место индуцированные светом однофотонные пере-
ходы из основного состояния кристалла в экситон-
ное и из экситонного в биэкситонное, а также пря-
мой двухфотонный переход из основного состояния
кристалла на биэкситонный уровень, характеризую-
щиеся гигантскими силами осциллятора по сравне-
нию с экситонным переходом [48]. В [49] представле-
ны результаты исследования двухимпульсного взаи-

модействия с экситонами и биэкситонами в условиях
мощной накачки в области M -полосы люминесцен-
ции. В [50] представлены результаты теоретических
исследований эффекта Аутлера – Таунса при паде-
нии двух мощных импульсов лазерного излучения,
взаимодействующих с биэкситонами и триэкситона-
ми, и пробного импульса на частоте экситонного
перехода, показано, что даже при незначительных
энергиях связи триэкситона происходит расщепле-
ние экситонного состояния на три квазиуровня.

Из представленного краткого обзора литерату-
ры видно, что исследование особенностей когерент-
ных нелинейно-оптических явлений с образованием
экситон-поляритонных состояний [51, 52] закрепили
систему экситон-поляритонов как платформу для
дальнейших исследований. Поэтому исследование
особенностей поведения законов дисперсии экситон-
ного уровня с одновременным учетом однофотон-
ных и многофотонных переходов — двухфотонного
возбуждения биэкситонов и триэкситонов и трехфо-
тонного возбуждения триэкситонов, вызывает инте-
рес как с теоретической, так и с прикладной точ-
ки зрения, из-за возможности реализации контро-
ля и управления процессами взаимодействия света с
материальными возбуждениями среды и вследствие
этого является актуальной задачей.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ.
ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Ниже представлены результаты исследований
трехимпульсного взаимодействия с экситонами, би-
экситонами и триэкситонами в полупроводниках.
Пусть на среду падают три ультракоротких импуль-
са резонансного лазерного излучения с частотами
ω1, ω2 и ω3 (рис. 1). Предполагается, что длительно-
сти импульсов намного меньше времен релаксации
экситонов, биэкситонов и триэкситонов (времена ре-
лаксации в рассматриваемой модели составляют по-
рядка 1 ÷ 10 пс). В этом случае процессами релак-
сации можно пренебречь, так как они не успевают
срабатывать за время действия импульсов. Если в
начальный момент времени кристалл находился в
основном состоянии (экситоны, биэкситоны и три-
экситоны в нем отсутствовали), то под действием
трех ультракоротких импульсов в кристалле созда-
ется начальная концентрация фотонов с частотами
ω1, ω2 и ω3, которые генерируют экситоны, биэкси-
тоны и триэкситоны и одновременно взаимодейству-
ют с ними. При этом учитываются однофотонные
переходы между уровнями 1 ⇆ 2, 2 ⇆ 3 и 3 ⇆ 4,
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которые возбуждают экситоны, биэкситоны и три-
экситоны, благодаря процессам оптической конвер-
сии, двухфотонные переходы возбуждения биэкси-
тонов 1 ⇆ 3 и триэкситонов 2 ⇆ 4, а также пря-
мой трехфотонный переход возбуждения триэкси-
тонов 1 ⇆ 4. Насколько нам известно, до сих пор
не рассматривалось одновременное действие одно-
фотонных, двухфотонных и трехфотонного процес-
сов. При этом в кристалле устанавливается неста-
ционарный режим изменения плотностей экситонов,
фотонов, биэкситонов и триэкситонов.

Гамильтониан однородно распределенных в кри-
сталле экситонов, фотонов, биэкситонов и триэкси-
тонов запишем в виде

1

~
H = ω0â

†â+Ω0b̂
†b̂+ ωT T̂

†T̂ + ω1ĉ1ĉ
†
1 + ω2ĉ2ĉ

†
2+

+ ω3ĉ3ĉ
†
3 − gâ†ĉ1 − g∗ĉ†1â− σ1b̂

†âĉ2 − σ∗
1 â

†ĉ†2b̂−
− σ2T̂

†b̂ĉ3 − σ∗
2 b̂

†ĉ†3T̂ − µ1b̂
†ĉ1ĉ2 − µ∗

1ĉ
†
1ĉ

†
2b̂−

− µ2T̂
†âĉ2ĉ3 − µ∗

2ĉ
†
2ĉ

†
3â

†T̂ − µT̂ †ĉ1ĉ2ĉ3 − µ∗ĉ†1ĉ
†
2ĉ

†
3T̂ ,

(1)

где ω0, Ω0 и ωT — собственные частоты экситон-
ного, биэкситонного и триэкситонного состояний
соответственно, ω1, ω2 и ω3 — частоты фотонов,
g(g∗) — константа экситон-фотонного взаимодей-
ствия, σ1(σ

∗
1) — константа оптической экситон-

биэкситонной конверсии, σ2(σ
∗
2) — константа

оптической биэкситон-триэкситонной конверсии,
µ1(µ

∗
1) — константа двухфотонной генерации

биэкситонов из основного состояния кристал-
ла, µ2(µ

∗
2) — константа двухфотонной генерации

триэкситонов из экситонного состояния, µ(µ∗) —
константа триэкситон-фотонного взаимодействия,

â(â†), b̂(b̂†), T̂ (T̂ †), ĉi
(

ĉ†i

)

(i = 1 ÷ 3) — операторы

уничтожения (рождения) экситонов, биэкситонов,
триэкситонов и фотонов соответственно. В отличие
от работы [43] константы взаимодействий учтенных
переходов в уравнении (1) записаны в комплексном
виде, это связано с тем, что все константы рассмат-
риваемых переходов рассчитываются в различных
порядках теории возмущений, это позволяет не учи-
тывать возможную смену знака перед слагаемыми,
описывающими переходы (g(g∗), σ1(σ∗

1), σ2(σ
∗
2) —

в первом порядке теории возмущений, µ1(µ
∗
1),

µ2(µ
∗
2) — во втором порядке теории возмущений, а

µ (µ∗) — в третьем порядке теории возмущений).
Использование констант в комплексной форме
позволяет учитывать их одновременно в одном
гамильтониане. Отметим, что процессы оптической
экситон-биэкситонной конверсии и двухфотонного

ω
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Рис. 1. Схема энергетического спектра полупроводника,
взаимодействующего с фотонами с частотами ω1, ω2 и
ω3. (ω0, Ω0 и ωT — собственные частоты экситонного, би-
экситонного и триэкситонного состояний, а 0 — основное

состояние кристалла)

возбуждения биэкситонов, описываемые константа-
ми σ1 и µ1, характеризуются гигантскими силами
осциллятора [48, 53].

Используя (1), легко получить систему гейзен-
берговских уравнений движения для операторов

â(â†), b̂(b̂†), T̂ (T̂ †), ĉi

(

ĉ†i

)

, i = 1, 2, 3.

В приближении среднего поля после усреднения
гейзенберговских уравнений для операторов для
амплитуд

a = 〈â〉 , b =
〈

b̂
〉

, T =
〈

T̂
〉

, ci = 〈ĉi〉 , i = 1, 2, 3,

получаем систему нелинейных эволюционных диф-
ференциальных уравнений:

iȧ = ω0a− gc1 − σ∗
1c

∗
2b− µ∗

2c
∗
2c

∗
3T,

iḃ = Ω0b− σ1ac2 − σ∗
2c

∗
3T − µ1c1c2,

iṪ = ωTT − σ2bc3 − µ2ac2c3 − µc1c2c3, (2)

iċ1 = ω1c1 − g∗a− µ∗
1c

∗
2b− µ∗c∗2c

∗
3T,

iċ2 = ω2c2 − σ∗
1a

∗b − µ∗
1c

∗
1b− µ∗

2c
∗
3a

∗T − µ∗c∗1c
∗
3T,

iċ3 = ω3c3 − σ∗
2b

∗T − µ∗
2c

∗
2a

∗T − µ∗c∗1c
∗
2T.

Решение этих уравнений будем искать в виде
ci = c0ie

−iωit, где ci — начальное значение амплитуд
фотонов. В приближении среднего поля и в пределе
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заданного поля второго и третьего импульсов видно,
что огибающая функций ci (t) в приближении задан-
ной плотности фотонов не изменяется со временем:

|ci|2 = |c0i|2 = const, i = 2, 3.

Уравнения для c∗20b и c∗20c
∗
30T вместе с уравнения-

ми для амплитуд a и c1 из системы (2) образуют
систему из четырех дифференциальных уравнений,
которая в приближении заданной плотности фото-
нов является линейной для амплитуд квазичастиц с
одной и той же квазиэнергией

~ω0 ≈ ~ (Ω0 − ω2) ≈ ~ (ωT − ω2 − ω3) ,

поэтому решения системы будем искать в виде

a, c1, c
∗
2b, c

∗
2c

∗
3T ∝ exp (−iωt) ,

где ω— искомая собственная частота новых экситон-
поляритонов. Тогда для стационарных амплитуд по-
лучаем алгебраическую систему уравнений:

(ω − ω0) a+ gc1 + σ∗
1 (c

∗
20b) + µ∗

2 (c
∗
20c

∗
30T ) = 0,

(ω − ω1) c+ g∗a+ µ∗
1 (c

∗
20b) + µ (c∗20c

∗
30T ) = 0,

(ω − ω2) (c
∗
20b) + σ1f20a+ σ∗

2 (c
∗
20c

∗
30T )+

+ µ1f20c1 = 0,

(ω − ω3) (c
∗
20c

∗
30T ) + σ2f30 (c

∗
20b) + µ2f20f30a+

+ µf20f30c1 = 0,

(3)

где f20 и f30 — заданные плотности фотонов дей-
ствующих импульсов, ω1 = ck1, k1 — волновой век-
тор фотонов слабого импульса, возбуждающего эк-
ситоны из основного состояния кристалла,

ω2 = Ω0 − ω2, ω3 = ωT − ω2 − ω3.

Полагая в (3) константы

g = |g| exp (iϕ) , σ1 = σ1c20 = |σ1| exp (iϕ1) ,

σ2 = σ2c30 = |σ2| exp (iϕ2) ,

µ1 = µ1c20 = |µ1| exp (iψ1) ,

µ2 = µ2c20c30 = |µ1| exp (iψ2) ,

µ = µc20c30 = |µ| exp (iψ)

и раскрывая детерминант системы уравнений (3),
который представляет собой закон дисперсии фото-
нов слабого импульса в экситонной области спектра

в виде уравнения четвертой степени относительно
ω, получаем

(ω − ω0) (ω − ω1) (ω − ω2) (ω − ω3)−
− Ω2

12 (ω − ω2) (ω − ω3)− Ω2
23 (ω − ω1) (ω − ω3)−

− Ω2
34 (ω − ω0) (ω − ω1)− Ω2

13 (ω − ω0) (ω − ω3)−
− Ω2

24 (ω − ω1) (ω − ω2)− Ω2
14 (ω − ω0) (ω − ω2)+

+ Ω2
12Ω

2
34 +Ω2

23Ω
2
14 +Ω2

13Ω
2
24+

+ 2Ω13Ω34Ω14 (ω − ω0) cosϑ3+

+ 2Ω12Ω23Ω13 (ω − ω3) cosϑ1+

+ 2Ω12Ω14Ω24 (ω − ω2) cosϑ2+

+ 2Ω23Ω34Ω24 (ω − ω1) cosϑ4−
− 2Ω12Ω23Ω13Ω14 cos (ϑ1 − ϑ3)−
− 2Ω12Ω13Ω23Ω34 cos (ϑ2 − ϑ1)−

− 2Ω23Ω14Ω13Ω24 cos (ϑ1 − ϑ2) = 0, (4)

где частоты Раби и разности фаз ϑi (i = 1÷ 4) опре-
делены соотношениями

Ω2
12 = g2, Ω2

23 = σ2
1f20, Ω

2
34 = σ2

2f30,

Ω2
13 = µ2

1f20, Ω
2
24 = µ2

2f20f30, Ω
2
14 = µ2f20f30,

ϑ1 = ϕ+ ϕ1 − ψ, ϑ2 = ϕ+ ψ2 − ψ,

ϑ3 = ϕ2 + ψ1 − ψ, ϑ4 = ϕ1 + ϕ2 − ψ2.

На сегодняшний день отсутствуют описанные
в литературе рассчитанные значения разностей
фаз указанных переходов, но мы можем при-
вести физическую интерпретацию. Фактически,
если ϑ1 = 2nπ, n∈Z, то слагаемые, содержащие
константы g, σ1, µ, имеют одинаковый знак в га-
мильтониане, если они равны ϑ1 = (2n+ 1)π, n∈Z,
то знаки перед этими слагаемыми разные, а если
ϑ1 = nπ/2, n∈Z, то двухфотонное взаимодействие
отсутствует. Что касается разностей фаз ϑ2, ϑ3, ϑ4,
то их значение можно описать аналогично. Второе,
третье и четвертое слагаемые в (4) пропорциональ-
ны квадратам соответствующих частот Раби либо
квадрату модуля соответствующего матричного
элемента перехода. Эти три слагаемых описывают
последовательные, независимые вклады каждого
из однофотонных переходов (экситон-фотонного
взаимодействия, оптической экситон-биэкситонной
конверсии, оптической биэкситон-триэкситонной
конверсии) в дисперсионном уравнении. При этом
знаки (либо фазы) соответствующих констант вза-
имодействия по отношению к другим константам
взаимодействия не играют роли. Пятое и шестое
слагаемые в (4) описывают последовательные,
независимые вклады двухфотонного возбуждения
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биэкситонов и триэкситонов. Седьмое слагаемое
описывает вклад прямого трехфотонного воз-
буждения триэкситонов из основного состояния
кристалла. Слагаемые с восьмого по десятое опре-
деляют вклады, обусловленные корреляцией между
однофотонными и многофотонными процессами.
Слагаемые с одиннадцатого по четырнадцатое
пропорциональны произведениям трех частот Раби
(трех констант взаимодействия). Их появление
обусловлено одновременным действием (квантовой
интерференцией) трех процессов. При этом учет
знаков между константами взаимодействия (фа-
зовых соотношений) играет важную роль, так как
закон дисперсии зависит еще и от разности фаз
между константами соответствующих оптических
процессов, вклад этих слагаемых зависит не только
от значений частот Раби, но и от значений разности
фаз, введенных ранее. Последние три слагаемых
учитывают вклад в дисперсионное соотношение
квантовой интерференции четырех процессов.
Здесь играют роль корреляции между четырь-
мя константами взаимодействия, обусловленные
четырехчастичными процессами. Слагаемые с
разностью фаз в (4) являются следствием коге-
рентности процессов взаимодействия фотонов с
системой экситонов, биэкситонов и триэкситонов.
По этой причине экспериментальное установление
особенностей поведения закона дисперсии при
одновременном учете всех оптических переходов
может способствовать установлению фазовых
соотношений между различными константами
взаимодействия.

Если в (4) положить

σ1 = σ2 = µ1 = µ2 = µ = 0,

т. е. пренебречь процессами оптической экситон-
биэкситонной и биэкситон-триэкситонной конверсий
и двухфотонного возбуждения биэкситонов и триэк-
ситонов, а также трехфотонного возбуждения три-
экситонов, то получаем уравнение

(ω − ω0) (ω − ω1)− g = 0,

решения которого представляют собой две экситон-
поляритонные ветви известного закона дисперсии.
Если положить

σ2 = µ2 = µ = 0,

то получим закон дисперсии экситон-поляритонов,
состоящий из трех ветвей в условиях действия силь-
ной накачки в области M -полосы, ранее изученный
в [42]. Если пренебречь многофотонными процесса-
ми — двухфотонным возбуждением биэкситонов и

триэкситонов, а также трехфотонным возбуждени-
ем триэкситонов, т. е. положить

mu1 = µ2 = µ = 0,

то закон дисперсии экситон-поляритонов примет вид

(ω − ω0) (ω − ω1) (ω − ω2) (ω − ω3)−
− Ω2

12 (ω − ω2) (ω − ω3)− Ω2
23 (ω − ω1) (ω − ω3)−

− Ω2
34 (ω − ω0) (ω − ω1) + Ω2

12Ω
2
34 = 0. (5)

Выражая из (5) волновой вектор k1 фотона перво-
го импульса, можно в явном виде представить его
зависимость от ω:

ck1 ≡ ω1 = ω −
[

Ω2
12 (ω − ω2) (ω − ω3)− Ω2

12Ω
2
34

]

×

×
[

(ω − ω0) (ω − ω2) (ω − ω3)−

− Ω2
23 (ω − ω3)− Ω2

34 (ω − ω0)
]−1

. (6)

Рассмотрим уравнение (6) в условиях точного ре-
зонанса второго и третьего импульсов ω = ω2 и
ω = ω3:

ck1 ≡ ω1 = ω − Ω2
12

(

ω2 − Ω2
34

)

ω (ω2 − ωω0 − (Ω2
23 +Ω2

34))
. (7)

Отсюда видно, что волновой вектор k1 фотона
первого импульса обращается в бесконечность на
частотах

ω = 0,

ω± =
1

2
ω0 ±

√

1

4
ω2
0 + (Ω2

23 +Ω2
34),

которые определяются частотами Раби Ω23 и Ω34 од-
нофотонных переходов.

Эти частоты определяют положение трех квази-
уровней, которые возникают в результате расщепле-
ния экситонного состояния под действием сильного
поля первого импульса и являются аналогом извест-
ной поперечной частоты ωLT экситон-поляритонов.
Их существование обусловлено только процессами
оптической экситон-биэкситонной и биэкситон-
триэкситонной конверсий, тогда как экситон-
фотонное взаимодействие не оказывает никакого
влияния на положение этих частот. При равенстве
частот Раби происходит симметричное расщепление
экситонного уровня (рис. 2). Увеличение значения
частоты Раби Ω23 экситон-биэкситонного перехода
либо частоты Раби Ω34 биэкситон-триэкситонного
перехода приводит к симметричному смещению
частот ω+ и ω− друг от друга в коротковолновую
и длинноволновую области и, следовательно, к
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Рис. 2. Законы дисперсии экситон-поляритонов без учета
многофотонных переходов в условиях точного резонанса
при значениях частот Раби ω23 = ω34 = 1 — сплошные
линии, ω23 = 1, ω34 = 2 — штриховые, ω23 = 2, ω34 = 1 —

пунктирные

расталкиванию квазиуровней, что свидетельствует
об увеличении расщепления экситонного состояния
(рис. 2). Следовательно, чем больше плотности
фотонов второго f20 и третьего f30 импульсов, тем
больше расходятся частоты ω+ и ω− друг от друга.

В отсутствие условий точного резонанса волно-
вой вектор k1 фотона первого импульса обращается
в бесконечность на частотах, которые определяются
корнями знаменателя выражения (6), представляю-
щего собой кубическое уравнение относительно ω:

(ω − ω0) (ω − ω2) (ω − ω3)− Ω2
23 (ω − ω3)−

− Ω2
34 (ω − ω0) = 0. (8)

Корни знаменателя определяют положение трех
квазиуровней, т. е. расщепление экситонного состо-
яния, которые зависят не только от значений час-
тот Раби Ω23 и Ω34, но и от расстроек резонансов
второго и третьего импульсов ω2 и ω3. Корни урав-
нения (8) определяются известными выражениями
[54]. Анализ дискриминанта уравнения (8) показы-
вает, что при различных значениях расстроек ре-
зонанса дискриминант уравнения больше нуля, что
означает, что все три корня уравнения различны. На
рис. 3 видно, что при изменении расстроек резонан-
сов второго и третьего импульсов ω2 и ω3 происхо-
дит смещение корней уравнения в длинноволновую
(риc. 3 а) или коротковолновую (рис. 3 b) область,
что означает смещение квазиуровней расщепленно-
го состояния, а следовательно, в нашем случае, и
ветвей закона дисперсии экситон-поляритонов.
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Рис. 3. Законы дисперсии экситон-поляритонов без учета
многофотонных переходов, при учете расстроек резонан-
сов δ2 = δ3 = −2 (a), δ2 = −2, δ3 = 2 (b); ω23 = ω34 = 1 —
сплошные линии, ω23 = 1, ω34 = 2 — штриховые, ω23 = 2,

ω34 = 1 — пунктирные

3. ЗАКОН ДИСПЕРСИИ
ЭКСИТОН-ПОЛЯРИТОНОВ БЕЗ УЧЕТА

МНОГОФОТОННЫХ ПЕРЕХОДОВ

Обсудим поведение ветвей закона дисперсии
экситон-поляритонов без учета многофотонных
переходов. Будем считать, что частота фотонов
первого импульса ω1 = ck1, действующего на час-
тоте возбуждения экситонов из основного состояния
кристалла, непрерывно изменяется, тогда как час-
тоты ω2 и ω3 фотонов второго и третьего импульсов
являются фиксированными параметрами.

Введем в рассмотрение расстройки резонансов
∆, δ1, δ2, δ3, нормированные на частоту Раби Ω12

экситонного состояния:
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Рис. 4. Законы дисперсии ∆(δ1) при δ2 = δ3 = 0 без учета
многофотонных переходов ω14 = ω24 = ω13 = 0 и значе-
ниях нормированных частот Раби ω23 = ω34 = ω12 = 1 —
сплошные линии, ω34 = ω12 = 1, ω23 = 2 — штриховые,

ω23 = ω12 = 1, ω34 = 2 — пунктирные

ω − ω0 = Ω12∆,

ω1 − ω0 = Ω12δ1,

ω2 − ω03 + ω0 = Ω12δ2,

ω2 + ω03 − ω04 = Ω12δ3.

(9)

В этом случае дисперсионное уравнение экситон-
поляритонов (4) с учетом выражений (9) имеет вид

∆(∆− δ1) (∆ + δ2) (∆ + δ2 + δ3)−
− (∆ + δ2) (∆ + δ2 + δ3)−

− ω2
23 (∆− δ1) (∆ + δ2 + δ3)−

− ω2
34∆(∆− δ1) + ω2

34 = 0, (10)

где ω23 = Ω23/Ω12, ω34 = Ω34/Ω12 — нормирован-
ные на Ω12 частоты Раби однофотонных перехо-
дов. Для анализа поведения кривых законов дис-
персии экситон-поляритонов более удобным являет-
ся рассмотрение решения уравнения δ1 (∆) с учетом
расстроек резонансов δi (i = 2, 3). Используя подход,
развитый в [44], представим уравнение (10) в виде

δ1 (∆) = ∆− F (∆)

G (∆)
, (11)

где

F (∆) = (∆ + δ2) (∆ + δ2 + δ3)− ω2
34, (12)

G(∆) = ∆3 +∆2(2δ2 + δ3)+

+∆(δ22 + δ2δ3 + ω2
23 + ω2

34)− ω2
23(δ2 + δ3). (13)

Видно, что поведение функции δ1 (∆) будет
существенно определяться корнями знаменателя

G (∆), который представляет собой каноническое
кубическое уравнение G (∆) = 0 относительно ∆.
При этом корни знаменателя будут являться по-
люсами функции δ1 (∆), положение которых будет
изменяться в зависимости от значений параметров
системы.

Рассмотрим случай точного резонанса
δ2 = δ3 = 0, тогда выражения (12) и (13) можно
записать в виде

F (∆) = ∆2 − ω2
34, (14a)

G(∆) = ∆3 −∆(ω2
23 + ω2

34). (14b)

Исследуя G (∆) (14b), изучим поведение ветвей
законов дисперсии ∆(δ1) при различных значениях
расстроек резонансов и частот Раби однофотонных
переходов. Видно, что закон дисперсии представля-
ет структуру ∆(δ1), состоящую из четырех восхо-
дящих с ростом δ1 зеркально-симметричных ветвей,
положение и форма которых определяются значени-
ями частот Раби (рис. 4). При этом корни знамена-
теля будут определяться выражениями

∆ = 0, ∆± = ±
√

ω2
23 + ω2

34. (15)

Из (15) видно, что положение корней знамена-
теля будет определяться значениями нормирован-
ных частот Раби экситон-биэкситонного перехода
ω23 и биэкситон-триэкситонного перехода ω34. При
изменении значения ω23 ветви закона дисперсии
экситон-поляритонов изменяют свою форму, проис-
ходит сближение средних ветвей друг с другом и од-
новременно симметричное смещение в длинноволно-
вую и коротковолновую области верхней и нижней
ветвей, что свидетельствует об увеличении расщеп-
ления экситонного уровня и симметричном смеще-
нии расщепленных квазиуровней друг относительно
друга (рис. 4). Увеличение значений частоты Раби
ω34 приводит к сильному смещению верхней и ниж-
ней ветвей закона дисперсии экситон-поляритонов,
при этом средние ветви расталкиваются и наблюда-
ется сильное сближение средней и верхней ветвей и
средней и нижней ветвей (рис. 4).

Рассмотрим поведение кривых закона диспер-
сии (10) в отсутствие условий точного резонанса
δ2 = δ3 6= 0. Наличие расстроек резонанса фото-
нов падающих импульсов относительно собственных
частот переходов приводит к смещению корней зна-
менателя G (∆) (14b), которые являются полюсами
функции δ1 (∆), и, как следствие, к изменению поло-
жений квазиуровней. Кроме того, наличие расстро-
ек резонансов существенно изменяет форму ветвей
закона дисперсии экситон-поляритонов.
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Рис. 5. Законы дисперсии экситон-поляритонов без уче-
та многофотонных переходов ω14 = ω24 = ω13 = 0,
при различных значениях расстроек резонансов второ-
го и третьего импульсов и нормированных частот Ра-
би: δ2 = δ3 = −2 (a); δ2 = δ3 = 2 (b); δ2 = −2,
δ3 = 2 (c). На всех рисунках тип линии соответству-
ет значениям нормированных изменяющихся частот Раби
(ω23 = ω34 = 1 — сплошные, ω23 = 1, ω34 = 2 — штри-
ховые, ω23 = 2, ω34 = 1 — пунктирные, ω23 = ω34 = 2 —

штрихпунктирные)

На рис. 5 а представлено изменение поведения
ветвей закона дисперсии при различных значени-
ях расстроек резонансов второго и третьего импуль-

сов и частотах Раби ω23 = ω34. Видно, что при
δ2 = δ3 = −2 наблюдается смещение обеих средних
ветвей и нижней поляритонной ветви в длинновол-
новую область ∆ < 0, при этом нижняя и средняя
ветви изменяют свою форму, наблюдается сильное
сближение нижней и средней ветвей в области ∆ < 0

(рис. 5 а), что свидетельствует о проявлении эффек-
та сильной связи в длинноволновой области от час-
тоты экситонного перехода и существенном ослаб-
лении в коротковолновой. Если изменить значение
расстроек резонансов второго и третьего импульсов
δ2 = δ3 = 2, то можно наблюдать возникновение
сближения верхней и средней ветвей в коротковол-
новой области∆ > 0 от частоты экситонного перехо-
да, происходит существенная перенормировка энер-
гетического спектра, со смещением квазиуровней в
область ∆ > 0 (рис. 5 b). При значениях расстроек
резонансов δ2 = −2 и δ3 = 2 наблюдается смеще-
ние верхней и средней ветвей, при этом сохраняется
сильный поляритонный эффект между этими вет-
вями в области ∆ > 0 и одновременно наблюдает-
ся сближение между средними ветвями в области
δ1 < 0 (рис. 5 c). Сближение и расталкивание вет-
вей свидетельствуют об увеличении или ослаблении
поляритонного эффекта в зависимости от значений
расстроек резонансов падающих импульсов.

4. ЗАКОН ДИСПЕРСИИ
ЭКСИТОН-ПОЛЯРИТОНОВ С УЧЕТОМ

МНОГОФОТОННЫХ ПЕРЕХОДОВ

Обсудим поведение ветвей закона дисперсии
экситон-поляритонов при учете многофотонных
переходов, тогда дисперсионное уравнение экситон-
поляритонов (4) будет иметь вид

∆(∆− δ1) (∆ + δ2) (∆ + δ2 + δ3)−
−(∆ + δ2) (∆ + δ2 + δ3)−ω2

23 (∆− δ1) (∆ + δ2 + δ3)−
− ω2

34∆(∆− δ1)− ω2
13∆(∆+ δ2 + δ3)−

− ω2
24 (∆− δ1) (∆ + δ2)− ω2

14∆(∆ + δ2)+

+ ω2
34 + ω2

23ω
2
14 + ω2

13ω
2
24 + 2∆ω13ω34ω14 cosϑ3+

+2ω23ω13 (∆ + δ2 + δ3) cosϑ1+2ω14ω24 (∆ + δ2) cosϑ2+

+2ω23ω34ω24 (∆− δ1) cosϑ4−2ω23ω13ω14 cos (ϑ1 − ϑ3)−
− 2ω13ω23ω34 cos (ϑ2 − ϑ1)−
− 2ω23ω14ω13ω24 cos (ϑ1 − ϑ2) = 0, (16)

где

ω23 = Ω23/Ω12, ω34 = Ω34/Ω12, ω13 = Ω13/Ω12,

ω24 = Ω24/Ω12, ω14 = Ω14/Ω12
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— нормированные на Ω12 частоты Раби однофотон-
ных и многофотонных переходов.

Для анализа поведения кривых законов диспер-
сии экситон-поляритонов более удобным является
рассмотрение решения уравнения δ1 (∆) с учетом
расстроек резонансов δi (i = 2, 3). Представим урав-
нение (16) в виде

δ1 (∆) = ∆− F (∆)

G (∆)
, (17)

где

F (∆) = ∆2(ω2
14 − ω2

13 − 1)+

+∆(δ2(ω
2
14 − ω2

13 − 2)− δ3(ω
2
13 + 1)+

+ 2ω14ω24 cosϑ1 + 2ω23ω13 cosϑ2)+

+ 2δ2ω14ω24 cosϑ1+

+ 2 (δ2 + δ3)ω23ω13 cosϑ2+

+ ω2
23ω

2
14 + ω2

24ω
2
13 + ω2

34−
− 2ω34ω24ω13 cos(ϑ1 − ϑ4)−
− 2ω14ω23ω34 cos(ϑ2 + ϑ4)−

− 2ω14ω23ω24ω13 cos(ϑ1 − ϑ2), (18)

G(∆) = ∆3 + (2δ2 + δ3)∆
2+

+ (δ22 + δ2δ3 − (ω2
23 + ω2

34 + ω2
24))∆+

+ 2ω23ω34ω24 cosϑ3−
− δ2(ω

2
23 + ω2

24)− δ3ω
2
34. (19)

Видно, что поведение функции δ1 (∆) будет суще-
ственно определяться корнями знаменателя G (∆),
который представляет собой каноническое кубиче-
ское уравнениеG (∆) = 0 относительно∆. При этом
корни знаменателя будут являться полюсами функ-
ции δ1 (∆), положение которых будет изменяться в
зависимости от значений параметров системы.

Рассмотрим случай точного резонанса
δ2 = δ3 = 0, тогда выражения (18) и (19) можно
записать в виде

∆2
(

ω2
14 − ω2

13 − 1
)

+

+∆(2ω14ω24 cosϑ1 + 2ω23ω13 cosϑ2)+

+ ω2
23ω

2
14 + ω2

24ω
2
13 + ω2

34−
− 2ω34ω24ω13 cos (ϑ1 − ϑ4)−
− 2ω14ω23ω34 cos (ϑ2 + ϑ4)−
− 2ω14ω23ω24ω13 cos (ϑ1 − ϑ2) = 0, (20)

∆3 −
(

ω2
23 + ω2

34 + ω2
24

)

∆+

+ 2ω23ω34ω24 cosϑ3 = 0. (21)

Второе слагаемое в (21) описывает взаимодействие
импульса на частоте ω2 с экситонами с квазиэнерги-
ей ~ (Ω0 − ω2) с частотой Раби ω23 (переход 2 ⇆ 3),
взаимодействие импульса на частоте ω3 с биэксито-
нами с квазиэнергией ~ (ωT − ω3) на переходе 3 ⇆ 4

с частотой Раби ω34, взаимодействие импульсов на
частотах ω2 и ω3 с экситонами с квазиэнергией
~ (ωT − ω3 − ω2) на переходе 2 ⇆ 4 с частотой Ра-
би ω24, третье слагаемое представляет собой кванто-
вую интерференцию трех процессов. При этом сла-
гаемые, пропорциональные ω23 и ω34, описывают од-
нофотонные переходы, тогда как третье слагаемое —
это следствие учета процесса двухфотонного воз-
буждения триэкситонов 2 ⇆ 4. Положение корней
знаменателя, которые являются поперечными ча-
стотами экситон-поляритонов, т. е. расщепление эк-
ситонного состояния, определяется тремя частотами
Раби и разностью фаз ϑ3. Очевидно, что если одна
из этих частот Раби равна нулю либо разность фаз
ϑ3 = π/2, то слагаемое, описывающее квантовую ин-
терференцию трех процессов, равно нулю.

Изучим поведение корней уравнения (21) при
различных значениях частот Раби и разности фаз
ϑ3. При ϑ3 = π/2 уравнение имеет три различных
корня:

∆1 = 0, ∆2,3 = ±
√

ω2
23 + ω2

34 + ω2
24,

положение которых определяется значениями всех
частот Раби, входящих в уравнение. В случае
ω23 = ω34 = ω24 положение корней ∆2,3 будет
определяться только одной частотой Раби. При
ϑ3 = 0, π уравнение (21) имеет три различных
корня при условии ω23 6= ω34 6= ω24. Решение
кубического уравнения (21) в общем случае можно
представить в виде [54]

∆1 =
−a
3

+ 2

√

−p
3

cos
α

3
,

∆2,3 =
−a
3

+ 2

√

−p
3

cos
α± π

3
,

(22)

где
cosα = − q

2

√

− (p/3)
3
,

p =
−1

3
a2 + b, q =

2

27
a3 − 1

3
ab+ c,

а коэффициенты в условиях точного резонанса бу-
дут иметь следующий вид:

a = 1, b = ω2
23 + ω2

34 + ω2
24, c = 2ω23ω34ω24 cosϑ3.
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a b

c d

Рис. 6. Зависимости корней уравнения ∆(δ2, δ3): при разности фаз ϑi = 0 (i = 1÷ 4), ω23 = ω34 = ω24 = 1 (a); при раз-
ности фаз ϑi = π, ω23 = ω34 = ω24 = 1 (b); ω23 = ω34 = 1, ω24 = 0 (c); при разности фаз ϑi =

π

2
, ω23 = ω34 = ω24 = 1 (d)

Наличие вырождения корней можно определить,
исследуя дискриминант уравнения (18)

D = −108ω2
23ω

2
24ω

2
34 cos

2 ϑ3 − 4
(

−ω2
23 − ω2

24 − ω2
34

)3
.

Видно, что дискриминант и, следовательно, корни
уравнения (21) будут определяться частотами Раби
и разностью фаз ϑ3, входящей в интерференционное
слагаемое всех трех процессов. Анализ дискрими-
нанта уравнения позволяет сделать вывод, что при
∣

∣cos2 ϑ3
∣

∣ = 1 и ω23 = ω34 = ω24 имеем D = 0 и,
следовательно, уравнение (21) имеет один двукрат-
но вырожденный корень и один отличный от него.
Отсюда следует, что при учете процесса двухфотон-
ного возбуждения триэкситонов происходит вырож-
дение корней, которое в нашем случае проявляется
в возникновении пересечения ветвей закона диспер-
сии экситон-поляритонов.

Энергетическая схема процесса возбужде-
ния триэкситонов является частным случаем
энергетической схемы четырехуровневого атома
с неэквидистантным энергетическим спектром.
Результаты, полученные в условиях точного резо-
нанса, согласуются с результатами, полученными в
работе [46].

Рассмотрим влияние расстроек резонансов
на поведение ветвей закона дисперсии экситон-
поляритонов, возникающих при трехфотонном
возбуждении триэкситонов из основного состояния
кристалла.

Проанализируем поведение корней в зависимо-
сти от значений расстроек резонанса и разности фаз
ϑ3. На рис. 6 а,b видно, что при ϑ3 = 0 (рис. 6 а) либо
ϑ3 = π (рис. 6 b) и при условии равенства частот Ра-
би ω23 = ω34 = ω24 наблюдается пересечение корней
уравнения ∆1 и ∆2 в точке δ2 = δ3 = 0 в коротко-
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волновой ∆ > 0 (рис. 6 а) и корней уравнения ∆1 и
∆3 в длинноволновой ∆ < 0 областях (рис. 6 b), на-
личие точек пересечений обусловлено вырождением
корней кубического уравнения (21). При увеличении
значений расстроек резонансов второго и третьего
импульсов δ2 и δ3 наблюдается три корня уравнения,
смещающихся друг относительно друга, что сви-
детельствует об увеличении расщепления возбуж-
денного экситон-поляритонного состояния и смеще-
нии расщепленных квазиуровней друг относительно
друга в коротковолновую и длинноволновую обла-
сти. Если положить ω24 = 0 (рис. 6 c), т. е. исклю-
чить учет двухфотонного перехода 2 ⇆ 4 возбуж-
дения триэкситонов, то наблюдается симметричное
смещение корней кубического уравнения друг отно-
сительно друга при изменении расстроек резонансов
обоих импульсов. При разности фаз ϑ3 = π

2 слагае-
мое, описывающее квантовую интерференцию трех
процессов, равно нулю. В этом случае положение
трех корней будет определяться значениями частот
Раби и расстроек резонансов второго и третьего им-
пульсов. Видно, что при значениях расстроек ре-
зонансов, отличных от нуля, уравнение (21) имеет
три различных корня, которые при увеличении зна-
чений расстроек резонанса симметрично удаляются
друг от друга, при этом увеличение значения часто-
ты Раби ω24 приводит к увеличению смещения кор-
ней друг относительно друга, что свидетельствует
об увеличении расщепления экситон-поляритонного
состояния и смещении квазиуровней (рис. 6 d). Эти
особенности поведения корней уравнения (21) в за-
висимости от значений частот Раби, расстроек резо-
нансов второго и третьего импульсов δ2 6= 0 и δ3 6= 0

−5 0 5

−5

0

5

δ
1

∆

Рис. 7. Закон дисперсии ∆(δ1) при δ2 = δ3 = 0 и значени-
ях нормированных частот Раби ω23 = ω34 = 1, без учета

многофотонных переходов ω13 = ω24 = ω14 = 0

и разности фаз должны проявиться и в поведении
ветвей закона дисперсии ∆(δ1).

Изучим решения уравнения четвертой степени
(16) как функцию ∆(δ1) при постоянных значени-
ях параметров ω23, ω34, ω13, ω24, ω14 и ϑi (i = 1÷ 4).

Для оценки и анализа природы корней уравне-
ния используем подход, развитый в [52], из которого
следует, что все четыре корня ∆i (i = 1÷ 4) уравне-
ния (16) являются действительными и определяют-
ся выражениями [53,55]

∆1,2 =
−b
4a

− S ± 1

2

√

−4S2 − 2p+
q

S
,

∆3,4 =
−b
4a

+ S ± 1

2

√

−4S2 − 2p− q

S
,

(23)

где

p =
8ac− 3b2

8a2
,

q =
b3 − 4abc+ 8a2d

8a3
,

S =
1

2

√

−2

3
p+

1

3a

(

Q+
D0

Q

)

,

Q =
3

√

D1 +
√

D2
1 − 4D3

0

2
,

D0 = c2 − 3bd+ 12ae,

D1 = 2c3 − 9bcd+ 27b2e + 27ad2 − 72ace,

а a, b, c, d — коэффициенты из уравнения (16). Ре-
зультаты анализа дискриминанта уравнения (16)
(см. Приложение) позволяют объяснить особенно-
сти поведения ветвей закона дисперсии. Например,
равенство дискриминанта нулю соответствует вы-
рождению корней уравнения, а это, в условиях на-
шей задачи, выражается в пересечении ветвей зако-
на дисперсии.

Исследуя (16), изучим поведение кривых за-
кона дисперсии экситон-поляритонов. На рис. 7
видно, что закон дисперсии ∆(δ1) при δ2 = 0,
δ3 = 0 и без учета многофотонных переходов
ω14 = ω24 = ω13 = 0 представляет собой структу-
ру, состоящую из четырех восходящих с ростом δ1
ветвей, положение и форма которых определяются
параметрами системы.

Изучим поведение кривых закона дисперсии
∆(δ2, δ3) экситон-поляритонов при δ1 6= 0, ко-
гда учтен только один двухфотонный переход
ω13 6= 0, ω14 = ω24 = 0, и значении разности фаз
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a b

c d

Рис. 8. Законы дисперсии ∆(δ2, δ3) при разности фаз ϑi = 0 (i = 1÷ 4) и значениях нормированных частот Раби од-
нофотонных переходов ω23 = ω34 = 1, многофотонных переходов ω14 = ω24 = 0: ω13 = 0.4, δ1 = 2.1 (a); ω13 = 0.5,

δ1 = 1.5 (b); ω13 = 1, δ1 = 0 (c); ω13 = 2, δ1 = −1.5 (d)

ϑi = 0 (i = 1 ÷ 4). Дисперсионное уравнение (16)
примет вид

∆(∆− δ1)(∆ + δ2)(∆ + δ2 + δ3)−
− (∆ + δ2)(∆ + δ2 + δ3)−

− ω2
23(∆− δ1)(∆ + δ2 + δ3)−

− ω2
34∆(∆− δ1)− ω2

13∆(∆ + δ2 + δ3)+

+ ω2
34 + 2ω23ω13(∆ + δ2 + δ3) cosϑ1−

− 2ω13ω23ω34 cos(ϑ2 − ϑ1) = 0. (24)

В этом случае вычисление и анализ значений
дискриминанта уравнения (16) (см. Приложение)
при изменяющихся расстройках резонансов позво-
ляют получить значения, при которых дискрими-
нант уравнения равен нулю. При этом наблюдает-
ся вырождение корней уравнения, что в нашем слу-
чае выражается в пересечении ветвей закона дис-

персии, а это, в свою очередь, означает перестройку
энергетического спектра. Анализ полученных зна-
чений позволяет сделать вывод, что при некоторых
значениях частоты Раби ω13 и изменяющихся рас-
стройках резонансов второго и третьего импульсов
отсутствуют изменения расстройки резонанса пер-
вого импульса, действующего на основной частоте.
При этом наблюдаются пересечения верхней и сред-
ней поляритонных ветвей ∆(δ2, δ3) и средних вет-
вей закона дисперсии в различных областях отрица-
тельных значений расстроек резонансов второго δ2 и
третьего δ3 импульсов соответственно при фиксиро-
ванном значении δ1 (рис. 8 а). При увеличении зна-
чения частоты Раби ω13 области пересечения верх-
ней и средней поляритонных ветвей и обеих средних
ветвей увеличиваются и смещаются в сторону поло-
жительных значений расстроек резонансов второго
δ2 и третьего δ3 импульсов (рис. 8 b,c). Нужно от-
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a b

c d

Рис. 9. Законы дисперсии ∆(δ1, δ3) при разности фаз ϑi = 0 (i = 1÷ 4) и значениях нормированных частот Раби од-
нофотонных переходов ω23 = ω34 = 1, многофотонных переходов ω13 = ω14 = 0: ω24 = 0.4, δ2 = −2.1 (a); ω24 = 0.5,

δ2 = 1.5 (b); ω24 = 1, δ2 = 0 (c); ω24 = 2, δ2 = 1.5 (d)

метить, что в этом случае средняя ветвь представ-
ляет собой плоскость, не зависящую от δ2 и δ3. Что
касается формы остальных ветвей закона диспер-
сии, то на рис. 8 d видно, что при изменении рас-
строек резонансов средняя ветвь, представляющая
собой плоскость, значительно смещается в область
∆ < 0, тогда как остальные три ветви незначи-
тельно сближаются и расталкиваются друг относи-
тельно друга, изменяя свою форму, что свидетель-
ствует о смещении квазиуровней друг относительно
друга при изменении расстройки резонанса перво-
го импульса, действующего в области экситонного
перехода. Наличие пересечений ветвей закона дис-
персии экситон-поляритонов обусловлено наличием
в уравнении (24) интерференционного слагаемого
ω13ω23ω34.

Изучим поведение кривых закона дисперсии
∆(δ1, δ2) экситон-поляритонов при δ3 6= 0, ко-
гда учтен только один двухфотонный переход
ω24 6= 0, ω14 = ω13 = 0, и значении разности фаз

ϑi = 0 (i = 1 ÷ 4). Дисперсионное уравнение (13)
примет вид

∆(∆− δ1) (∆ + δ2) (∆ + δ2 + δ3)−
− (∆ + δ2) (∆ + δ2 + δ3)−

− ω2
23 (∆− δ1) (∆ + δ2 + δ3)−

− ω2
34∆(∆− δ1)− ω2

24 (∆− δ1) (∆ + δ2)+

+ ω2
34 + 2ω23ω34ω24 (∆− δ1) cosϑ4 = 0. (25)

В этом случае при некоторых отрицательных зна-
чениях расстройки резонанса третьего импульса δ3,
действующего в области биэкситон-триэкситонной
конверсии, наблюдается пересечение верхней и сред-
ней поляритонных ветвей закона дисперсии в обла-
сти положительных значений расстроек резонансов
первого и второго импульсов (рис. 9 а). При уве-
личении значения расстройки резонанса δ3 область
пересечения увеличивается (рис. 9 b). При положи-
тельных значениях расстройки резонанса δ3 возни-
кает пересечение средних ветвей в положительной
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Рис. 10. Законы дисперсии ∆(δ1, δ3) при разности фаз
ϑi = 0 (i = 1÷ 4) и значениях нормированных частот Раби
однофотонных переходов ω23 = ω34 = 1, многофотонных

переходов ω13 = 2, ω24 = 0.5, ω14 = 0, δ2 = 1.5

области значений расстроек резонанса δ1 и δ2, при
этом область пересечения верхней и средней вет-
вей смещается в область отрицательных значений
расстроек резонанса δ1 и δ2 (рис. 9 c). Верхняя по-
ляритонная ветвь представляет собой плоскость, а
три остальные ветви закона дисперсии при измене-
нии значений расстроек резонанса δ3 незначитель-
но смещаются в длинноволновую и коротковолно-
вую области ∆, изменяя свою форму. При этом
можно наблюдать при различных значениях δ1 и δ2
сближение и расталкивание ветвей закона диспер-
сии (рис. 9 d). Наличие пересечений ветвей закона
дисперсии экситон-поляритонов обусловлено нали-
чием в уравнении (19) интерференционного слагае-
мого ω23ω34ω24.

Изучим поведение кривых закона дисперсии
∆(δ1, δ3) экситон-поляритонов при δ2 6= 0, когда
учтены одновременно два двухфотонных перехода
ω13 6= 0, ω24 6= 0, а ω14 = 0, и значении разности
фаз ϑi = 0 (i = 1 ÷ 4). В таком случае можно на-
блюдать пересечения верхней и средней и средних
ветвей закона дисперсии ∆(δ1, δ2), расположенных
в различных областях значений δ1 и δ3 (рис. 10),
при этом средняя ветвь представляет собой плос-
кость, не зависящую от значения δ2. При условии
ω13 < ω24 6= 0 и одинаковых значениях расстройки
резонанса второго импульса δ2 = 1.5 наблюдается
смещение верхней и обеих средних ветвей в корот-

a

b

Рис. 11. Законы дисперсии ∆(δ1, δ2) при разности фаз
ϑi = 0 (i = 1÷ 4) и значениях нормированных частот Раби
однофотонных переходов ω23 = ω34 = 1, многофотонных
переходов: ω13 = 1, ω24 = 0.5, ω14 = 1, δ3 = 1.5 (a);

ω13 = 2, ω24 = 0.5, ω14 = 1.8, δ3 = 1.5 (b)

коволновую область ∆ > 0, при этом области пере-
сечения значительно увеличиваются и наблюдается
сильное сближение верхней и средней ветвей в обла-
сти положительных расстроек δ3 и отрицательных
значений δ1. Также наблюдается сильное смещение
нижних ветвей закона дисперсии ∆(δ1, δ3) в длин-
новолновую область ∆ < 0 (рис. 10).

Изучим поведение кривых закона дисперсии
∆(δ2, δ3) экситон-поляритонов при δ1 6= 0, когда
учтены одновременно два двухфотонных перехода
ω13 6= 0, ω24 6= 0 и трехфотонный переход ω14 6= 0

при значении разности фаз ϑi = 0 (i = 1÷4). В этом
случае наблюдается пересечение верхней и средней
поляритонных ветвей по прямой δ2 = −δ3. При этом
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средняя ветвь представляет собой плоскость. Так-
же существует пересечение обеих средних ветвей по
прямой δ2 = 1.5, при значениях расстроек резонан-
сов δ1 = −1.5, δ2 = 1.5 и δ3 = −1.5 наблюдается
точка пересечения верхней и обеих средних ветвей
закона диперсии ∆(δ2, δ3) (рис. 11 а), что свидетель-
ствует о наличии трехкратно вырожденного корня
дисперсионного уравнения (13). При изменении зна-
чений частоты Раби ω14 наблюдаются пересечения
обеих средних и средней и верхней ветвей, при этом
области пересечений наблюдаются при различных
значениях расстроек резонансов рис. 11 b.

Что касается поведения законов дисперсии
экситон-поляритонов при разности фаз ϑi = π

(i = 1 ÷ 4), то нужно отметить, что все указанные
особенности поведения, описанные для случая
ϑi = 0 (i = 1 ÷ 4), сохранятся, и будут наблюдать-
ся пересечения ветвей законов дисперсии между
средней и нижней поляритонными ветвями.

Изучим поведение кривых закона дисперсии
∆(δ2, δ3) экситон-поляритонов при δ1 6= 0, ко-
гда учтены два двухфотонных перехода ω13 6= 0,
ω24 6= 0, ω14 = 0, и значении разности фаз ϑi = π

2

(i = 1÷4). В этом случае пересечение ветвей закона
дисперсии ∆(δ2, δ3) наблюдается при определенных
наборах значений частот Раби двухфотонных пере-
ходов ω13 = 0.5 и ω24 = 2, либо ω13 = 2 и ω24 = 0.5,
либо ω13 = ω24 = 1 при условии δ1 + δ2 + δ3 = 0

(рис. 12).
Изучим поведение кривых закона дисперсии

∆(δ1) экситон-поляритонов при δ1 6= 0, когда учтен
трехфотонный переход ω14 6= 0, ω13 = ω24 = 0, и зна-
чении разности фаз ϑi = π

2 (i = 1 ÷ 4). В этом слу-
чае пересечение ветвей закона дисперсии ∆(δ1) на-
блюдается при определенных значениях частот Ра-
би трехфотонного перехода ω14 = 1 при условии
|δ1| = |δ2| = |δ3| — пересечение верхней и средней
поляритонных ветвей в области ∆ > 0 и средней
и нижней поляритонных ветвей в области ∆ < 0,
либо перехода ω14 = 2 при условии δ1 = δ2 6= δ3
(−0.5, −0.5, 2) или δ1 6= δ2 = δ3 (−2, 0.5, 0.5). В слу-
чае, если ω14 < 1, найден набор параметров, при ко-
торых возможно пересечение ветвей закона диспер-
сии при ω14 = 0.2 (рис. 13 а) и ω14 = 0.5 (рис. 13 b).

Изучим поведение кривых закона дисперсии
∆(δ1) экситон-поляритонов при δ1 6= 0, когда учте-
ны все многофотонные переходы ω14 6= 0, ω13 6= 0,
ω24 6= 0, и значении разности фаз ϑi = π

2 (i = 1÷ 4).
В этом случае пересечение ветвей закона диспер-
сии ∆(δ1) наблюдается при определенных значени-
ях частот Раби многофотонных переходов ω14 = 0.2,
ω24 = 1.5, ω13 = 1 в длинноволновой области ∆
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Рис. 12. Законы дисперсии ∆(δ1) при разности фаз ϑi =
π

2

(i = 1 ÷ 4) и значениях нормированных частот Раби од-
нофотонных переходов ω23 = ω34 = 1, многофотонных
переходов ω14 = 0. a) ω24 = 2, ω13 = 0.5, δ2 = 1, δ3 = −0.2

— сплошные линии, δ2 = −1, δ3 = 0.2 — штриховые; b)
ω24 = 0.5, ω13 = 2, δ2 = 1, δ3 = −0.8 — сплошные линии,

δ2 = −1, δ3 = 0.8 — штриховые

(рис. 14 a) и при ω24 = 1, ω13 = 1.5 в коротковол-
новой области ∆ (рис. 14 b). Также отметим, что
пересечения зеркально симметричны относительно
∆ = 0.

Анализ поведения закона дисперсии экситон-
поляритонов позволяет сделать вывод, что при уче-
те процессов двухфотонного и трехфотонного воз-

2 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 13. Законы дисперсии ∆(δ1) при разности фаз ϑi =
π

2

(i = 1 ÷ 4) и значениях нормированных частот Раби од-
нофотонных переходов ω23 = ω34 = 1, многофотонных
переходов ω24 = ω13 = 0. a) ω14 = 0.2, δ2 = 1, δ3 = 1.4

— сплошные линии, δ2 = −1, δ3 = 1.4 — штриховые; b)
ω14 = 0.5, δ2 = −1, δ3 = 1.6 — сплошные линии, δ2 = 1,

δ3 = 1.6 — штриховые

буждения биэкситонов и триэкситонов в полупро-
воднике в отсутствие условий точного резонанса
второго и третьего импульсов δ2 6= 0, δ3 6= 0 возни-
кают эффекты пересечения верхней и средней вет-
вей в коротковолновой области спектра при ϑi = 0

и эффекты пересечения нижней и средней ветвей в
длинноволновой области спектра при ϑi = π. При
этом области пересечения ветвей законов диспер-

−5 0 5

−5

0

5

δ
1

∆ a

−5 0 5

−5

0

5

δ
1

∆ b

Рис. 14. Законы дисперсии ∆(δ1) при разности фаз ϑi =
π

2

(i = 1÷ 4) и значениях нормированных частот Раби одно-
фотонных переходов ω23 = ω34 = ω24 = 1, многофотонных
переходов ω24 = ω13 = 0. a) ω14 = 0.2, δ2 = 1, δ3 = 1.4

— сплошные линии, δ2 = −1, δ3 = −1.4 — штриховые; b)
ω24 = 0.5, δ2 = −1, δ3 = 2.6 — сплошные линии, δ2 = 1,

δ3 = −2.6 — штриховые

сии наблюдаются при ограниченных наборах зна-
чений расстроек резонансов падающих импульсов
и различных значениях частот Раби многофотон-
ных переходов. Кроме того, наблюдается существен-
ное изменение формы ветвей законов дисперсии, а
также смещение ветвей законов дисперсии экситон-
поляритонов. Наличие областей сближения и удале-
ния ветвей законов дисперсии экситон-поляритонов
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при различных значениях частот Раби, т. е. при из-
менении плотностей фотонов падающих импульсов
f20 и f30, свидетельствует о возникновении эффек-
та индуцированной мощным полем второго и тре-
тьего импульсов оптической связи экситона с из-
лучением, а наличие областей и точек пересечений
в законе дисперсии экситон-поляритонов свидетель-
ствует о наличии частот нутации в системе экситон-
поляритонов. При ω24 = 0.5, ω13 = 2, ω14 = 1,
δ3 = 1.5 наблюдается пересечение трех ветвей за-
кона дисперсии в одной точке, и это означает, что
существует только одна частота нутации экситон-
поляритонов. Эффекты сближения и расталкива-
ния ветвей, пересечения ветвей закона дисперсии
при изменении значений частот Раби многофотон-
ных переходов Ω13,Ω24,Ω14 можно интерпретиро-
вать как изменение силы связи фотонов первого
импульса с экситоном. Как было показано в [50],
сближение и пересечение ветвей закона дисперсии
экситон-поляритонов приводит к ослаблению погло-
щения на частотах, где наблюдается пересечение.
Фактически экспериментатор, постепенно изменяя
частоты Раби, зависящие от интенсивностей полей
падающих импульсов, будет наблюдать уменьшение
и последующее исчезновение линии или линий по-
глощения и их повторное возникновение при рас-
талкивании ветвей закона дисперсии. Учет много-
фотонных процессов приведет к возникновению в
реальных условиях несимметричного эффекта Аут-
лера – Таунса в экситонной области спектра, теоре-
тически изученного в [50]. Экспериментальное опре-
деление частот, при которых будет наблюдаться пе-
ресечение ветвей закона дисперсии (уменьшение по-
глощения), позволит найти реальные значения раз-
ностей фаз для различных полупроводников. Таким
образом, перенормировка энергетического спектра
экситон-поляритонов ярко проявляется в эффекте
возникновения сильной связи в длинноволновой (ко-
ротковолновой) области и ослаблении в коротковол-
новой (длинноволновой) области в зависимости от
частоты ω0. Это указывает также на смещение акту-
альных точек k-пространства. Эффекты пересече-
ния ветвей закона дисперсии можно, по-видимому,
наблюдать экспериментально — если изменять ин-
тенсивность излучения, это приведет к изменению
силы связи фотонов первого импульса с экситоном
и к спектральному смещению уровней.

В работе [50] также был представлен расчет мощ-
ности падающего импульса и константы двухфо-
тонного взаимодействия с биэкситонами для кри-
сталлов типа СuCl для наблюдения описанных вы-
ше эффектов в объемных средах. Расчеты пока-

зали, что эффекты можно наблюдать при плот-
ности фотонов Nc ≈ 1015 см−3. Именно при та-
ких параметрах, по нашему мнению, можно на-
блюдать пересечение ветвей закона дисперсии. Учи-
тывая, что нам неизвестны константы биэкситон-
триэкситонной конверсии и экситон-фотонного вза-
имодействия для объемных сред, так как энергия
связи триэкситона, по всей видимости, существенно
меньше энергии связи биэкситонов, можно сказать,
что наблюдение описанных выше эффектов потре-
бует большей плотности фотонов падающего излу-
чения. Отсюда можно сделать вывод, что при од-
новременном учете однофотонных, двухфотонных
и трехфотонных оптических переходов возникает
существенная перестройка энергетического спектра
полупроводника в окрестности экситонного состоя-
ния — наблюдается расщепление экситонного уров-
ня с образованием экситон-поляритонов, возника-
ют квазиуровни, положение которых может суще-
ственно изменяться при изменении интенсивности
полей падающих импульсов и значений расстроек
резонансов. Кроме того, разности фаз между кон-
стантами взаимодействия также являются управ-
ляющим параметром, определяющим спектральное
смещение расщепленных квазиуровней экситонно-
го состояния. Представляет интерес то обстоятель-
ство, что если пренебречь процессами двухфотон-
ного возбуждения биэкситонов и триэкситонов, а
также процессом трехфотонного возбуждения три-
экситонов, то симметричные смещения частот эк-
ситонного перехода в красную и голубую сторону
по-прежнему будут иметь место, а изменения кон-
станты экситон-фотонного перехода (т. е. изменения
силы связи фотонов первого импульса с экситоном)
не происходит. Поэтому более детальное исследо-
вание величин константы связи позволит получить
ответ об актуальности учета двухфотонного воз-
буждения биэкситонов и триэкситонов и трехфото-
ного возбуждения триэкситонов наряду и одновре-
менно с учетом экситон-фотонного взаимодействия
и экситон-биэкситонной и биэкситон-триэкситонной
конверсий.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение отметим, что в статье пред-
ставлены результаты исследования особенностей
поведения закона дисперсии экситон-поляритонов
в полупроводнике, взаимодействующих с тремя
импульсами когерентного лазерного излучения с
частотами фотонов, находящимися в резонансе с
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оптически разрешенными однофотонными перехо-
дами между соседними уровнями, а также с учетом
прямых двухфотонных переходов и прямого трех-
фотонного перехода в приближении заданных плот-
ностей фотонов второго и третьего импульсов. Пока-
зано, что в такой системе закон дисперсии экситон-
поляритонов представляет собой структуру из че-
тырех ветвей, положение и форма которых опре-
деляется частотами Раби указанных шести опти-
ческих переходов, расстройками резонанса и плот-
ностями фотонов трех импульсов. Непосредствен-
ный учет многофотонных переходов, двухфотонных
и трехфотонного, приводят к зависимости закона
дисперсии экситон-поляритонов от квантовых пара-
метров — разностей фаз между константами взаи-
модействия, определяющими частоты Раби соответ-
ствующих переходов. Найдены значения парамет-
ров системы — расстроек резонансов и частот Ра-
би, при которых наблюдается пересечение ветвей
закона дисперсии экситон-поляритонов, что свиде-
тельствует о возможности влияния учета однофо-
тонных, двухфотонных и трехфотонных переходов
на перестройку энергетического спектра в окрест-
ности экситонного уровня в полупроводнике. Кроме
того, показано, что расстройки резонансов являются
управляющим параметром перестройки энергетиче-
ского спектра экситонного состояния и позволяют
осуществлять контроль за положением квазиуров-
ней в системе.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Выражение (22) представляет собой квартику
вида

ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0

c действительными коэффициентами и a 6= 0. Ха-
рактер корней выражения (22) определяется знаком
его дискриминанта

Discr = 256a3e3 − 192a2bde2 − 128a2c2e2+

+ 144a2cd2e− 27a2d4 + 144ab2ce2 − 6ab2d2e−
− 80abc2de+ 18abcd2 + 16ac4e− 4ac3d2 − 27b4e2+

+ 18b3cde− 4b3d3 − 4b2c3e+ b2c2d2.

Введем вспомогательные многочлены:

P = 8ac− 3b2, R = b3 + 8da2 − 4abc,
D0 = c2 − 3bd+ 12ae,

D = 64a3e− 16a2c2 + 16ab2c− 16a2bd− 3b4.

Возможные случаи для природы корней следующие:

1. Discr > 0, тогда все четыре корня уравнения
действительны, если P < 0 и D < 0, то все
четыре корня действительны и различны;

2. Discr = 0, тогда (и только тогда) многочлен
имеет кратный корень,

(a) если P < 0 и D < 0 и D0 6= 0, то суще-
ствуют действительный двойной корень и
два вещественных простых корня,

(b) если D0 = 0 и D 6= 0, то существуют трой-
ной корень и простой корень, все действи-
тельные,

(c) если P < 0, есть два действительных
двойных корня,

(d) еслиD0 = 0, все четыре корня равны − b
4a .
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