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С помощью метода Ньюмена –Яниса получено новое вращающееся решение «черная дыра» (ЧД) в гра-

витации c нелокальными поправками. Предложен способ учета поправок от квантовой гравитации при

моделировании теней ЧД с использованием вращающихся метрик ЧД. Метод применим и для других

нелокальных моделей с аналогичной структурой ЧД-решений. Показано, что в будущем при увеличении

точности наблюдений и, следовательно, необходимости более точного их теоретического моделирования

в некоторых случаях удобнее учитывать полевые и/или нелокальные поправки вместо введения новых

полей.

DOI: 10.31857/S0044451024040059

1. ВВЕДЕНИЕ

Идея использования нелокальных членов в дей-
ствии расширенных моделей гравитации обсуждает-
ся довольно продолжительное время [1]. Использо-
вание такого подхода дает еще одну возможность по-
строить модель темной энергии. Нелокальные кон-
струкции использовались, например, в моделях Рэн-
далл – Сандрума [2]. Отметим, что рассмотрение
нелокальных членов позволило установить новые
ограничения на гравитационные модели, используя
данные физики высоких энергий [3]. Таким образом,
нелокальные операторы появляются в эффективном
действии квантовой гравитации:
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L = R + c1R
2 + c2RµνR

µν + c3RµναβR
µναβ +

+ αR log
✷

µ2
R+ βRµν log

✷

µ2
Rµν +

+ γRµναβ log
✷

µ2
Rµναβ , (1)

где R — скаляр Риччи, Rµν и Rµναβ — тензоры Рич-
чи и Римана соответственно, ci, α, β и γ — числовые
коэффициенты, определенные в [4]. Решения вида
«черная дыра» для действия (1) получено и имеет
вид (в сигнатуре (−,+,+,+))

ds2 = −ftdt2 + frdr
2 + r2dΩ2, (2)

где ft, fr — метрические функции,

ft ≃
(
1− 2GnM

r

)
− α̂~G2

nM

r3
+O(G3

n),

fr ≃
(
1− 2GnM

r

)−1

− β̂~G2
nM

r3
+O(G3

n).

Величины α̂ и β̂ — это линейные комбинации ка-
либровочных коэффициентов из табл. 1 в работе [4],
M — масса черной дыры (ЧД), Gn — эффективная
гравитационная постоянная.
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Подчеркнем несколько важных моментов.
Структура нелокальных действий в разных тео-
риях может иметь похожий вид, поэтому и их
ЧД-решения будут аналогичны. Наиболее пер-
спективным и хорошо разработанным решением
подобного типа является уравнение (2). Особенность
его в наличии комбинаций вида GnM , т. е. масса
ЧД M умножается на квантовый коэффициент Gn.
С учетом реальной массы Sgr A* разница между
этими двумя величинами составит по порядку
величины 1044, поэтому влияние нелокальной части
будет исчезающе малым. Однако продолжение
моделирования теней черных дыр важно для того,
чтобы а) разработать модельно-независимый подход
к учету эффектов квантовой гравитации; б) найти
способ учета нелокальных членов для действий
аналогичной структуры, но с коэффициентами
другого порядка, чтобы применять предложенную
схему для теоретического моделирования теней ЧД
с дополнительными степенями свободы без добав-
ления новых полей. Аналогично простая оценка
применимости метрики (2) со значениями из [4] для
описания ускоренного расширения Вселенной (для
расчета радиуса разворота [5]) дает отрицательный
результат по той же причине, о которой говорилось
выше: малости вклада поправок.

Далее, как легко видеть из уравнения (2), ЧД
сферически-симметрична, содержит следующие сте-
пени разложения. Поскольку изображения теней
ЧД при увеличении точности способны дать допол-
нительную информацию и о структуре теории гра-
витации (например, о «приливном заряде» [6–11]),
представляется интересным использовать послед-
ние результаты проекта Event Horizon Telescope
(EHT) [12]. Важно, что оба объекта, полученные на
EHT, представляют собой вращающиеся ЧД. Меж-
ду тем обсуждаемая нами метрика из [4] представ-
ляет собой невращающуюся ЧД. Таким образом,
чтобы повысить точность теоретических предсказа-
ний, необходимо получить решение керровского ти-
па на основе существующего, а после использовать
для моделирования полученную метрику керровско-
го типа.

Для выполнения заявленной программы статья
построена следующим образом. Раздел 2 посвящен
получению вращающейся метрики, в разд. 3 мы об-
суждаем особенности теней для вращающихся мет-
рик, в разд. 4 изложены результаты нашего моде-
лирования теней черных дыр в рамках метрики (2)
с вращением, в разд. 5 проведено сравнение наших
результатов для Sgr A* с полученными от Event

Horizon Telescope, а разд. 6 содержит обсуждение по-
лученных результатов и выводы.

2. ПОЛУЧЕНИЕ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ
РЕШЕНИЯ

2.1. Использование метода Ньюмена– Яниса

Для получения вращающейся версии метрики
черной дыры часто используют алгоритм [11, 13],
рассматривающий вращающийся случай как обоб-
щение невращающегося и названный алгоритмом
Ньюмена – Яниса [14]. Следуя алгоритму, в качестве
первого шага метрику необходимо представить в ко-
ординатах Эддингтона – Финкельштейна (u, r, θ, φ),
используя преобразование

dt =

√
fr
ft
du+ dr. (3)

Тогда метрику (2) можно переписать как

ds2 = −ftdu2 − 2
√
frftdudr + r2dΩ2. (4)

Далее, вводим комплексную тетраду

ea = (lµ, nµ,mµ,m∗µ).

Условия для тетрады задаем в виде

ηab =




0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



, (5)

и далее

lµ = δµr ,

nµ =

√
1

frft
δµu − 1

2fr
δµr ,

mµ =

√
1

2r2

(
δµθ +

i

sin θ
δµφ

)
,

m∗µ =

√
1

2r2

(
δµθ − i

sin θ
δµφ

)
.

Для включения в рассмотрение вращения вводим
комплексное преобразование в виде

r → r
′

= r − ia cos θ,

u→ u
′

= u+ ia cos θ,
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где a — угловой момент. После применения преоб-
разования функции ft, fr и квадрат радиальной ко-
ординаты r2 примут вид

fr → F̃r(r, θ, a), (6)

lim
a→0

F̃r(r, θ, a) = fr, (7)

ft → F̃t(r, θ, a), (8)

lim
a→0

F̃t(r, θ, a) = ft, (9)

r2 → ρ2 = r2 + a2 cos2 θ. (10)

Следуя рассуждениям [15], необходимо заметить,
что преобразования (6)–(9) не являются полностью
однозначными, необходимы дополнительные усло-
вия. Обычно полагают, что grt = grφ = 0. Тогда
преобразованная тетрада примет вид

lµ′ = δµr′ , (11)

nµ′ =

√
1

F̃rF̃t

δµu′ −
1

2fr
δµr′ , (12)

mµ′ =

√
1

2ρ2

(
δµθ + ia sin θ(δµu′ − δµr′) +

i

sin θ
δµφ

)
. (13)

Используя уравнения (5) и (11)–(13), получим мет-
рику с учетом вращения:

ds2 = − F̃tdu
2 − 2

√
F̃rF̃tdudr + ρ2dθ2 −

− 2a sin2 θ(

√
F̃rF̃t − F̃t)dudφ+

+ 2a sin2 θ

√
F̃rF̃tdrdφ +

+sin2 θ

(
ρ2+a2sin2 θ(2

√
F̃rF̃t−F̃t)

)
dφ2. (14)

На последнем шаге необходимо использовать преоб-
разование координат

du = dt+ χ1(r)dr,

dφ = dϕ+ χ2(r)dr.
(15)

Следуя [15], берем χ1(r) и χ2(r) в виде

χ1 = −fr(ω + a2)

r2 + a2fr
, (16)

χ2 = − fra

r2 + a2fr
, (17)

ω = r2
√

1

frft
. (18)

Таким образом, окончательный вид метрики кер-
ровского типа для обсуждаемой теории имеет вид

gtt = − 1

ρ2

[
(ω + a2)2

(f−1
r r2 + a2)

− a2 sin2 θ

]
,

gtφ = − 1

ρ2

[
(ω + a2)a

(f−1
r r2 + a2)

− a

]
,

gφφ = − 1

ρ2

[
a2

(f−1
r r2 + a2)

− 1

sin2 θ

]
,

gθθ =
1

ρ2
, grr =

f−1
r r2 + a2

ρ2
.

(19)

Здесь

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ,

fs = 1− 2MGn

r
,

fex =
~G2

nM

r3
,

ω = r2

(
1 +

(α̂+ β̂)fex
2

)
.

2.2. Уравнение Гамильтона –Якоби

Для уравнений траекторий фотонов в окрест-
ности вращающейся черной дыры необходим вид
функций Sr(r) и Sθ(θ) из уравнения Гамильто-
на – Якоби. В случае изотропных геодезических это
уравнение примет вид

gµν
∂S

∂xµ
∂S

∂xν
= 0. (20)

Так как полученная метрика не имеет явной зависи-
мости от координат t и φ, существуют две сохраня-
ющиеся величины: E = −pt и Lz = pφ (энергия и уг-
ловой момент фотона относительно оси симметрии).
Поэтому для разделения переменных ищем решение
в виде

S = −Et+ Lzφ+ Sr(r) + Sθ(θ). (21)

Из уравнения (20) легко видеть, что уравнения для
pr и pθ разделяются:

ρ4(ṙ)2

E2
= R(r), (22)

ρ4(θ̇)2

E2
= Θ(θ), (23)

где

R(r) =
(
ω + a2 − aλ

)2 − (f−1
r r2 + a2)

[
η + (a− λ)

2
]
,

Θ(θ) = η + cos2 θ

(
a2 − λ

sin2 θ

)
. (24)
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Здесь η = Q/E2, λ = Lz/E, Q — картеровская по-
стоянная разделения.

Для вычисления сферической орбиты фотона
необходимо решить уравнения

R = 0, (25)

dR
dr

= 0. (26)

Подставляя уравнение (24) в (25) и (26), находим
решение для λ и η в виде

λ =
ω + a2

a
− 2ω′

a

(f−1
r r2 + a2)

(f−1
r r2)′

, (27)

η =
4(f−1

r r2 + a2)

(f−1
r r2)′

2 ω′2 − 1

a2

[
ω − 2(f−1

r r2 + a2)

(f−1
r r2)′

ω′

]2
,

где штрихами обозначены производные по r. На-
конец, рассматривая плоскость, перпендикулярную
направлению к удаленному наблюдателю, коорди-
наты тени можно записать как

x′ = − λ

sin θ0
, (28)

y′ = ±
√
η + a2 cos2 θ0 −

λ2

tg2 θ0
, (29)

где θ0 — телесный угол между плоскостью вращения
черной дыры и лучом зрения наблюдателя.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНИ
ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЧЕРНОЙ ДЫРЫ:
ОСОБЕННОСТИ УЧЕТА ВРАЩЕНИЯ

С использованием языка Python проведено чис-
ленное моделирование тени для метрики черной ды-
ры (19). С помощью выражений (28) и (29) рассчи-
тывались координаты X и Y на картинной плос-
кости. Метрика (19) использовалась с различными
значениями как параметра вращения a, так и попра-
вочных коэффициентов α и β.

Как показано ранее [16], тень вращающейся чер-
ной дыры обладает следующими признаками.

1. Горизонтальное смещение. Смещение тени
вдоль положительной оси x может быть найдено с
помощью выражения

D =
xmin + xmax

2
, (30)

где xmin и xmax — минимальное и максимальное зна-
чения координаты x тени ЧД.

2. Асимметрия. При больших значениях пара-
метра вращения a появляется асимметрия тени [11]:

горизонтальный диаметр становится меньше верти-
кального, который остается примерно постоянным.
Таким образом, мерой асимметрии является гори-
зонтальный диаметр тени:

∆x = xmax − xmin, (31)

где xmax и xmin — минимальная и максимальная ко-
ординаты x.

3. Диаметры. Обозначаем горизонтальный
диаметр как

∆x = xmax − xmin = xR − xL, (32)

где введены обозначения L и R для крайней левой и
крайней правой точек края тени. Аналогично опре-
деляем вертикальный диаметр:

∆y = ymax − ymin = yT − yB = 2yT , (33)

где B и T — нижняя и верхняя точки края тени.
Из-за симметрии тени yB = yT , и на рис. 1 a показа-
на связь между ∆y, ∆x и точками R,L, T и B.

4. Круговая аппроксимация. Поскольку тень
является почти круглой, в работе [17] предложено
использовать точки T , R, B как точки, лежащие на
окружности. Первой наблюдаемой величиной явля-
ется радиус тени rs. В качестве второй наблюдаемой
величины вводим параметр искажения

δcs = ∆cs/rs, (34)

где ∆cs — расстояние от окружности до точки L на
тени (показано на рис. 1 b).

Рис. 1. Предельные значения тени R, L, T и B, а также

диаметры тени ∆x и ∆y (a). Наблюдаемые rs и ∆cs, по-

лученные из окружности, проведенной через точки T , R и

B (b)
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Рис. 2. Профили тени черной дыры при различных a для случая метрики Керра и различных фиксированных полей при

угле наклона плоскости вращения θ0 = π/2

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНИ ЧЕРНОЙ
ДЫРЫ ДЛЯ МЕТРИКИ (19)

После нескольких предварительных замечаний
можно приступить к расчету зависимости разме-
ра тени от α и β. Применяя гравитационные по-
правки к метрике стабильной звезды, удовлетворя-
ющей уравнению Толмена – Оппенгеймера – Волкова
[18], мы вводим новые переменные α = α̂ и β = β̂,
которые являются модельно-независимыми.

Необходимо отметить, что в качестве примеров
мы используем значения коэффициентов из [4]. Та-
ким образом, получены изображения теней ЧД для

M = 11) и различных значений a для метрики Керра
и ее расширения, определенные в [18] (в скалярном
поле ξ = 1/3), см. рис. 2. Угол плоскости вращения
равен θ0 = π/2. Заметим две основные особенности:
во-первых, тень смещается от оси симметрии с уве-
личением a и, во-вторых, тень становится асиммет-
ричной вдоль направления x для больших значений
a. Обе особенности исчезают при a→ 0, когда круг-
лая тень для метрики Шварцшильда восстанавлива-
ется. Также заметим, что при угле θ0 = π/2 размер

1) Поскольку в реальном случае M = 10
44, эффект исчеза-

ет, как было указано во Введении.
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Рис. 3. Зависимости смещения D (a) и параметра искажения δ (b) от параметра вращения a для случая метрики Керра

и различных фиксированных полей при угле наклона плоскости вращения θ0 = π/2

Рис. 4. Профили тени черной дыры при различных a для

случая поля примера 2 при угле наклона плоскости враще-

ния θ0 = π/6 (Sgr A*)

тени не меняется из-за вращения (поскольку верти-
кальный диаметр остается неизменным).

По результатам моделирования теней черных
дыр были получены значения эффективных ради-
усов теней rs (см. таблицу).

Таблица. Значения параметров α и β, а также эф-

фективных радиусов теней rs

Тип решения α β rs

Керр 0 0 5.196

Пример 1 0.0318 0.0318 5.193

Пример 2 0.0849 -0.1273 5.228

Пример 3 0.1698 -0.2546 5.259

Пример 4 4.52 -1.846 5.813

Рис. 5. Зависимости размера тени rs от параметра враще-

ния a для случая метрики Керра и различных фиксирован-

ных полей при угле наклона плоскости вращения θ0 = π/6

(Sgr A*). Красной линией выделена область, которая про-

тиворечит результатам наблюдения Sgr A*, зеленой — раз-

решенная

Поскольку EHT были получены ограничения на
размер тени черной дыры (4.3M < rs < 5.3M) [19],
можно отбросить последний вариант в таблице (при-
мер 4).

Перейдем к детальному анализу изображений те-
ней вращающихся черных дыр, а именно смещения
D и параметра искажения δ. На рис. 3 a показаны за-
висимости смещения D от параметра вращения a во
всех обсуждаемых ранее случаях: с увеличением мо-
дуля значений параметров α и β смещение становит-
ся меньше (единственное исключение — это сильное
вращение a = 0.98 и значение для случая примера
1, что, скорее всего, связано с тем, что коэффици-
ент β в данном случае положителен, а в остальных
случаях отрицателен). Также в случае больших зна-
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Рис. 6. Зависимости смещения D (a) и параметра искажения δ (b) от параметра вращения a для случая метрики Керра

и различных фиксированных полей при угле наклона плоскости вращения θ0 = π/6 (Sgr A*)

чений модуля коэффициентов α и β смещение ли-
нейно зависит от параметра вращения a. Однако на
практике данный параметр невозможно определить
корректно, поскольку нет информации о точном на-
чале координат для данной метрики. Теперь перей-
дем к параметру искажения δ (рис. 3 b). Больше все-
го тень отличается от сферической формы в случае
примера 1. При этом в случае примера 4 при боль-
ших модулях α и β тень даже при больших значе-
ниях параметра вращения a остается практически
сферически-симметричной.

5. ОГРАНИЧЕНИЯ ОТ РЕЗУЛЬТАТОВ
НАБЛЮДЕНИЙ SGR A*

Теперь перейдем непосредственно к сравнению с
результатами фотографирования черной дыры Sgr
A*. В [19] показано, что наиболее вероятные зна-
чения параметра вращения a — это 0.5 и 0.94. Эти
предположения оказались возможны, поскольку Sgr
A* находится в нашей галактике и удалось получить
данные по орбитам звезд вокруг этой ЧД. На рис. 4
показаны профили теней черной дыры Sgr A* из
данных EHT (наклон плоскости вращения θ0 = π/6,
значения параметра вращения a равны 0.5 и 0.94).
Также, для сравнения, показан случай с a = 0. Как
можно заключить из профилей теней, в случае дан-
ного угла наклона форма тени искажается незначи-
тельно, но при этом радиус тени меняется. Начнем
с анализа размера тени ЧД (рис. 5). В отличие от
случая θ0 = π/2, при θ0 = π/6 размер тени зави-
сит от параметра вращения a. Как следует из гра-
фика, ограничения EHT проходят все поля (зеленая
область), кроме поля из примера 4 (уже в красной
области). Теперь перейдем к смещению D (рис. 6 a).

Заключаем, что смещение значительно меньше, чем
в рассмотренном в разд. 4 случае. Что касается па-
раметра искажения δ (рис. 6 b), максимальное иска-
жение получится при a = 0.94 и равно около 5–8%
(кроме случая примера 4). При этом при параметре
вращения a = 0.5 искажение составит около 1.5%.

6. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В данной работе с помощью алгоритма Нью-
мена – Яниса было получено вращающееся решение
для модели квантовой гравитации с действием (1).
Проведено моделирование тени ЧД для вращаю-
щейся метрики для чисто квазикерровского слу-
чая и с учетом дополнительных полей в пределе
M = 1. Для более наглядного представления резуль-
татов выбран угол θ0 = 90◦, поскольку в этом слу-
чае тень больше деформируется при сильном вра-
щении. Из ограничений на размер тени [12] отбро-
шен случай примера 4 (rs = 5.813 при максимально
разрешенном 5.3). Также показано, что при боль-
ших значениях a при всех возможных полях, кро-
ме примера 4 (который уже отброшен), тень чер-
ной дыры сильно деформируется. Для метрики ти-
па Керра и примера 1 деформация составляет око-
ло 10–11%, а для примера 2 и примера 3 — 5–8%.
Для фиксации этой деформации требуется гораз-
до меньшее разрешение, чем для фиксации изме-
нения размера тени из-за поправок второго и тре-
тьего порядков, как было показано ранее [6–10]. В
обсуждаемом приближении M = 1 поправки и вра-
щение вносят противоположные друг другу вклады
и, следовательно, могут компенсировать друг дру-
га. Таким образом, в будущем при повышении точ-
ности наблюдений и, следовательно, теоретического
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воспроизведения новых результатов можно было бы
учитывать нелокальные члены (если они имеют по-
рядок, приближающийся к массе ЧД) вместо введе-
ния новых полей.

С помощью результатов EHT [19] показано, что
наиболее вероятный угол наклона для Sgr A* состав-
ляет θ0 = 30◦, а наиболее вероятные значения a —
это 0.5 и 0.94. Нами показано, что в упомянутом
случае (в гипотетическом случае M = 1) тень де-
формируется несущественно. При a = 0.94 дефор-
мация составит около 5–8% (кроме примера 4), а
при a = 0.5 — около 1.5%. Поэтому при дальнейшем
улучшении разрешающей способности можно будет
точно определить параметры вращения Sgr A*. Так-
же при данном наклоне плоскости вращения размер
тени зависит от параметра вращения a, что также
поможет определить его значение при лучшей точ-
ности наблюдений.

В итоге нами предложен алгоритм учета нело-
кальных гравитационных эффектов при моделиро-
вании теней ЧД. Алгоритм не зависит от ультрафи-
олетового предела теории квантовой гравитации и
может быть легко масштабирован на другие нело-
кальные теории.

Финансирование. Работа выполнена при под-
держке Российского научного фонда (грант №23-22-
00073).
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