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Методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых переходов и термодинамических свойств дву-

мерной антиферромагнитной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на решетке кагоме с взаи-

модействиями первых J1 и вторых J2 соседей. Исследования проведены для величины взаимодействия

вторых соседей в интервале 0 6 r = |J2/J1| 6 1. Обнаружено, что при значении r = 0 в системе на-

блюдается беспорядок и сильное вырождение основного состояния. Показано, что учет ферромагнитных

взаимодействий вторых соседей снимет вырождение основного состояния. Проведен анализ характера

фазовых переходов в рассмотренном интервале r. Показано, что в интервале 0.2 6 r 6 1 наблюдается

фазовый переход второго рода.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование фазовых переходов (ФП) и тер-
модинамических свойств соединений, имеющих ре-
шетку кагоме привлекает большое внимание. Это
связано с тем, что в таких соединениях вследствие
особой геометрии решетки могут возникать фруст-
рации. В антиферромагнитных соединениях, имею-
щих решетку кагоме, фрустрации наблюдаются при
учете обменных взаимодействий ближайших сосе-
дей. В ферромагнетиках с решеткой кагоме с ан-
тиферромагнитными взаимодействиями вторых со-
седей фрустрации возникают из-за конкуренции об-
менных взаимодействий между первыми и вторы-
ми соседями. Эффекты фрустрации играют важ-
ную роль в магнитных спиновых системах. Фруст-
рированные магнетики проявляют свойства, отлич-
ные от соответствующих нефрустрированных маг-
нитных систем, что вызывает повышенный интерес
к изучению явлений фрустрации в магнитных си-
стемах [1–3]. Для изучения физических свойств та-
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ких магнетиков широко используются модели Изин-
га, Гейзенберга, Поттса и др. Эти модели описывают
большой класс реальных физических систем: слои-
стые магнетики, пленки жидкого гелия, сверхпрово-
дящие пленки, адсорбированные пленки и др [1,4,5].
На сегодняшний день классические модели Изинга
и Гейзенберга достаточно хорошо изучены и многие
их свойства известны [6–10]. В отличие от моделей
Изинга и Гейзенберга, для модели Поттса существу-
ет совсем немного надежно установленных фактов.
В последние годы исследованию спиновых систем,
описываемых моделью Поттса, было посвящено зна-
чительное число работ [4, 11–16], в которых были
получены ответы на многие вопросы. Было показа-
но, что физические свойства модели Поттса зависят
от пространственной размерности решетки, числа
состояний спина q, величины взаимодействия вто-
рых соседей и от геометрии решетки [11–19]. Боль-
шинство имеющихся результатов получены для мо-
дели Поттса с числом состояний спина q = 2 и
q = 3 [11–13]. В зависимости от числа состояний спи-
на q и пространственной размерности модель Поттса
демонстрирует ФП первого или второго рода. Дву-
мерная модель Поттса с числом состояний спина
q = 4 довольно уникальна и до сих пор мало изу-
ченна. Эта модель может быть использована для
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описания поведения некоторых классов адсорбиро-
ванных газов на графите [20]. Данная модель инте-
ресна и тем, что значение q = 4 является гранич-
ным значением интервала 2 6 q 6 4, где наблюда-
ется ФП второго рода и области значений q > 4,
в котором ФП происходит как переход первого ро-
да [4]. В данной работе нами проводится исследова-
ние двумерной антиферромагнитной модели Поттса
с числом состояний спина q = 4 на решетке кагоме с
учетом ферромагнитных обменных взаимодействий
вторых соседей. Данная модель даже без учета вза-
имодействий вторых соседей является фрустриро-
ванной вследствие особой геометрии решетки. Учет
ферромагнитных взаимодействий вторых соседей в
данной модели может привести к изменению вырож-
дения основного состояния, появлению различных
фаз и ФП, а также влиять на его термодинамиче-
ские и магнитные свойства. Исследование влияния
величины ферромагнитного взаимодействия вторых
соседей на ФП и термодинамические свойства дву-
мерной антиферромагнитной модели Поттса с чис-
лом состояний спина q = 4 на решетке кагоме в лите-
ратуре практически не встречается. В связи с этим в
данной работе нами проводится исследование ФП и
термодинамических свойств этой модели в широком
интервале значений величины взаимодействия вто-
рых соседей. Исследование рассматриваемой моде-
ли на основе современных методов и идей позволит
получить ответ на ряд вопросов, связанных с физи-
кой фрустрированных спиновых систем и систем с
конкурирующими обменными взаимодействиями.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Гамильтониан модели Поттса с числом состоя-
ний q = 4 с учетом взаимодействий первых и вторых
соседей может быть представлен в следующем виде
[21, 22]:

H = −J1
∑

〈i,j〉,i6=j

cos θi,j − J2
∑

〈i,k〉,i6=k

cos θi,k, (1)

где J1 и J2 — параметры обменных антиферромаг-
нитного (J1 < 0) и ферромагнитного (J2 > 0) вза-
имодействия соответственно для первых и вторых
соседей, r = |J2/J1| — величина взаимодействия
вторых соседей, θi,j , θi,k — углы между взаимодей-
ствующими спинами Si–Sj и Si–Sk. В данной ра-
боте рассматривается интервал значений 0 6 r 6 1

с шагом 0.1. Суммирование в уравнении (1) прово-
дится для каждой пары соседних спинов. В данной
модели каждый спин имеет четыре ближайших со-
седа, поэтому суммирование проводилось 4N раз.

J
2

J
1

Рис. 1. Модель Поттса с числом состояний спина q = 4

на решетке кагоме. На вставке для каждого из четырех

возможных направлений спина приведено соответствую-

щее цветовое представление

N = L× L — количество спинов в системе, L = 12–
72, где L измеряется в размерах элементарной ячей-
ки. Такая же процедура проводится и для следу-
ющих ближайших соседей. Схематическое описа-
ние исследуемой модели представлено на рис. 1. Как
видно на рисунке, у каждого спина есть четыре бли-
жайших (J1) и четыре следующих за ближайшими
(J2) соседа. Спины, обозначенные кружками одного
и того же цвета, имеют одинаковое направление. На
вставке к рисунку для каждого из четырех возмож-
ных направлений спина приведено соответствующее
цветовое представление. Направления спинов зада-
ны таким образом, что выполняется равенство

θi,j =

{
0, если Si = Sj;

109.47◦, если Si 6= Sj.

или

cos θi,j =

{
1, если Si = Sj ;

−1/3, если Si 6= Sj .
(2)

Согласно условию (2) для двух спинов, Si и
Sj , энергия парного обменного взаимодействия
Ei,j = −J1, если Si = Sj . В случае, когда Si 6= Sj,
энергия Ei,j = J1/3. Таким образом, энергия пар-
ного взаимодействия спинов равна одной величине
при их одинаковом направлении и принимает
другое значение при несовпадении направлений
спинов. Для модели Поттса с q = 4 в трехмерном
пространстве такое возможно только при ори-
ентации спинов, как показано на вставке рис. 1.
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В настоящее время одним из наиболее эффектив-
ных для исследования подобных систем является
алгоритм Ванга – Ландау метода Монте-Карло
(МК) [23], особенно в низкотемпературной области.
Поэтому нами в данном исследовании был исполь-
зован этот алгоритм. Данный алгоритм является
реализацией метода энтропийного моделирования
и позволяет вычислить функцию плотности состо-
яний системы. Алгоритм Ванга – Ландау основан
на том, что, совершая случайное блуждание в
пространстве энергий с вероятностями, обратно
пропорциональными плотности состояний g(E), мы
получаем равномерное распределение по энерги-
ям. Подобрав вероятности перехода такими, что
посещение всех энергетических состояний стало
бы равномерным, можно получить изначально
неизвестную плотность состояний g(E), зная ко-
торую, можно вычислить значения необходимых
термодинамических параметров при любой темпе-
ратуре. Поскольку плотность состояний g(E) очень
быстро растет с увеличением размеров исследуемых
систем, для удобства хранения и обработки боль-
ших чисел пользуются величиной ln g(E). Более
подробно алгоритм Ванга – Ландау изложен в ра-
боте [13]. Определив плотность состояний системы,
можно рассчитать значения термодинамических
параметров при любой температуре. В частности,
внутреннюю энергию U , свободную энергию F ,
теплоемкость C и энтропию S можно вычислить,
используя следующие выражения:

U(T ) =

∑
E Eg(E)e−E/kBT∑
E g(E)e−E/kBT

≡ 〈E〉T , (3)

F (T ) = −kBT ln

(
∑

E

g(E)e−E/kBT

)
, (4)

C = N(|J1| /kBT )2 · (〈U2〉 − 〈U〉2), (5)

S(T ) =
U(T )− F (T )

T
, (6)

где K = |J1|/kBT , N — число частиц, T — темпе-
ратура (здесь и далее температура дана в едини-
цах |J1|/kB), U является нормированной величиной.
Расчеты проводились для систем с периодическими
граничными условиями (ПГУ).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

На рис. 2 представлены температурные зависи-
мости теплоемкости C для разных значений r, по-
лученные для системы с линейным размером L = 24
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Рис. 2. Температурные зависимости теплоемкости C

(здесь и далее статистическая погрешность не пре-
вышает размеров символов, использованных для по-
строения зависимостей). Как видно на рисунке, для
значения r = 0.1 на температурной зависимости теп-
лоемкости отсутствует острый пик, а наблюдается
сглаженный пик. Отсутствие ярко выраженного пи-
ка теплоемкости объясняется тем, что при r 6 0.1 в
данной модели отсутствует порядок. Для значений
r = 0.2 и r = 0.3 наблюдается расщепление теп-
лоемкости. Наблюдаются два пика и один плавный
«горб». При увеличении величины r плавный «горб»
и низкотемпературный пик исчезают и на темпе-
ратурной зависимости теплоемкости остается один
ярко выраженный пик. Наличие «горба» свидетель-
ствуют о низкоразмерности системы, а расщепление
теплоемкости обычно наблюдается для фрустриро-
ванных спиновых систем [2, 24]. Для исследуемой
нами модели расщепление теплоемкости связано с
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Рис. 3. Температурная зависимость намагниченности m

тем, что учет обменных взаимодействий вторых со-
седей приводит к появление частично упорядочен-
ного магнитного состояния. Рост r сопровождается
сдвигом максимумов в сторону высоких температур
и увеличению значения максимумов. Увеличение аб-
солютных значений максимумов теплоемкости про-
исходит за счет роста вклада обменных взаимодей-
ствий вторых соседей.

Намагниченность системы m вычислялась по
формуле

m =
1

N

N∑

i=1

Si, (7)

где Si — трехкомпонентный единичный вектор
Si = (Sxi , S

y
i , S

z
i ). Он может принимать одно из

четырех направлений, представленных на встав-
ке рис. 1.

На рис. 3 представлены графики зависимости на-
магниченности m от температуры для разных зна-
чений r. При отсутствии взаимодействий вторых
соседей в системе отсутствует порядок и значение
намагниченности близко к нулю. При учете взаи-
модействий вторых соседей в системе наблюдается
частичное упорядочение и намагниченность в низ-
котемпературной области имеет отличные от нуля
значения. Это объясняется тем, что взаимодействие
вторых соседей приводит к изменению магнитной
структуры основного состояния, и в системе возни-
кает частичный порядок. На рисунке видно, что для
r > 0.1 с ростом температуры намагниченность m

плавно снижается, что свидетельствует в пользу ФП
второго рода.

Зависимости энтропии S от температуры пред-
ставлены на рис. 4. Как видно на рисунке, для всего
рассмотренного диапазона значений r с увеличени-

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0.0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5

S/
N

kBT/|J1|

   r = 0
        0.1
        0.2
        0.3
        0.4

ln(4) = 1.38629

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0.0

0.3

0.6

0.9

1.2

1.5
ln(4) = 1.38629

S/
N

kBT/|J1|

   r = 0.5
         0.6
         0.7
         0.8
         0.9
         1  

Рис. 4. Температурная зависимость энтропии S
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Рис. 5. Гистограммы распределения энергии для r = 0.5

при различных L
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ем температуры энтропия стремится к теоретически
предсказанному значению ln 4. Для случая r = 0

в низкотемпературной области энтропия стремится
к отличному от нуля значению. При этом это зна-
чение энтропии сильно отличается от нуля. Такое
поведение энтропии свидетельствует о том, что при
r = 0 основное состояние системы сильно вырожде-
но. Кроме того, известно, что в системах с фрустра-
циями энтропия S при низких температурах должна
стремиться к отличному от нуля значению. В диа-
пазоне 0.1 6 r 6 1 в низкотемпературной области
энтропия стремится к нулю. Это значит, что в дан-
ном диапазоне r отсутствует вырождение основного
состояния. Таким образом, мы видим, что учет фер-
ромагнитных взаимодействий вторых соседей при-
водит к снятию вырождения основного состояния,
даже при малых значениях r.

Для определения рода ФП нами использовался
гистограммный анализ данных метода МК [23, 25].
Этот метод позволяет надежно определить род ФП.
Методика определения рода ФП этим методом по-
дробно описана в работах [26, 27]. Полученные на
основе гистограммного анализа данных результа-
ты показывают, что в данной модели в интерва-
ле 0.2 6 r 6 1.0 наблюдается ФП второго рода.
Это продемонстрировано на рис. 5. На этом рисун-
ке представлены гистограммы распределения энер-
гии для систем с различными линейными размера-
ми для значения r = 0.5. Графики построены для
температуры близкой к критической (T = 0.718).
На рисунке видно, что в зависимости вероятности
W от энергии наблюдается один максимум для всех
значений L, который свидетельствует о ФП второго
рода. Наличие одного максимума на гистограммах
распределения энергии является достаточным усло-
вием для ФП второго рода. Кроме того, на рисун-
ке видно, что при увеличении линейных размеров
системы ширина гистограммы уменьшается, что ха-
рактерно для ФП второго рода. Отметим, что один
максимум на гистограммах распределения для ис-
следуемой модели наблюдается для значений r в ин-
тервале 0.2 6 r 6 1.0. Это позволяет нам утвер-
ждать, что в этом интервале значений r наблюда-
ются ФП второго рода.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование фазовых переходов и термодина-
мических свойств двумерной антиферромагнитной
модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на
решетке кагоме с учетом ферромагнитных взаимо-
действий вторых соседей выполнено с использовани-

ем алгоритма Ванга – Ландау метода Монте-Карло.
Проведен анализ характера фазовых переходов в
широком интервале значений величины взаимодей-
ствия вторых соседей r. Показано, что в интервале
0.2 6 r 6 1 наблюдается фазовый переход второго
рода. Для значений r 6 0.1 в системе отсутству-
ет порядок и наблюдаются фрустрации. Показано,
что при значении r = 0 основное состояние системы
сильно вырождено. Учет ферромагнитных взаимо-
действий вторых соседей приводит к снятию вырож-
дения основного состояния для значений r > 0.1.
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