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Теоретически исследуются квантовые вихри, образованные фотоэлектроном, полученным в результате

надбарьерной ионизации двумерного атома водорода предельно коротким лазерным импульсом. Ана-

лизируется чувствительность квантовых вихрей к начальной фазе ионизирующего поля. Уточняются

интерференционные эффекты, ответственные за появление вихрей. Для рассматриваемой модели об-

суждается использование различных калибровок при описании взаимодействия электрона с полем.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Появление источников электромагнитных им-
пульсов с интенсивностью и длительностью сопоста-
вимыми с соответствующими атомными значениями
открыло возможности для исследования и управле-
ния состояниями одиночных атомов и молекул, а
также их ансамблей. Такие возможности востребо-
ваны как в квантово-информационных приложени-
ях, так и при исследовании новых режимов управ-
ления на атомарных масштабах [1–10].

Одним из нетривиальных эффектов при воздей-
ствии на атом лазерного импульса длительностью
всего в несколько атомных единиц времени явля-
ется появление вихревых структур в электронной
плотности. Первое теоретическое предсказание та-
ких структур было сделано в 2010 году в работе [11].
Позже в работах [12, 13] вихревые структуры были
выявлены в распределении по импульсам для фо-
тоэлектрона, вырванного в процессе ионизации ато-
ма гелия лазерным импульсом. Экспериментальное
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подтверждение вихревых образований появилось в
2017 году в работе [14]. В этом эксперименте рас-
сматривалась многофотонная ионизация атомов ка-
лия последовательностью фемтосекундных лазер-
ных импульсов.

В настоящее время теоретические исследования
подобных вихрей ведутся во многих научных груп-
пах [15–31]. Подходы к исследованию этих образова-
ний представлены как разработками оригинальных
численных методов решения нестационарного урав-
нения Шредингера или эквивалентных ему уравне-
ний квантовой гидродинамики (см., к примеру, [32]),
так и отысканием асимптотических решений.

В работах [16–19] нами исследовались такие вих-
ревые образования, как квантовые вихри [24], воз-
никающие при надбарьерной ионизации двумерного
водородоподобного атома сверхкоротким лазерным
импульсом. Эти вихри проявляют себя как специ-
фические неоднородности в пространственном рас-
пределении фотоэлектрона: центр вихря это нуль
волновой функции, вокруг которого векторное поле
скорости закручивается (отметим, что первый, кто
связал появление нулей волновой функции с возник-
новением вихрей, был Дирак [33]).

Используя нестационарную теорию возмущений,
мы получили аналитическое выражение для вол-
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новой функции фотоэлектрона, которая позволила
увидеть интерференционную природу вихрей и про-
анализировать их зависимость от некоторых пара-
метров импульса. Результаты аналитического под-
хода подтвердились численными расчетами.

В упомянутых работах поле лазерного импульса
моделировалось косинусоидальной зависимостью на
временном интервале [0, T ] (1 < T < 10 отн. ед.), со-
держащем всего несколько периодов колебаний. При
этом в моменты включения и выключения импуль-
са всегда задавалось максимальное значение ампли-
туды, т.е. реализовывалась вариация предельного
случая внезапного возмущения [34]. Другие вари-
ации воздействия лазерного импульса исследованы
не были.

В данной работе, оставаясь в рамках решений,
полученных в [17–19], будет исследовано влияние
начальной фазы поля импульса на образование
квантовых вихрей.

Все вычисления будут проведены в импульс-
ном пространстве. В частности, для идентифика-
ции квантовых вихрей в этом пространстве будет ис-
пользован так называемый «симметричный» поток
вероятности [19, 35], чувствительный к фазе волно-
вой функции.

Также будет уделено внимание интерференцион-
ным эффектам, ответственным за образование кван-
товых вихрей: в распределении фотоэлектрона по
импульсам выделим соответствующий интерферен-
ционный член.

Отдельно будет рассмотрен вопрос о выборе ка-
либровки при нахождении приближенного реше-
ния уравнения Шредингера для рассматриваемой
модели.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
коротко приведен вывод волновой функции фото-
электрона и обсуждены используемые приближе-
ния. Даны выражения для потоков вероятностей. В
разд. 3 приведены результаты расчетов и их анализ.
В разд. 4 обсуждается использование различных ка-
либровок при описании взаимодействия электрона с
полем. Последний раздел подытоживает проделан-
ную работу.

В работе используется атомная система единиц:
~ = 1, me = 1, e = 1.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ ПОДХОД

Оператор Гамильтона Ĥ двумерного атома во-
дорода, взаимодействующего с полем лазера, имеет
стандартный вид:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ = Ĥ0 − d̂F(t), (1)

где Ĥ0 — невозмущенный гамильтониан атома, а
оператор взаимодействия V̂ записан в дипольном
приближении, где d̂ = −r̂ — оператор дипольно-
го момента атома и F(t) — вектор напряженности
электрического поля лазера.

Решение нестационарного уравнения Шрединге-
ра ищется в виде следующей суперпозиции:

|Ψ(t)〉 = |Ψ(0)
1,0〉e−iE1t +

+
∑

m

∞∫

0

bk,m(t)|Ψ(0)
k,m〉e−iEktkdk. (2)

Здесь первое слагаемое соответствует основ-
ному (начальному) состоянию атома с энергией
E1 = −1/2 [36, 37] (полагаем зарядовое число
Z = 1/2). Нижние индексы «1, 0» у вектора |Ψ(0)

1,0〉
указывают на главное квантовое число n = 1 и
проекцию момента m = 0 на ось z. Второе слагаемое
описывает состояние фотоэлектрона и представлено
суперпозицией цилиндрических волн. Индексы у
соответствующих векторов |Ψ(0)

k,m〉 характеризуют
энергию фотоэлектрона

Ek = k2/2 = (k2x + k2y)/2

и проекцию момента m = 0,±1,±2, .... Неизвестные
амплитуды bk,m(t), такие что bk,m(0) = 0, ∀ k,m.

Запись искомого состояния в виде (2) аналогична
записи, используемой в теории Келдыша [38,39], за
исключением того, что вместо волковских функций
стоят цилиндрические волны. Такая запись подра-
зумевает, что интенсивность лазерного поля долж-
на быть меньше атомной, так чтобы вероятность
ионизации атома была мала. Также подразумевает-
ся, что воздействие кулоновского потенциала оста-
точного иона на фотоэлектрон пренебрежимо мало.

Исследование квантовых вихрей в работе будем
проводить в импульсном пространстве. Для этого
спроецируем искомое состояние |Ψ(t)〉 (2) на соб-
ственные векторы |k〉 оператора импульса k̂. Тогда,
используя явный вид необходимых волновых функ-
ций [40]

Ψ
(0)
1,0(k) =

2Φ0(ϕk)

(k2 + 1)3/2
,

Ψ
(0)
k′,m(k) = (−i)|m| δ(k

′ − k)

k′
Φm(ϕk),

(3)

где

Φm(ϕk) =
eimϕk

√
2π

,

(k, ϕk) — полярные координаты импульса k, полу-
чаем

318



ЖЭТФ, том 165, вып. 3, 2024 Влияние фазы ионизирующего. . .

c)

-4 -2 2 4
kx, ky

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

bkx,
bky

d)

-4 -2 2 4
kx, ky

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

bkx,
bky

Рис. 1. a и b — Плотность распределения фотоэлектрона по импульсам ln(ρ). c и d — Зависимости абсолютных значений

волновой функции bkx , bky от компонент kx, ky соответственно. Параметры импульса: F0 = 0.4, ω = π, α = 0, T = 4

Ψ(k, t) ≡ 〈k|Ψ(t)〉 =

=
2Φ0(ϕk)

(k2 + 1)3/2
e−iE1t +

+
∑

m

bk,m(t)(−i)|m|Φm(ϕk)e
−iEkt. (4)

Далее, подставляя разложение (4) в уравнение Шре-
дингера, получаем систему уравнений для нахожде-
ния неизвестных амплитуд bk,m(t):

∂bk,m(t)

∂t
=

=
−i
2

(F−(t)δm,+1 + F+(t)δm,−1)
6keiωk1t

(k2 + 1)5/2
+

+
(−i)|m−1|−|m|

2
F−(t)

( ∂
∂k

− ikt− m− 1

k

)
bk,m−1(t) +

+
(−i)|m+1|−|m|

2
F+(t)

( ∂
∂k

− ikt+
m+ 1

k

)
bk,m+1(t),

(5)

где ωk1 = (k2 + 1)/2 — частота перехода E1 → Ek и
введено обозначение

F±(t) = Fx(t)± iFy(t).

При выводе (5) было использовано явное выражение
для оператора взаимодействия в импульсном пред-
ставлении:

V̂ = F(t)i∇k, ∇k = ∂/∂k.

Отличие системы (5) от соответствующей си-
стемы уравнений, используемой нами ранее (см.
[17–19]), состоит в учете произвольной поляризации
поля F(t).

Решение системы (5) ищем в виде итерационного
ряда

bk,m(t) =
∞∑

s=0

b
(s)
km,10(t),

где b(s)km,10 ∼ F s, а добавленный нижний индекс «10»
указывает на начальное связанное состояние элек-
трона. Отсюда волновая функция фотоэлектрона во
втором порядке теории возмущений равна
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Рис. 2. a и b — Плотность распределения фотоэлектрона по импульсам ln(ρ). c и d — Зависимости абсолютных значений

волновой функции bkx , bky от компонент kx, ky соответственно. Параметры импульса: F0 = 0.4, ω = π, α = 0, T = 3

Ψ̃(k, t) = −i
√

2

π
b
(1)
k1,10(t) cos(ϕk)e

−iEkt +

+
1√
2π
b
(2)
k0,10(t)e

−iEkt−
√

2

π
b
(2)
k2,10(t) cos(2ϕk)e

−iEkt,

(6)

где тильда над Ψ указывает, что связанное состо-
яние опущено, т.е. интерференцией между началь-
ным и конечными состояниями электрона пренебре-
гается. Отметим, что в предыдущих наших работах
[17, 18] использовалось обозначение

Ψ̃(k, t) = b(k, t)e−iEkt.

Также при записи (6) было учтено, что

b
(1)
k1,10(t) = b

(1)
k−1,10(t), b

(2)
k2,10(t) = b

(2)
k−2,10(t).

Для наглядности выпишем явное выражение
для плотности распределения фотоэлектрона по им-
пульсам, которое понадобится нам при обсуждении
интерференционных эффектов

ρ(k, t) ≡ |Ψ̃(k, t)|2 =
1

π
{2 cos2(ϕk)|b(1)k1,10(t)|2 +

+
1

2
|b(2)k0,10(t)|2 + 2 cos2(2ϕk)|b(2)k2,10(t)|2 −

− 2Re
[
ib

(1)
k1,10(t)b

(2)∗

k0,10(t)
]
cos(ϕk) +

+ 4Re
[
ib

(1)
k1,10(t)b

(2)∗

k2,10(t)
]
cos(ϕk) cos(2ϕk)−

− 2Re
[
b
(2)
k0,10(t)b

(2)∗

k2,10(t)
]
cos(2ϕk)}, (7)

где Re[z] означает действительную часть z.
Теперь выпишем и обсудим преимущества так

называемого [19, 35] «симметричного» потока веро-
ятности

j̄(k, t) = − 1

2i
[Ψ̃∗(k, t)∇kΨ̃(k, t)−

− Ψ̃(k, t)∇kΨ̃
∗(k, t)]. (8)

Запишем найденную волновую функцию (6) в
виде

Ψ̃(k, t) =
√
ρ(k, t)e−iχ(k,t),
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Рис. 3. Векторное поле для «симметричного» потока j̄. T = 4 (a, b), T = 3 (c,d). b, d — Увеличенные области векторного

поля (красные прямоугольники), содержащие квантовые вихри

где χ(k, t) — фаза. Тогда, подставляя Ψ̃(k, t) в (8),
получаем

j̄(k, t) = −ρ(k, t)∇kχ(k, t).

Таким образом, поток j̄(k, t) чувствителен к фазе
волновой функции Ψ̃(k, t), в то время как стандарт-
ный поток в импульсном пространстве дается выра-
жением

j(k, t) = kρ(k, t).

Также будем использовать нормированный
«симметричный» поток

v̄(k, t) = j̄(k, t)/ρ(k, t) = −∇kχ(k, t),

который будем называть полем скоростей.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ

Двумерный атом водорода облучается линейно
поляризованным вдоль оси x лазерным импульсом,
напряженность электрического поля которого имеет
вид

F(t) = exF0 cos(ωt− α) [θ(T − t)− θ(−t)] . (9)

где ex — единичный вектор в направлении оси x, F0

— постоянная амплитуда, ω — частота, α — началь-
ная фаза, θ(t) — функция Хевисайда, T — длитель-
ность импульса.

Плотность распределения (7) и «симметричный»
поток (8) (далее просто поток) будем рассматривать
на временах t > T :

ρ = ρ(kx, ky, t > T ), j̄ = (j̄x, j̄y),

где

j̄i = j̄i(kx, ky, t > T ), i = x, y.

3.1. Интерференционный вклад

Вначале проверим, какой из интерференционных
членов в выражении (7) отвечает за образование
квантовых вихрей. Выберем параметры импульса
близкие к тем, для которых ранее уже идентифи-
цировались вихри [16, 17]: F0 = 0.4, ω = π, α = 0,
T = 4.

На рис. 1 представлены графики плотности рас-
пределения фотоэлектрона по импульсам ρ (для
более четкого отображения графики строятся для

2 ЖЭТФ, вып. 3
321



Н. В. Ларионов ЖЭТФ, том 165, вып. 3, 2024

a)

-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04

2.26

2.28

2.30

2.32

2.34

kx

k
y

b)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

2.26

2.28

2.30

2.32

2.34

kx

k
y

c)

0.088 0.089 0.090 0.091 0.092

1.254

1.255

1.256

1.257

1.258

1.259

1.260

1.261

kx

k
y

d)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

kx

k
y

Рис. 4. Векторное поле для v̄. α = 0 (a), π/10 (b), π/3 (c), π/2 (d). Для всех графиков F0 = 0.4, ω = π, T = 4

ln(ρ)), а также нормированные на свои максимумы
следующие зависимости модуля волновой функции:

bkx ≡ |Ψ̃(kx, 0, t > T )|/|Ψ̃max|,
bky ≡ |Ψ̃(0, ky, t > T )|/|Ψ̃max|.

Для выбранных параметров импульса образуют-
ся два симметричных вихря с центрами в точках
kx0

= 0, ky0 = ±
√
2π − 1 ≈ ±2.3 (указаны стрелка-

ми, рис. 1a,c). Теперь, сравнивая плотность ρ (7) с
той же плотностью, но в которой отброшен один из
трех интерференционных членов, находим, что за
образование вихрей отвечает последнее слагаемое в
(7). Это слагаемое описывает интерференцию состо-
яний фотоэлектрона соответствующих цилиндриче-
ским волнам с квантовыми числами m = 0,±2.
Эти состояния есть результат двухфотонного пере-
хода через промежуточные состояния непрерывного
спектра:

|Ψ(0)
1,m=0〉 →

∑

k

|Ψ(0)
k,m=±1〉 → |Ψ(0)

k,m=0,±2〉,

На рис. 1 b, d построены графики без учета этого ин-
терференционного члена. Видно, что вихри отсут-
ствуют.

Аналогичный результат по влиянию интерфе-
ренционных членов можно получить и для других
значений длительности импульса, к примеру, когда
T нечетно и наблюдаются две пары симметричных
вихрей [16, 17].

На рис. 2 для T = 3 (остальные параметры та-
кие же, как на рис. 1), построены ρ и bkx , bky .
Исключение последнего интерференционного сла-
гаемого в (7) приводит к исчезновению вихрей
(рис. 2 b, d), центры которых даются координата-
ми kx0

= 0, ky0 = ±
√
4π/3− 1 ≈ ±1.78, kx0

= 0,

ky0 = ±
√
8π/3− 1 ≈ ±2.71 (рис. 2 a, c).

3.2. «Симметричный» поток j̄

Как показано в [19], квантовые вихри в импульс-
ном пространстве удобно идентифицировать с по-
мощью «симметричного» потока (8). На рис. 3 для
двух рассмотренных выше длительностей импульса
T = 3, 4 построено векторное поле j̄ = (j̄x, j̄y).

На рис. 3a,c видно, что в обоих случаях поле j̄

расходится из центра и на больших масштабах это
расхождение близко к радиальному. Однако в обла-
сти, где наблюдаются квантовые вихри, линии тока
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искривляются (выделено красными прямоугольни-
ками). На рис. 3b,d эти области увеличены.

Для одиночного изолированного вихря, который
имеет место при T = 4, отчетливо видно наличие
вращательной компоненты поля вокруг центра вих-
ря (см. также [19]). Для случая T = 3 такой кра-
сивой картины нет, но видна область слома линий
тока. Именно вдоль этой узкой области (светлая ду-
га), как это было показано нами ранее (см. рис. 4 в
[16]), и локализуются два вихря.

3.3. Чувствительность квантовых вихрей к

начальной фазе поля

На рис. 4 представлено векторное поле скоростей
v̄ = (j̄x/ρ, j̄y/ρ) для четырех случаев: α = 0 (a),
π/10 (b), π/3 (c), π/2 (d). Остальные параметры им-
пульса такие же, как на рис. 1.

Видно, что при увеличении фазы вихрь смещает-
ся. Для α близких к π/2 характерное вихревое пове-
дение поля v̄ наблюдается в существенно более уз-
ком интервале значений kx, нежели чем в случае,
когда α = 0. Для синусоидальной зависимости, т. е.
когда включение и выключение импульса перестают
быть внезапными, идентифицировать вихрь уже не
удается.

На рис. 5 построена зависимость модуля волно-
вой функции bky,min ≡ |Ψ̃(kx,min; ky, t > T )| от ky
при разных значениях проекции kx,min соответству-
ющих локальному минимуму Ψ̃. На графике видно
смещение центра вихря при увеличении фазы α.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
ky

0.0002

0.0004

0.0006

bky,min

Рис. 5. Зависимость модуля волновой функции bky ,min от

проекции ky вблизи центра вихря: α = 0, kx,min = 0 —

сплошная линия, α = π/10, kx,min ≈ 0.04 — штрихи,

α = π/3, kx,min ≈ 0.09 — штрихпунктир. Для всех гра-

фиков F0 = 0.4, ω = π, T = 4

Важно отметить, что строгий нуль найденной
волновой функции Ψ̃ (6), указывающий на центр

вихря, имеет место только при α = 0. Для дру-
гих рассмотренных α 6= 0 соответствующие зна-
чения kx,min характеризуют локальные минимумы,
при этом bky,min 6= 0.

4. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОНА С
ПОЛЕМ В «КАЛИБРОВКЕ СКОРОСТИ»

Как известно, точные решения уравнения Шре-
дингера, полученные в двух разных калибровках —
в «калибровке длины» и в «калибровке скорости»,
дают одинаковые предсказания для вероятностей
переходов в атомных системах. Конечно, это имеет
место только в том случае, когда нерелятивистская
система взаимодействует с той частью мод электро-
магнитного поля, длина волны которых существен-
но превышает размер системы (см., например, [41]).

В случае же приближенных решений, найден-
ных, к примеру, с использованием теории возмуще-
ний, результаты, полученные в разных калибровках,
не обязаны совпадать [38]. Поэтому представляет
интерес рассмотреть решаемую здесь задачу в «ка-
либровке скорости».

Выпишем соответствующий оператор возмуще-
ния

V̂ =
1

c
A(t)p̂+

1

2c2
A2(t), (10)

где векторный потенциал

A(t) = −cex
t∫

0

Fx(t
′)dt′,

Fx(t) = ex · F(t),
(см. (9)). Взяв искомую волновую функцию в виде
(2) и проделывая те же манипуляции, что и в случае
с «калибровкой длины», получаем следующие урав-
нения для неизвестных амплитуд:

∂bk,m(t)

∂t
=
Ax(t)

2c
(δm,+1 + δm,−1)

2keiωk1t

(k2 + 1)3/2
−

− (i)|m|+1−|m−1|Ax(t)

2c
k · bk,m−1(t)−

− (i)|m|+1−|m+1|Ax(t)

2c
k · bk,m+1(t)−

− i
A2
x(t)

2c2
bk,m(t)−

− i
A2
x(t)

c2
δm,0

eiωk1t

(k2 + 1)3/2
. (11)

Видно, что система (11) имеет более простой вид по
сравнению с системой (5), полученной в «калибров-
ке длины»: отсутствуют производные по k, т. е. эти
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уравнения относительно просты для численных вы-
числений.

Как показали предварительные расчеты, приме-
нение теории возмущений к системе (11), вплоть до
второго порядка включительно, позволяет обнару-
жить квантовые вихри, исследованные в данной ра-
боте. Результаты, получающиеся в двух разных ка-
либровках, близки друг другу. Имеющиеся неболь-
шие расхождения не затрагивают основные выводы
работы и могут быть исследованы отдельно.

Отметим, что при получении (11) использова-
лись те же базисные функции невозмущенной за-
дачи, что и при выводе системы (5). Такой выбор
оправдан сделанным в работе приближением вне-
запного включения и выключения возмущения [42].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье теоретически исследовалось
влияние начальной фазы ионизирующего предель-
но короткого лазерного импульса на образование
квантовых вихрей. Показано, что варьирование фа-
зы может приводить как к локализованному вихрю
с хорошо определяемым центром, так и к «разма-
занной» вихревой структуре. При этом важным ас-
пектом здесь является реализация предельного слу-
чая внезапного возмущения, представляющего со-
бой разновидность «встряски» типа «включения»
[34].

Выделен интерференционный вклад в плотности
распределения фотоэлектрона, отвечающий за обра-
зование вихрей. Этот вклад обусловлен интерферен-
цией состояний фотоэлектрона, образованных при
двухфотонном переходе через промежуточные со-
стояния непрерывного спектра.

Подтверждена возможность идентификации
квантовых вихрей в импульсном пространстве с по-
мощью «симметричного» потока (8). В отличие от
работы [19], в которой рассмотрен случай четного T ,
в данной работе также исследован случай нечетного
T , когда появляются две пары квантовых вихрей.

Проведено обсуждение выбора калибровки при
описании взаимодействия электрона с полем.

Уравнения для амплитуд вероятностей в «ка-
либровке скорости» (11) имеют более простой вид,
чем в случае «калибровки длины» (5) и относитель-
но просты для численных расчетов. Обнаруженные
небольшие различия между результатами предвари-
тельных вычислений, полученными в разных калиб-
ровках, не сказываются на основных выводах ста-
тьи.

Благодарности. Автор выражает свою призна-
тельность С. В. Божокину за ценные замечания и
обсуждения полученных автором результатов.
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