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Рассмотрено экранированное электростатическое взаимодействие и взаимодействие Ван-дер-Ваальса

нано- и микроразмерных частиц в пылевой плазме. Электростатическое взаимодействие рассмотрено

на основе линеаризованного уравнения Пуассона –Больцмана для частиц как с фиксированными заря-

дами, равномерно распределенным по их поверхностям, так и с фиксированными электрическими по-

тенциалами поверхности. Найденное решение задачи позволяет исследовать взаимодействие как частиц

сравнимого радиуса, так и частиц сильно отличающихся размеров. В силе взаимодействия учтена осмо-

тическая составляющая, которая в случае постоянных зарядов приводит к восстановлению равенства сил,

действующих на первую и вторую частицы. Для взаимодействия Ван-дер-Ваальса учтено экранирование

статических флуктуаций и запаздывание электромагнитных полей для дисперсионной части взаимодей-

ствия. На основе анализа различных выражений для геометрического фактора с учетом запаздывания

электромагнитного поля предложена численно устойчивая методика расчета этого фактора. Рассчитана

полная энергия взаимодействия двух заряженных пылевых частиц при характерных для пылевой плазмы

параметрах плазмы: концентрации электронов и ионов от 108 до 1012 см−3, радиусе частиц от 10 нм до

1 мкм и зарядах частиц от 10 до 103 элементарных зарядов на микрон радиуса частиц.

DOI: 10.31857/S0044451024020135

1. ВВЕДЕНИЕ

Силы взаимодействия между заряженными по-
верхностями, коллоидными частицами, ионами и ор-
ганическими молекулами, растворенными в водном
электролите, играют важную роль в коллоидной
физике [1], биофизике [2], в процессах электро- и
фото-катализа [3], в геохимии окружающей среды
[4]. Эти силы определяют стабильность коллоидных
систем, динамические свойства и явления типа са-
мосборки в них [5–7], адсорбцию ионов на поверх-
ностях [8], адгезию частиц на границе жидкость-
твердое тело [9] и многие другие свойства.

* E-mail: fav@triniti.ru

Исследования сил взаимодействия на малых рас-
стояниях важны также в физике пылевой плаз-
мы [10–22]. Особенно важную роль эти силы игра-
ют в процессе коагуляции частиц [23, 24]. Ее изу-
чение имеет важное значение также для развития
ряда приложений, например, индустрии производ-
ства наночастиц [25–29] и формирования из них
тонких защитных пленок или пленок с уникальны-
ми физическими и химическими свойствами [30–33],
при точном выделении ван-дер-ваальсовского взаи-
модействия на малых расстояниях [34–38], при изу-
чении адгезии заряженных частиц [39], моделирова-
нии процесса удаления мелких пылевых частиц из
воздуха с использованием различных типов газово-
го разряда [40] и т. д.

Для описания взаимодействия микро- и нано-
частиц в настоящее время в основном используются
приближенные подходы (см., например, обзор
[41]), в которых силы электростатического и ван-
дер-ваальсовского взаимодействия вычисляются
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на основе приближения Дерягина [42]. Электро-
статическое экранированное взаимодействие при
этом описываются теорией Дерягина–Ландау–
Фервея–Овербика (ДЛФО) [43]. В ряде работ элек-
тростатическое взаимодействие рассматривалось
более точно на основе решения линеаризован-
ного уравнения Пуассона – Больцмана [44–53], в
других развиты весьма точные методы расчета
силы ван-дер-ваальсовского взаимодействия (см.,
например, [54]). Ниже представлено точное решение
задачи электростатического взаимодействия между
наночастицами на основе линеаризированного урав-
нения Пуассона – Больцмана, которое дополнено
описанием методики расчета силы взаимодействия
Ван дер Ваальса. На основе развитых подходов
рассчитана полная энергия взаимодействия нано- и
микрочастиц. В настоящей работе не рассматрива-
ются силы взаимодействия, связанные с конечным
размером молекул электролита, современное описа-
ние которых можно найти в работах [55–57].

Настоящая работа является продолжением работ
[58, 59], в которых особое внимание было уделено
случаю постоянных потенциалов поверхности час-
тиц и их взаимодействию в электролитах при до-
статочно высоких концентрациях ионов и, соответ-
ственно, высоких значениях постоянной экраниро-
вания. В настоящей работе будет проведено тестиро-
вание разработанных методов вычисления силы вза-
имодействия с учетом экранирования плазмой пу-
тем сравнения с решением задачи о взаимодействии
в вакууме [60–64]. Особое внимание будет уделено
взаимодействию частиц в пылевой плазме.

2. ЭКРАНИРОВАННОЕ
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

Геометрия задачи о взаимодействии частиц в
плазме с учетом эффектов экранирования приве-
дена на рис. 1. Как и в работах [46–49], электро-
статическое взаимодействие в электролите будем
рассматривать в рамках линеаризированной модели
Пуассона – Больцмана [65]:

∆φ = k2Dφ, (1)

где φ — самосогласованный потенциал электриче-
ского поля, kD — дебаевская постоянная экраниро-
вания:

k2D =
4πe2

ε

(
ne
Te

+
niz

2
i

Ti

)
, (2)

e — заряд протона, ε — статическая диэлектриче-
ская проницаемость среды, ne — концентрация элек-

тронов или отрицательных ионов, ni, zi — концен-
трация и зарядовое число положительных ионов,
соответственно, Te, Ti — температура электронов
или отрицательных ионов и положительных ионов
в энергетических единицах.

Рис. 1. Геометрия задачи о взаимодействии частиц в плаз-

ме с учетом эффектов экранирования. Здесь qi, φi0, ai,

εi — заряд, потенциал поверхности, радиус и диэлектриче-

ская проницаемость i-й частицы, соответственно, i = 1, 2,

ri — радиус-вектор точки наблюдения P , проведенный из

центра i-й частицы Oi, θi — зенитный угол в сфериче-

ской системе координат с полюсом в центре i-й частицы и

осью, направленной к центру другой частицы, R — межча-

стичное расстояние, ε — диэлектрическая проницаемость

электролита, kD — обратная длина экранирования (посто-

янная экранирования) плазмы (электролита)

Общее решение уравнения Гельмгольца (1) для
потенциала системы зарядов, связанных с k-й час-
тицей в сферической системе координат с полюсом
в центре этой частицы определяется выражением
(см., например, [66]):

φk =

∞∑

n=0

Ak,nkn (kDrk)Pn (cos θk) , (3)

где Ak,n — коэффициенты разложения, kn — моди-
фицированные сферические функции Бесселя 3-го
рода:

kn(x) =

√
π

2x
Kn+1/2(x), (4)

Kn+1/2 — модифицированные функции Бесселя 3-го
рода (функции Макдональда) [67]. Для нахождения
коэффициентов Ak,n из граничных условий нужно
найти коэффициенты переразложения потенциала
i-й частицы, записанного через полиномы Лежанд-
ра с полюсом в центре этой частицы, по полиномам
Лежандра с полюсом в центре другой k-й макроча-
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стицы, для чего воспользуемся формулой сложения
[44, 68]:

kn (r̃i)Pn (cos θi) =

=

∞∑

m=0

(2m+ 1)Lnm

(
R̃
)
im (r̃k)Pm (cos θk) , (5)

где r̃i = kDri, r̃k = kDrk, R̃ = kDR, R — расстояние
между центрами макрочастиц, i = 1, 2, k = 3 − i,
in(x) — модифицированные сферические функции
Бесселя 1-го рода:

in(x) =

√
π

2x
In+1/2(x), (6)

In+1/2 — модифицированные функции Бесселя 1-го
рода (функции Инфельда) [67], зависящие от R ко-
эффициенты Lmn определены суммой

Lnm

(
R̃
)
=

min{n,m}∑

ℓ=0

kn+m−2ℓ

(
R̃
)
Gℓnm, (7)

Gℓnm =
(n+m− ℓ)! (n+m− 2ℓ+ 1/2)

ℓ!(n− ℓ)!(m− ℓ)!
×

× 1

π

Γ (n− ℓ+ 1/2) Γ (m− ℓ+ 1/2) Γ (ℓ+ 1/2)

Γ (m+ n− ℓ+ 3/2)
, (8)

где Γ(x) — гамма-функция:

Γ (n+ 1/2) =
√
π
(2n− 1)!!

2n
, (9)

(2n− 1)!! = 1 · 3 · · · · · (2n − 1). В выражении (7)
и ниже с тильдой отмечены приведенные к дебаев-
скому радиусу величины: R̃ = kDR. Отметим, что
Gℓnm = Gℓmn и, следовательно, Lnm = Lmn. (По по-
воду вычисления коэффициентовGℓnm см. Приложе-
ние А.

Окончательно, для потенциала i-й частицы полу-
чим выражение через полиномы Лежандра с полю-
сом в центре k-й макрочастицы (i = 1, 2, k = 3− i):

φi (r̃k, θk) =

=

∞∑

n=0

∞∑

m=0

Ai,mbnm

(
r̃k, R̃

)
Pn (cos θk) , (10)

где коэффициенты bnm определяются выражением:

bnm

(
r̃k, R̃

)
= (2n+ 1) in (r̃k)Lmn

(
R̃
)
. (11)

В работах [46–49] коэффициенты bnm определя-
лись в виде двойных сумм от произведений моди-
фицированных функций Бесселя 1-го и 3-го родов,

а выражение (11) содержит только однократное сум-
мирование при вычислении Lmn. Численные расче-
ты показали, что коэффициенты bnm, вычисленные
по (11) и формулам, приведенным в [46–49], совпа-
дают в пределах ошибок вычислений с двойной точ-
ностью на компьютере.

В плазме или электролите в зависимости от па-
раметров плазмы и частиц конденсированной дис-
персной фазы может реализоваться либо режим по-
стоянства потенциалов поверхности макрочастиц,
либо режим постоянства их зарядов (подробное об-
суждение данного вопроса для электролитов см. в
работе [49]). Для макрочастиц радиусом 1 мкм и бо-
лее и при достаточно высокой концентрации плазмы
ni > 109 см−3 при изменении межчастичного рас-
стояния с тепловой скоростью макрочастиц оказы-
вается постоянным потенциал их поверхности φi,0,
который совпадает с плавающим потенциалом плаз-
мы. Для наночастиц радиусом около 100 нм и мень-
ше и при достаточно низкой концентрации плазмы
ni < 109 см−3 реализуется режим постоянных за-
рядов. Поэтому в настоящей работе рассмотрим оба
режима сближения нано или макрочастиц.

2.1. Режим постоянных зарядов

Граничные условия у поверхности частиц в этом
случае имеют вид [69, 70]

φI|r1=a1 = (φ1 + φ2)|r1=a1 ,
φII|r2=a2 = (φ1 + φ2)|r2=a2 ,

(12)

ε1
∂φI
∂r1

∣∣∣∣
r1=a1−0

−ε ∂ (φ1 + φ2)

∂r1

∣∣∣∣
r1=a1+0

= 4πσ1,

ε2
∂φII
∂r2

∣∣∣∣
r2=a2−0

−ε ∂ (φ1 + φ2)

∂r2

∣∣∣∣
r2=a2+0

= 4πσ2,

(13)

где φI, φII — потенциалы электрического поля внут-
ри 1-й и 2-й частиц, соответственно, ε1, ε2 — их ди-
электрические проницаемости, σ1 и σ2 — распреде-
ления плотности заряда по их поверхностям.

Общее решение уравнения Лапласа внутри одно-
родного диэлектрика с учетом требования конечно-
сти потенциала внутри наночастиц можно записать
в виде [69, 70]

φI (r1, θ1) =

∞∑

n=0

CnPn (cos θ1) r̃
n
1 ,

φII (r2, θ2) =

∞∑

n=0

DnPn (cos θ2) r̃
n
2 ,

(14)

где Cn, Dn — коэффициенты разложения.
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Используя выражения (10) и (14), из граничных
условий (12) и (13) для коэффициентов разложения
потенциалов φ1 и φ2 получим систему уравнений
(n = 0, 1, . . . )

α1,nA1,n +
∞∑

m=0

β1,nmA2,m =
4π

kD
σ1,n,

α2,nA2,n +

∞∑

m=0

β2,nmA1,m =
4π

kD
σ2,n,

(15)

где коэффициенты αi,n и βi,nm, i = 1, 2, определены
соотношениями

αi,n = εkn+1 (ãi) +
n (εi − ε)

ãi
kn (ãi) ,

βi,nm =
nεi
ãi
bnm

(
ãi, R̃

)
− ε

∂bnm

(
ãi, R̃

)

∂ãi
,

(16)

σi,n — коэффициенты разложения плотности по-
верхностного заряда по полиномам Лежандра:

σi,n =
2n+ 1

2

1∫

−1

Pn (µi)σi (µi) dµi. (17)

Здесь учтено, что в настоящей работе мы рас-
сматриваем распределение поверхностного заряда,
аксиально-симметричное относительно оси z. В слу-
чае равномерного распределения свободных зарядов
будет отличным от нуля только член с n = 0:

σi,0 =
qi

4πa2i
, i = 1, 2. (18)

Перепишем систему (15), исключив из первого
уравнения коэффициенты A2,m с помощью второго
уравнения. В итоге получим

A1,n −
∞∑

k=0

A1,k

∞∑

m=0

β1,nmβ2,mk
α1,nα2,m

=
σ1,n
α1,n

−

−
∞∑

m=0

β1,nm
α1,nα2,m

σ2,m, n = 0, 1, . . . (19)

Система уравнений (19) позволяет определить коэф-
фициенты разложения потенциала первой частицы
и, используя второе уравнение системы (15), опреде-
лить коэффициенты разложения потенциала второй
частицы.

Из (7), (11) и (16) видно, что величины βi,nm
являются суммой, каждый член которой содер-
жит сферическую функцию Макдональда, а имен-

но kn+m−2ℓ

(
R̃
)
, ℓ = 0, 1, . . . ,max{n,m}, поэтому

имеют общий сомножитель exp(−R̃). Следователь-
но, произведение β1,nmβ2,mk включает общий сомно-
житель exp(−2R̃). Теперь, пренебрегая членами, со-
держащими exp(−2R̃) и более высокие степени, из
(19) и аналогичного уравнения для 2-й частицы в
случае равномерной зарядки частиц можно найти

Ai,n ≈ 4π

kDαi,n
σi,nδn,0 −

4π

kD

βi,n0
αi,nα3−i,0

σ3−i,0. (20)

Из (11) при m = 0 имеем

bn0

(
r̃k, R̃

)
= (2n+ 1) in (r̃k) kn

(
R̃
)
. (21)

Теперь, используя определения (16), получаем (см.
[71])

Ai,n ≈ 4πσi,0
εkDk1(ãi)

δn,0−

− 4πσ3−i,0
εkDk1(ã3−i)

(2n+ 1) kn

(
R̃
)
Mn (ãi, ε, εi) , (22)

где Mn — функции, определенные соотношением
(см. [71])

Mn (ãi, ε, εi) =
n (εi − ε) in (ãi)− εãiin+1 (ãi)

εãikn+1 (ãi) + n (εi − ε) kn (ãi)
. (23)

При a2 = 0 это решение переходит в решение задачи
о взаимодействии точечного заряда с диэлектриче-
ским шаром в плазме (см. [71]). С ростом номера n
значение функций in растут, а kn – падают, а значе-
ние произведения in(x)kn(x) убывает очень медлен-
но. О скорости убывания можно судить по соотно-
шению [67]

kn (x) in+1 (x) + kn+1 (x) in (x) =
π

2x2
. (24)

Поэтому вычисление коэффициентов Ai,n с прием-
лемой точностью требует учета большого числа чле-
нов. Ниже приближенное решение (22) будет ис-
пользовано для определения числа учитываемых
членов разложения потенциалов.

2.2. Режим постоянных потенциалов

поверхности

В случае, когда характерное время зарядки час-
тиц значительно превышает характерное время из-
менения расстояния между ними, реализуется ре-
жим постоянных потенциалов поверхности, кото-
рые определяются плавающим потенциалом плаз-
мы. Отметим, что в случае проводящих частиц по-
тенциал поверхности также является постоянным в
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том смысле, что не зависит от угловых переменных,
но при постоянном заряде меняется при изменении
межчастичного расстояния. В режиме постоянных,
не зависящих от межчастичного расстояния потен-
циалов поверхности частиц φi,0, i = 1, 2, решение
рассматриваемой здесь задачи заметно упрощает-
ся и для нахождения коэффициентов разложения
из условия непрерывности потенциала на границе
раздела диэлектрических сред [69] получим систе-
му уравнений (n = 0, 1, . . . ,):

kn (ã1)A1,n +
∞∑

m=0

bnm

(
ã1, R̃

)
A2,m = φ1,0δn0,

kn (ã2)A2,n +

∞∑

m=0

bnm

(
ã2, R̃

)
A1,m = φ2,0δn0.

(25)

Исключив A2,n из первого уровня с помощью второ-
го, после перемены порядка суммирования получим

A1,n −
∞∑

k=0

A1,k

∞∑

m=0

bnm

(
ã1, R̃

)
bmk

(
ã2, R̃

)

kn (ã1) km (ã2)
=

= φ1,0
δn0

kn (ã1)
− φ20

(2n+ 1) in (ã1) kn

(
R̃
)

k0 (ã2) kn (ã1)
. (26)

Если пренебречь членами, содержащими
exp(−2R̃) и более высокие степени, то из (26)
находим

Ai,n ≈ φi,0
k0 (ãi)

δn0−

− (2n+ 1)
in (ãi) kn

(
R̃
)

kn (ãi) k0 (ã3−i)
φ3−i,0. (27)

Заряды частиц в режиме постоянных потенциа-
лов становятся функциями межчастичного рассто-
яния. Из граничного условия непрерывности элек-
трической индукции (13) для определения зарядов
получим выражения

qi = εaiãi

[
k1 (ãi)Ai,0−

− i1 (ãi)

∞∑

m=0

km

(
R̃
)
A3−i,m

]
, i = 1, 2. (28)

После простых преобразований с использованием
(25) и соотношения (24), из (28) следует

qi =
εai

sinh (ãi)

{
π

2
Ai,0−

−
[
ãi cosh (ãi)− sinh (ãi)

]
φi,0

}
. (29)

Из (28) можно получить и другое выражение для
определения заряда:

qi = qi,∞ − εaie
ãi

∞∑

m=0

km

(
R̃
)
A3−i,m, (30)

которое явно содержит связь заряда с потенциалом
уединенной частицы:

qi,∞ = εaiφi,0 (1 + ãi) , (31)

так как для частиц, удаленных друг от друга на
большое расстояние, R → ∞, их влияние друг на
друга пренебрежимо мало. В этом случае из (27)
следует

A∞
i,0 =

φi0
k0 (ãi)

=
2

π
φi0ãie

ãi , i = 1, 2. (32)

Соотношение (31) можно получить и из сравнения
выражений (27) и (32), которые при R→ ∞ должны
совпадать.

2.3. Определение силы взаимодействия

В работах [46, 47] для нахождения силы исполь-
зовался максвеллов тензор натяжений

Tn,i =
ε

4π

(
EnE− 1

2
nE2

)∣∣∣∣
r=ai

, (33)

где E = −∇φ, n — вектор внешней нормали к по-
верхности i-й частицы, En = E · n. В результате ин-
тегрирования по углам для z-составляющей силы,
действующей на i-ую частицу, было получено выра-
жение

Fi,z = ε

∞∑

n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)

[
Ξi,n−1−

− (n− 1)Ψi,n−1

][
Ξi,n + (n+ 1)Ψi,n

]
, (34)

где

Ξi,n = Ai,n [nkn (ãi)− ãikn+1 (ãi)] +

+
∞∑

m=0

A3−i,mãi
∂bnm

(
ãi, R̃

)

∂ãi
, (35)

Ψi,n = Ai,nkn (ãi) +
∞∑

m=0

A3−i,mbnm

(
ãi, R̃

)
. (36)

Отметим, что согласно рис. 1, ось z для второй час-
тицы направлена влево.

В работах [72, 73] было предложено выражение
для определения плотности поверхностных сил, свя-
занных с осмотическим давлением на поверхности

280



ЖЭТФ, том 165, вып. 2, 2024 Экранированное и ван-дер-Ваальсовское взаимодействие. . .

частиц, которое в работе [74] было преобразовано в
обычный максвелловский тензор натяжения:

T oi,αβ = − ε

4π
k2D φ2

∣∣
r=ai

δαβ , (37)

где α, β = x, y, z. Для рассматриваемой в настоящей
работе задачи существенна только z-компонента
максвелловского тензора натяжения:

T oi,rz = − ε

4π
k2D φ2

∣∣
r=ai

cos θ. (38)

Таким образом, для осмотической составляющей си-
лы находим

F oi,z=

∫

S

Ti,rzdSi=−ε
2
a2i k

2
D

π∫

0

φ2
∣∣
r=ai

cos θ sin θdθ =

= −εã2i
∞∑

n=1

nΨi,n−1Ψi,n
(2n− 1) (2n+ 1)

, (39)

где величина Ψi,n определена выражением (36).

2.3.1. Постоянные заряды частиц

В случае постоянных зарядов частиц осмотиче-
ская составляющая силы отлична от нуля, поэтому
складывая Fi,z и F oi,z , для полной силы взаимодей-
ствия из (34) и (39) получим

F ti,z = ε
∞∑

n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)

{[
Ξi,n−1−

− (n− 1)Ψi,n−1

][
Ξi,n + (n+ 1)Ψi,n

]
−

− ã21Ψi,n−1Ψi,n

}
. (40)

Исключим производную ∂bnm/∂ãi в выражении
(35) для Ξi,n с помощью уравнений (15) и после
несложных преобразований находим

Ξi,n = −4πai
ε

σi,n +
nεi
ε

Ψi,n. (41)

В итоге из (40) получим

F t1,z = − q1
a1

ε1 + 2ε

3ε
Ψ1+

+

∞∑

n=1

(n− 1) (ε1 − ε) [nε1 + ε (n+ 1)]− ε2ã21
ε (2n− 1) (2n+ 1)

×

× nΨn−1Ψn. (42)

Далее получим выражение для силы взаимодей-
ствия при kDR≫ 1, пренебрегая членами, содержа-

щими exp(−2R̃) и более высокие степени. Используя
(20) или (22), из (34) находим

F1,z = −q1q2
εR2

1 + R̃

(1 + ã1) (1 + ã2)
e−kDL×

×
(
1 +

ε

ε1 + 2ε

ã21
1 + ã1

)−1

. (43)

Из этого выражения видно неравенство сил:
F1,z 6= F2,z, на что обращалось внимание в работах
[46, 47]. При этом для осмотической составляющей
силы (39) с той же точностью находим

F o1,z = −q1q2
R2

e−kDL

(
1 + R̃

)

(1 + ã1) (1 + ã2)
×

× ã21
(ε1 + 2ε) (1 + ã1) + εã21

. (44)

Суммируя (43) и (44), для полной силы находим
симметричное относительно перестановки частиц,
хорошо известное выражение в приближении Деря-
гина [43]:

FDz = −q1q2
εR2

1 + R̃

(1 + ã1) (1 + ã2)
e−kDL. (45)

Это выражение можно получить и напрямую из
(42).

2.3.2. Постоянные потенциалы поверхности
частиц

В случае постоянных потенциалов поверхности
частиц, используя выражение (25), из (36) находим

Ψi,0 = φi,0, Ψi,n = 0, n ≥ 1. (46)

В этом случае осмотическая составляющая силы ис-
чезает и для определения силы в случае постоянных
потенциалов поверхности частиц из выражения (34)
следует

Fi,z = ε

∞∑

n=1

nΞi,n−1Ξi,n
(2n− 1) (2n+ 1)

. (47)

Для величины Ξn, используя свойства модифи-
цированных сферических функций Бесселя [67] и
первое уравнение системы (25), можно получить

Ξn = ã1
in+1 (ã1)

in (ã1)
φ10δn0 −

π

2ã1in (ã1)
A1,n. (48)
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В итоге, выражение для силы (47) принимает вид

Fi,z = −επ
6

A1,1

i0 (ã1)
φ1,0 + ε

(
π

2ã1

)2

×

×
∞∑

n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)

A1,n−1A1,n

in−1 (ã1) in (ã1)
. (49)

На больших расстояниях при выполнении усло-
вия kDR ≫ 1, пренебрегая членами, содержащими
exp(−2R̃) и более высокие степени, используя (27),
из (49) находим хорошо известное выражение для
силы в приближении Дерягина [43]:

FDLVO = −εφ1,0φ2,0
π

2

k1

(
R̃
)

k0 (ã1) k0 (ã2)
≡

≡ −εφ1,0φ2,0
a1a2
R2

(1 + kDR) e
−kDL, (50)

где L = R− a1 − a2.
На рис. 2 проводится сравнение силы взаимодей-

ствия двух частиц одного (a) и разных радиусов (b)
при различных плотностях плазмы от ne = ni = 108

до 1012 см−3 с силой взаимодействия в вакууме
(ε = 1). Видно, что при малой плотности плазмы
на малых расстояниях эффекты экранирования пре-
небрежимо малы и сила электростатического взаи-
модействия в плазме практически не отличается от
силы электростатического взаимодействия в вакуу-
ме. По мере увеличения плотности плазмы эффект
экранирования возрастает и проявляется уже на ма-
лых расстояниях между поверхностями частиц.

2.4. Потенциал электростатического

взаимодействия частиц

После интегрирования (50) и (45) получим хоро-
шо известные выражения для электростатического
потенциала в приближении Дерягина [43]:

UD = εφ1,0φ2,0
a1a2
R

e−L̃ =

=
q1q2
εR

e−kDL

(1 + ã1) (1 + ã2)
. (51)

Переход от одной формулы к другой легко осу-
ществляется с помощью соотношения (31).

В работе [72] на основе термодинамических со-
ображений было предложено выражение для сво-
бодной энергии или потенциала взаимодействия час-
тиц:

U (R) + U∞ =

=

∫

S1+S2

[
Qs (φs, rs)−

1

2
φsσs (φs, rs)

]
dS, (52)

a

b

Рис. 2. Зависимости приведенной к кулоновской

FC = q1q2/R
2 силы взаимодействия Fz двух частиц

при Te = Ti = 300 K, a1 = a2 = 1 мкм, q1 = q2 = 100e

(a ) и a1 = 1 мкм, a2 = 100 нм, q1 = 100e, q2 = 10e (b )

при разных концентрациях электронов и ионов в плазме

(в скобках указан дебаевский радиус RD = 1/kD в мкм):

1 — ne = 108 (84.6), 2 — 109 (26.7), 3 — 1010 (8.46), 4 —

1011 (2.67), 5 — 4 · 1011 (1.34), 6 — 1012 см−3 (0.85), 7 —

в вакууме

где φs — потенциал поверхности частиц, в общем
случае зависящий от угловых переменных сфериче-
ской системы координат с полюсом в центре части-
цы: φs = φs (θ, ϕ), rs — радиальная координата по-
верхности частиц, σs — плотность поверхностного
заряда: σs = σs (θ, ϕ), U∞ — обеспечивает обнуление
потенциала взаимодействия при R∞, Qs — функци-
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ональный интеграл:

Qs (φs, rs) =

φs∫
dφ′sσs (φ

′
s, rs) . (53)

Интегрирование в (52) ведется по поверхности пер-
вой S1 и второй частиц S2.

2.4.1. Постоянные заряды частиц

В случае равномерной и фиксированной плотно-
сти свободного поверхностного заряда интегрирова-
ние (53) дает Qs = φsσs и из (52) следует

U (R) =
1

2



2πa21σ1
1∫

−1

(φ1 + φ2)|r=a1 dµ1 +

+ 2πa22σ2

1∫

−1

(φ1 + φ2)|r2=a2 dµ2


− U∞. (54)

Отсюда, используя выражения (3) и (10), выражен-
ные в соответствующей каждой из частиц системе
координат, получим:

Uσ (R) =
1

2
[q1 (φ1,s − φ1,∞) + q2 (φ2.s − φ2,∞)] , (55)

где φi,s — усредненный по угловым переменным по-
тенциал поверхности i-й частицы:

φi,s (R) = k0 (ãi)Ai,0 +

∞∑

m=0

b0m

(
ãi, R̃

)
A3−i,m, (56)

φi,∞ — потенциал поверхности частицы при беско-
нечном удалении друг от друга, который определя-
ется выражением, аналогичным соотношению (31):

φi,∞ =
qi
εai

1

(1 + ãi)
. (57)

Отметим, что вычисление потенциала взаимодей-
ствия из (55) заметно упрощается при использова-
нии соотношения

φi,s (R)− φi,∞ =
Ai,0 −A∞

i,0

i1 (ãi)

π

2ã2i
,

A∞
i,0 =

2

π

qi
kDε (1 + ãi)

eãi . (58)

На больших расстояниях разность (58) выходит на
асимптотику ДЛФО-потенциала

φD1,s (R)− φ1,∞ =
q2

ε (1 + ã1) (1 + ã2)R
e−R̃+ã1+ã2 .

2.4.2. Постоянные потенциалы поверхности
частиц

В случае постоянных потенциалов поверхности
из (53) следует, что Qs = 0 и в этом случае для
определения потенциала взаимодействия имеем вы-
ражение:

Uφ (R)− U∞

= −1

2




∫

S1

φ1,0σ1dS1 +

∫

S2

φ2,0σ2dS2



 . (59)

Интегрирование (59) приводит к следующему вы-
ражению для определения электростатического по-
тенциала взаимодействия в случае постоянных по-
тенциалов поверхности частиц:

Uφ (R) = −1

2

{
φ1,0 [q1 (R)− q1∞]

+ φ2,0 [q2 (R)− q2∞]
}
, (60)

где q1,∞, q2,∞ — заряды частиц при R = ∞ [см. вы-
ражение (31)].

Численные расчеты показали, что значения
потенциала электростатического взаимодействия,
определенные из выражений (58) или (60) и най-
денные путем интегрирования зависимости силы
взаимодействия от расстояния между частицами,
отличаются не более чем точность решения уравне-
ний (15) или (25) методом LU-разложения [75].

3. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВАН-ДЕР-ВААЛЬСА

Теория взаимодействия твердых тел за счет
флуктуаций электрического поля начала развивать-
ся с работы [76], в которой путем суммирования
ван-дер-ваальсовского парного взаимодействия всех
атомов, составляющих тела, было получено выра-
жение для потенциала взаимодействия твердых тел.
В работе [77] были найдены потенциалы взаимодей-
ствия атома с идеально проводящей стенкой и с дру-
гим атомом с учетом запаздывания электромагнит-
ного поля. В работе [78] была построена более точ-
ная теория взаимодействия двух бесконечных плос-
ких диэлектриков, разделенных вакуумом, а в ра-
боте [79] — разделенных жидкостью. Общая теория
ван-дер-ваальсовского взаимодействия изложена во
многих работах (см., например, работы [80–82]).

Сегодня, ввиду сложности теории в общем слу-
чае, для определения постоянной Гамакера для вза-
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имодействия 1-й диэлектрик–жидкость (вакуум)–2-
й диэлектрик используется выражение

A132 =
3~

4π

∞∫

0

(ε1 − ε3) (ε2 − ε3)

(ε1 + ε3) (ε2 + ε3)
dξ, (61)

полученное в работе [79] и справедливое при пре-
небрежимо малых расстояниях между диэлектрика-
ми. Здесь ε1, ε2, ε3 — диэлектрические проницаемо-
сти тел и жидкой (газовой) среды, частотные зави-
симости которых берутся при мнимой частоте iξ.

Потенциал ван-дер-ваальского взаимодействия в
диэлектрической жидкости двух диэлектрических
частиц сферической формы без учета эффектов за-
паздывания методом, близким к использованному в
работе [78], был получен в работе [83] для случая
L≪ a1, a2:

UvdW = − 2πa1a2L

(a1 + a2)

A131

12πL2
, (62)

где A131 — постоянная Гамакера, определенная со-
отношением (61). В работе [83] получен и следу-
ющий член приближения, который требует расче-
та аналога постоянной Гамакера по отличной от
(61) формуле.

В настоящей работе потенциал взаимодействия
Ван-дер-Ваальса определялся согласно работе [54]
по формуле

UvdW = − 1

12
(A0fshFH +A1Fg) , (63)

где A0 — вклад нулевых колебаний в постоянную
Гамакера, который экранируется, но не испыты-
вает эффектов запаздывания, A1 — дисперсион-
ный вклад в постоянную Гамакера, который за-
паздывает, но не экранируется, fsh — экранирую-
щий фактор, FH — геометрический фактор Гама-
кера, Fg — геометрический фактор с учетом запаз-
дывания флуктуирующего электромагнитного по-
ля. Вклад нулевых колебаний (константа A0) и дис-
персионный вклад (константа A1) в константу Гама-
кера вычислялись согласно работам [54,84]:

A0 =
3

4
kBT

[
ε1 (0)− ε2 (0)

ε1 (0) + ε2 (0)

]2
, (64)

A1 =
3~

64

√
ω1ω2

n
7/2
m

×

× X2n2
m + 2X∆ǫ0nm +∆ǫ20(3 + 2Y )

(√
Y −

√
Y 2 − 1 +

√
Y +

√
Y 2 − 1

)3 , (65)

где ~ — постоянная Планка, ε1(0) и ε2(0) — статиче-
ские диэлектрические проницаемости сред 1 и 2, n01

и n02 — коэффициенты преломления, ω1 и ω2 — час-
тоты поглощения, величины nm, ∆ǫ0, X и Y опре-
делены соотношениями

n2
m =

1

2

(
n2
01 + n2

02

)
, ∆ǫ0 = n2

01 − n2
02, (66)

X =
ω1

ω2
(n2

01 − 1)− ω2

ω1
(n2

02 − 1),

Y =
1

4
√
nm

[
ω1

ω2
(n2

01 + 1) +
ω2

ω1
(n2

02 + 1)

]
.

(67)

Экранирующий фактор в (63) определялся выраже-
нием [54]

fsc = (1 + 2kDL) exp (−2kDL) . (68)

Геометрический фактор Гамакера в выражении
(63) вычислялся согласно выражению [76]

FH =

[
4a1a2

(
1

D1
+

1

D2

)
+ 2 ln

D1

D2

]
. (69)

Вычислению геометрического фактора с учетом за-
паздывания посвящено ряд работ, среди которых
остановимся на следующих. Все они базируются на
тех или иных аппроксимациях вклада эффектов за-
паздывания в потенциал взаимодействия атомов,
построенные на основе работы [77]. В работе [85] бы-
ла предложена аппроксмация в виде

0 < p ≤ 3, f (p) = 1.01− 0.14p,

p ≥ 3, f (p) =
2.45

p
− 2.04

p2
,

(70)

где p = 2πr/λ0, r — расстояние между атомами. На
основе этой аппроксимации в работе [86] было пред-
ложены следующие формулы для расчета геометри-
ческого фактора с учетом запаздывания:

Fg,s = 2as

[
2a1a2

(
1

D1
+

1

D2

)
+ ln

D1

D2

]
+

+
2bs
R

[
8a1a2 + (D1 +D2) ln

D1

D2

]
, L ≤ Ls; (71)

Fg,L =
2aL
5R

[
4a1a2

(
z2+
D2

1

+
z2−
D2

2

)
− 2

(
z2+ − a1a2

)

D1
+

+
2
(
z2− + a1a2

)

D2
+ ln

D2

D1

]
+

2bL
15

[
1

D2
− 1

D1
+

+
2
(
z2+ − a1a2

)

D2
1

− 2
(
z2− + a1a2

)

D2
2

−

− 8a1a2

(
z2+
D3

1

+
z2−
D3

2

)]
, L > Ls; (72)
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где as = 1.01, bs = 0.28π/λ0, aL = 2.45λ0/2π ,
bL = 2.04(λ0/2π)

2, z± = a1 ± a2, величины D1 и D2

определены выражениями

D1 = R2 − z2+, D2 = R2 − z2−. (73)

Межчастичное расстояние перехода от формулы
(71) к (72) в работе [86] предлагалось определять
по формуле

Ls = 109− 107 lg (
√
a1a2)+

+ 37.5 [lg (
√
a1a2)]

2 − 4.5 [lg (
√
a1a2)]

3 (74)

где a1, a2 и Ls выражены в нанометрах. Отметим,
что из-за зависимости значения Ls от радиусов на-
ночастиц, при переходе от (71) к (72) может проис-
ходить небольшой скачок геометрического фактора
(см. ниже).

В работе [87] также использовалась аппроксима-
ция (70) и были получены пять различных формул
для геометрического фактора для пяти интервалов
расстояний в общем случае частиц разного радиу-
са. Анализ показал, что для крайних интервалов со
стороны малых и больших расстояний полученные
формулы совпадают с формулами из работы [86],
но формулы для внутренних интервалов содержат
ошибки, о чем уже отмечалось в работе [54].

В работе [88] использовалась аппроксимация в
виде

f (p) =
c

p+ c
, c =

3.1λ0
2π

, (75)

и было получено достаточно длинное выражение
для геометрического фактора с учетом эффектов
запаздывания.

В работе [89] использовалась аппроксимация в
виде

f (p) =
Lb√
r2 + L2

b

, Lb =
23

3π

λ0
2π
, (76)

и было получено выражение для геометрического
фактора с учетом эффектов запаздывания для час-
тиц равного размера. Полученное в [89] выражение
можно легко обобщить на более точную аппрокси-
мацию запаздывающего фактора, предложенное в
этой же работе:

f (p) =
ξ1Lb,1√
r2 + L2

b,1

+
ξ2Lb,2√
r2 + L2

b,2

,

ξ1 = 0.462, Lb,1 = 0.485Lb,

ξ2 = 0.538, Lb,2 = 1.443Lb. (77)

(О ряде других форм аппроксимации запаздываю-
щего фактора см. в [90]). Формула для расчета гео-
метрического фактора, полученная в настоящей ра-
боте в рамках модели, предложенной в работе [89],
приведена в Приложении B.

На рис. 3 проводится сравнение значений геомет-
рического фактора с учетом запаздывания из работ
[86, 88] и посчитанных из выражения (86) с факто-
ром запаздывания (77), предложенным в работе [89].
Из анализа представленных данных можно сделать
следующие выводы.

1. При малых значениях радиусов частиц (при-
мерно до 100 нм) все три набора данных приводят
к практически совпадающим значениям геометри-
ческого фактора до L < 103 − 104 нм, при этом от-
носительная ошибка не превышает 15%.

2. Для частиц с радиусом около 1 мкм видно
заметное отличие расчетов согласно работе [86] в
окрестности точки перехода Ls от одной формулы
(71) к другой (72). Из сравнения кривых 6 и 7 вид-
но, что невозможно обеспечить плавный переход с
одной формулы на другую. При этом данные соглас-
но работе [88] и полученные из (86) снова практи-
чески совпадают и относительная ошибка снова не
превышает 15%.

3. После области перехода все три работы при-
водят к отличающимся не больше чем на 15% зна-
чениям геометрического фактора.

4. При больших значениях L > 103 − 104 нм вы-
числения геометрического фактора согласно работе
[88] и из выражения (86) теряют свою точность и
неприемлемы для вычислений. Это же происходит
и при вычислениях по формулам из работы [86], но
при значениях межчастичного расстояния, больших
на порядок. Потеря точности вычислений вызвана
тем, что геометрический фактор вычисляется как
разность нескольких величин, превосходящих иско-
мое значение на много порядков величин. Это может
приводить (и приводит, как видно из рис. 3) к непра-
вильному знаку геометрического фактора даже при
вычислениях с числами с двойной точностью. На-
пример, выражение (72) содержит члены, убываю-
щие как R−3, а геометрический фактор на больших
расстояниях убывает как R−7 (см. ниже).

Отметим, что сам подход, использованный в ра-
ботах [86–89], в котором суммируется взаимодей-
ствие каждого атома одной частицы с каждым ато-
мом другой, не позволяет получить точные значения
геометрического фактора с учетом запаздывания и
ошибка может достигать 15%, о чем можно судить
из сравнения факторов запаздывания для взаимо-
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Рис. 3. Зависимости геометрического фактора fg от L со-

гласно работам [88] (сплошные линии), [86] (точечные ли-

нии) и рассчитанных из (86) (черные кружки) при раз-

ных размерах частиц: кривая 1 — a1 = a2 = 10 нм, 2 —

a1 = 10 нм, a2 = 100 нм, 3 — a1 = a2 = 100 нм, 4 —

a1 = 100 нм, a2 = 1 мкм, 5 — a1 = a2 = 1 мкм. Кривая

6 — выражение (71), 7 — (72)

действия атом-атом и атом-плоскость в работе [77]
(см. также [85]).

При вычислении геометрического факто-
ра по формуле (72) при выполнении условия
(a21 + a22)/R

2 ≪ 1 возникают отмеченные выше
трудности, поэтому представим эту формулу в виде
суммы ряда:

Fg,L =
64a31a

3
2

5R7
×

×
∑

n=0

(n+ 2) (n+ 3) (2n+ 5)

R2n

(
aL
n+ 3

− bL
3R

)
×

×
n∑

k=0

(k + 1) (n− k + 1) (2n+ 3)!

(2k + 3)! (2n− 2k + 3)!
a2k1 a

2n−2k
2 . (78)

Из (78) видно, что на больших расстояниях потен-
циал ван дер Ваальсовского взаимодействия убыва-
ет как R−7. Отметим, что при выполнении условия
(a21 + a22)/R

2 ≤ 10−3, первые два члена ряда (78) с
n = 0 и 1:

Fg,L ≈ 64a31a
3
2

3R7

[(
aL − bL

R

)
+

+
7

5

(
3aL − 4bL

R

)(
a21
R2

+
a22
R2

)]
, (79)

обеспечивают относительную точность вычислений
на уровне 10−6.

a)

b)

Рис. 4. Отношение слагаемого с номером n к слагаемому

с номером n = 0 в сумме (78) для a1 = a2 = 1 мкм (a) и

a1 = 100 нм, a2 = 1 мкм (b). Номера кривых соответству-

ют значению n

На рис. 4 показана зависимость отношения члена
ряда (78) с номером n к нулевому члену n = 0. Вид-
но, что с ростом межчастичного расстояния члены
ряда с высоким номером n быстро убывают.

В свете сказанного в настоящей работе принята
следующая процедура вычисления геометрического
фактора с учетом запаздывания.

1. При L ≤ L1 = 3λ0/2π геометрический фак-
тор с учетом запаздывания вычислялся согласно
работе [88].

2. При L > L1 (при этом для любой пары ато-
мов параметр p > 3 и справедлива вторая формула
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(70)) геометрический фактор с учетом запаздыва-
ния вычислялся из выражения (72) с новыми значе-
ниями параметров aL и bL, определенными из усло-
вия непрерывности геометрического фактора и его
производной в точке сшивания L = L1.

3. При L > L2, где

L2 =

√
a21 + a22
δ

− (a1 + a2),

геометрический фактор вычислялся по формуле
(79). При L > L2 отношение (a21 + a22)/R

2 ста-
нет меньше δ и отбрасываемый член в ряде (78)
будет порядка δ2. В настоящей работе задавалось
δ = 10−5, чтобы обеспечить хорошую точность и при
определении силы взаимодействия.

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

В настоящей работе полагалось, что ω1 ≈ ωUV 1,
ω2 ≈ ωUV 2, где ωUV 1 и ωUV 2 — границы зон погло-
щения в ультрафиолетовой области материала на-
ночастиц и жидкости (плазмообразующего газа), в
которой наночастицы находятся. В качестве плаз-
мообразующего газа в настоящей работе рассматри-
вается аргон, который широко используется в ис-
следованиях пылевой плазмы [10–22]. Для аргона
ε2(0) ≈ 1, ωUV 2 = 1.767 · 1016 c−1, n2

02 = 1.000282,
λ0 = 106.66 нм [91]. В основном в настоящей ра-
боте будут рассматриваться сферические частицы
из полистирола, для которого необходимые дан-
ные хорошо известны: при 20◦C ε1(0) = 2.557,
ωUV 1 = 1.432 · 1016 c−1, n2

01 = 1.447 [54]. В экспери-
ментах по исследованию пылевой плазмы и электро-
литов также используются сферические частицы из
полиметилметакрилата (PMMA), для которого при
25◦C ε1(0) = 3.6, ωUV 1 = 6.3 · 1015 c−1, n2

01 = 1.492

и сферические частицы из кварца со свойствами:
ε1(0) = 3.81, n2

01 = 2.098, ωUV 1 = 2.033 · 1016 c−1.

Система уравнений (19) в случае постоянных за-
рядов или (26) в случае постоянных потенциалов по-
верхности частиц решалась численно методом LU-
декомпозиции [75]. Учитывалось nmax,1 членов раз-
ложения потенциала 1-й частицы и nmax,2 членов
для 2-й частицы, что обеспечивало достижение за-
данной точности. Необходимое число членов разло-
жения в случае постоянных зарядов определялись

из условия (см. выражения (22) и (23)):

(2n+ 1)
Kn(R̃)

k1(ã3−i)
Mn (ãi, ε, εi) ≤ δ

при n ≥ nmax,i, i = 1, 2, (80)

а в случае постоянных потенциалов из условий (см.
выражение (27))

(2n+ 1)
in (ãi) kn

(
R̃
)

kn (ãi) k0 (ã3−i)
≤ δ for n ≥ nmax,i,

i = 1, 2. (81)

В настоящей работе принято, что δ = 10−181. Проце-
дура вычисления функций Бесселя описана в При-
ложении С.

На рис. 5 проводится сравнение зависимостей
полной энергии взаимодействия Ut = U12 + UvdW
от расстояния между их поверхностями при разных
значениях концентрации электронов и ионов. Вид-
но, что потенциальный барьер является очень высо-
ким и его высота падает с ростом концентрации. На
малых расстояниях между частицами преоблада-
ет притяжение за счет взаимодействия ван дер Ва-
альса, при этом электростатическое взаимодействие
между одинаковыми частицами с равными заряда-
ми оказывается отталкивательным на всех рассто-
яниях между частицами. В пылевой плазме заряд
частиц оказывается примерно на уровне 103 зарядов
электрона на микрон радиуса частиц [10, 11, 92, 93],
поэтому потенциальный барьер в этих условиях бу-
дет подавлять коагуляцию частиц одного размера.

На рис. 6 приведены зависимости полной энер-
гии взаимодействия одинаковых частиц при различ-
ных значениях их заряда. Хорошо видно, что вы-
сота потенциального барьера практически исчезает
по мере уменьшения заряда частиц. Как видно из
рис. 7, уменьшение радиуса одной из частиц (при
пропорциональности заряда радиусу) также приво-
дит к заметному снижению высоты потенциального
барьера.

На рис. 8 исследуется вопрос о влиянии отклоне-
ния заряда частиц от линейной зависимости от их
радиуса. Видно, что при одном и том же значении
произведения q1q2 нарушение линейной зависимости
приводит к появлению электростатического притя-
жения между частицами, а полное взаимодействие
оказывается слабо чувствительным к этому.

На рис. 5–8 зависимости U12 от L обзначены
штрих-пунктирными линиями.

10 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 5. Полная энергия взаимодействия частиц из по-

листирола радиусом a1 = a2 = 100 нм, зарядами

q1 = q2 = 100e в плазме аргона с разной плотностью

заряженных частиц: кривая 1 — ne = ni = 108 см−3,

2 — 1010 см−3, 3 — 1011 см−3,4 — 1012 см−3

Рис. 6. Полная энергия взаимодействия частиц из по-

листирола в плазме аргона при ne = ni = 1010 см−3,

a1 = a2 = 100 нм при различных значениях заряда: кривая

1 — q1 = q2 = 10e, 2 — q1 = q2 = 20e, 3 — q1 = q2 = 30e,

4 — q1 = q2 = 40e

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенное исследование экранированного
электростатическое взаимодействия и взаимодей-
ствия Ван-дер-Ваальса диэлектрических частиц
показало, что при характерных для пылевой плаз-
мы зарядах частиц порядка 103 зарядов электрона
на микрон радиуса частиц суммарный потенциал

Рис. 7. Полная энергия взаимодействия частиц из по-

листирола в плазме аргона при ne = ni = 1010 см−3,

a2 = 100 нм, q2 = 10e при различных значениях радиуса

и заряда 1-й частицы: кривая 1 — a1 = 100 нм, q1 = 10e,

2 — a1 = 50 нм, q1 = 5e, 3 — a1 = 20 нм, q1 = 2e,

4 — a1 = 10 нм, q1 = 1e

Рис. 8. Полная энергия взаимодействия частиц из по-

листирола в плазме аргона при ne = ni = 1010 см−3,

a1 = 10 нм, a2 = 100 нм, при отклонении от линейной

зависимости заряда частиц от их радиуса: кривая 1 —

q1 = 1e нм, q2 = 10e, 2 — q1 = 2e нм, q2 = 5e, 3 —

q1 = 1e нм, q2 = 20e, 4 — q1 = 2e нм, q2 = 10e

взаимодействия имеет достаточно высокий барьер,
который сильно препятствует сближению и коа-
гуляции частиц сравнимых размеров в пылевой
плазме. Уменьшение радиуса одной из частиц в
паре приводит к заметному снижению высоты по-
тенциального барьера. Также, нарушение линейной
зависимости заряда от радиуса частиц приводит
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к некоторому снижению высоты потенциального
барьера, что необходимо учитывать при модели-
ровании процессов коагуляции частиц в пылевой
плазме. Эти процессы могут оказаться важными
при слабых скоростях ионизации газа внешним
источником ионизации (например, продуктами
процесса радиоактивного распада) и в земной
атмосфере, в которой прилипание электронов к
молекулам кислорода приводит к заметному сниже-
нию их концентрации и к значительному снижению
заряда частиц.

Финансирование.

Настоящая работа выполнена при финансовой
поддержке РНФ (проект № 22-22-01000).

ПРИЛОЖЕНИЕ А. ВЫЧИСЛЕНИЕ
КОЭФФИЦИЕНТОВ Gℓ

nm

Коэффициенты Gℓnm можно легко вычислить,
используя рекуррентные соотношения:

G0
00 = G0

n0 = G0
0m = 1, n = 1,∞, m = 1,∞; (82)

G0
(n+1)m = G0

nm

(n+ 1/2) (n+m+ 1)

(n+ 1) (n+m+ 1/2)
,

n = 0, ...,∞, m = n+ 1,∞; (83)

Gℓ+1
nm =

(n− ℓ)

(n− ℓ− 1/2)

(m− ℓ)

(m− ℓ− 1/2)

(ℓ+ 1/2)

(ℓ+ 1)
×

× (n+m− ℓ+ 1/2)

(n+m− ℓ)

(n+m− 2ℓ− 3/2)

(n+m− 2ℓ+ 1/2)
Gℓnm,

ℓ = 1, . . . ,∞, n,m > ℓ. (84)

Вычисление величин G0
(n+1)m из соотношения (83)

сначала проводится для n = 0 и m = 1, 2, . . . после-
довательно, затем для n = 1 и m = 2, 3, . . . и т. д.,
а вычисление Gℓ+1

ℓ из соотношения (84) ведется по-
следовательно для ℓ = 0, 1, . . . для всех необходи-
мых значений n и m.

ПРИЛОЖЕНИЕ В. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ
ФАКТОР С ФАКТОРОМ ЗАПАЗДЫВАНИЯ

Lb/
√

L2

b
+ r2

Введем следующие обозначения и функции (ар-
гументы функций a1 и a2 не указываем):

x1 = R− a1 − a2, x2 = R+ a1 − a2,

x3 = R− a1 + a2, x4 = R+ a1 + a2;

γi =
√
L2
b + x2i , ζi = Lb + γi, τi = xi + γi,

i = 1, ..., 4;

fa,1 (R) = 2a21 (a1 −R)+

+ 2a22 (a2 −R) +R
(
R2 − a21 − a22

)
,

fa,2 (R) = 4a21 + 4a22 − 3R (a1 + a2)−R2 − 12a1a2,

fb,1 (R) = 6a1 (3a1 − 5a2) + 5x2 (3a1 − 3a2 +R) ,

fb,2 (R) = 9
(
a21 − 5a22 + 5R2

)
− 160x2R,

fc,1 (R) = 48x1x4 + 29x1R+ 60a1a2,

fc,2 (R) = 133x1R− 204x2x3 + 36a1a2,

f1 (R) = 12a21 (23a1 − 66a2)+

+ 12a22 (54a1 − 17a2) +R
(
17a21 + 337a22 − 426a1a2

)
−

−R2 (62a2 + 71R+ 222a1) ,

f2 (R) = a41 (312a1 − 660a2 + 275R)−
−30a21(a2 −R)2(10a2+9R)+20a1(a2 −R)3(9a2+13R)−
−(a2 −R)4(48a2+77R)+20a31

(
21a22 − 22a2R +R2

)
.

После суммирования (интегрирования) взаимодей-
ствия каждого атома одной частицы с каждым ато-
мом другой для геометрического фактора с факто-
ром запаздывания в форме (76) получим

fg (R,Lb) =
2Lb
5R

ln
τ2τ3
τ1τ4

+ 2 ln
x1ζ2
x2ζ1

+ 2 ln
x4ζ3
x3ζ4

+

+
2a31

15LbR

{
γ2
x42

[
−2fb,1 (R) +

x22
L2
b

fb,2 (R)

]
+

+
γ3
x43

[
2fb,1 (−R)−

x23
L2
b

fb,2 (−R)
]}

−

− 8a31
L2
bR

(
1− 3a21

20L2
b

− 3R2 − 3a22
4L2

b

)
ln
x2ζ3
x3ζ2

−

− 2

L2
bR

[
fa,1 (R) +

3x31
40L2

b

fa,2 (R)

]
ln
x1ζ2
x2ζ1

+

+
2

L2
bR

[
fa,1 (−R)−

3x34
40L2

b

fa,2 (−R)
]
ln
x4ζ3
x3ζ4

+

+
1

30LbR

{
γ1
x1

[
fc,1 (R) +

x21
2L2

b

fc,2 (R)

]
+

+
γ4
x4

[
fc,1 (−R) +

x24
2L2

b

fc,2 (−R)
]}

−

− 1

60L3
bR

[
x21
x22
γ2f1 (R)−

x24
x23
γ3f1 (−R)

]
+

+
1

30LbR

[
γ2
x42
f2 (R)−

γ3
x43
f2 (−R)

]
. (85)

Как отмечалось выше, в работе [89] приведе-
но выражение для геометрического фактора
с учетом эффектов запаздывания для частиц
равного размера (отметим, что в выражении
(22) для gaux в этой работе потерян знак ми-
нус перед четвертым членом в первом ряду).
Расчеты показали, что при равных радиусах
выражение (85) дает значения геометрического
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фактора, совпадающие с данными расчетов по фор-
мулам из работы [89].

С фактором запаздывания в виде (77) геометри-
ческий фактор будет определяться выражением

fg (R,Lb) = ξ1fg (R,Lb,1) + ξ2fg (R,Lb,2) . (86)

ПРИЛОЖЕНИЕ С. ВЫЧИСЛЕНИЕ
МОДИФИЦИРОВАННЫХ СФЕРИЧЕСКИХ

ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ

Модифицированные сферические функций Бес-
селя при x = kDai, i = 1, 2, вычислялись с исполь-
зованием рекуррентных соотношений [67]

kn+1 (x) = kn−1 (x) +
2n+ 1

x
kn (x) ,

in−1 (x) = in+1 (x) +
2n+ 1

x
in (x) .

(87)

На первом шаге по первой формуле (87) вычисля-
лись убывающие с ростом n значения kn(x) для
n = 1, 2, . . . , nmax+1 (nmax = 1000), начиная от k0(x)
и k1(x):

k0(x) =
π

2x
e−x,

k1(x) = k0(x)

(
1 +

1

x

)
.

(88)

На втором шаге вычислялось отношение in+1/in для
n = nmax на основе непрерывной дроби Гаусса [94]:

in (x)

in−1 (x)
=

x

2n+ 1

1

1 +
a1 (x)

1 +
a2 (x)

1 + . . .

, (89)

где коэффициенты ak определены соотношениями:

ak (x) =
x2

(2n+ 2k − 1) (2n+ 2k + 1)
,

k = 1, 2, . . . (90)

Вычисления начинались с k = 20, что обеспечива-
ло высокую точность вычисления этого отношения.
Затем, используя соотношение (24) и уже вычислен-
ные значения kn(x) для n = nmax и nmax +1, вычис-
ляем in(x) для n = nmax и nmax + 1. Окончательно,
значения функций in(x), убывающих по мере умень-
шения n, вычислялись для n = nmax − 1, . . . , 1 из
второго рекуррентного соотношения (87). Для кон-
троля точности вычислений на последнем шаге вы-

численные значения in для n = 0, 1 сравнивались с
вычисленными из известных соотношений:

i0(x) =
sinhx

x
,

i1(x) = − sinh2x

x2
+

coshx

x
.

(91)

Модифицированные сферические функций Бес-
селя при x = kDR вычислялись на осно-
ве первого рекуррентного соотношения (87) для
n = 0, 1, . . . , nmax,2.

Здесь также приведем выражения для произ-
водных модифицированных сферических функций
Бесселя:

∂in (z)

∂z
= in+1 (z) +

n

z
in (z) ,

∂kn (x)

∂x
= −kn+1 (x) +

n

x
kn (x) .

(92)
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