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Решается задача о нестационарной нуклеации пар–жидкость при постоянном числе частиц и фиксирован-

ной скорости охлаждения. Развит аналитический подход к решению кинетических уравнений, в котором

корректно учитывается как зависимость работы образования кластера от его размера, так и неидеаль-

ность конденсирующегося пара. Сравнение с аналогичным подходом, опирающимся на классическую

модель, выявляет качественные различия результатов. Для оценки корректности различных подходов

проведено численное моделирование методом молекулярной динамики рассматриваемого процесса, ре-

зультаты которого находятся в качественном и количественном согласии с предложенной аналитической

моделью и гораздо хуже согласуются с остальными подходами. Оценки для нуклеации окиси кремния

указывают на то, что существенное отличие уравнения состояния конденсирующегося пара от идеально-

газового может быть его универсальным свойством.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Ввод высокой плотности энергии в конденсиро-
ванное вещество приводит к формированию обла-
стей, где оно быстро расширяется и превращается
в плотный пар. Затем пар остывает, что приводит
к нуклеации с образованием жидких или твердых
микрочастиц. Примером могут служить лазерное
испарение [1, 2], абляция вещества в вакуум [3, 4] и
жидкость [5, 6], а также процесс образования и эво-
люции реголита при столкновении микрометеоритов
с поверхностью Луны [7].

В этих и ряде других случаев система быстро
переходит через бинодаль и движется к спинодали,
пока не происходит «конденсационный взрыв», т.е.
бурное выделение микрокапель-зародышей жидкой
фазы, которое переводит систему в состояние, при-
ближающееся к квазистационарному. При дальней-
шем падении температуры возможно «заморажива-
ние» процесса конденсации [7]. Наличие в охлажда-
ющемся паре центров, притягивающих мономеры
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конденсирующегося пара, в частности, ионов, при-
водит к усложнению картины процесса по сравне-
нию со случаем гомогенной нуклеации, протекаю-
щей при отсутствии примесей. Однако даже тео-
рия гомогенной нуклеации в настоящее время да-
лека от завершения вследствие таких объектив-
ных трудностей как необходимость описания кла-
стерных объектов, содержащих несколько десят-
ков мономеров, учет неидеальности конденсирую-
щегося пара, неизотермичность кластеров, нестаци-
онарность потока образующихся сверхкритических
кластеров-зародышей жидкой фазы, и др. Теорети-
ческое описание «конденсационного взрыва» осно-
вывается на теории стационарной гомогенной нук-
леации и моделировании кинетики нестационарной
нуклеации.

В классической теории нуклеации (КТН) [8–10]
делается ряд допущений, которые ограничивают ее
применимость. Так, поверхности кластера приписы-
вается макроскопическое межфазное натяжение σ,
хотя не очевидно, что макроскопические равновес-
ные величины применимы для описания типичного
критического кластера размером порядка 50 частиц
(мономеров). Современные теоретические подходы
[11–16] и результаты экспериментов в ряде случаев
плохо согласуются [17–19].
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В работах [20–27] была предложена и разви-
та двухпараметрическая модель (ДПМ) «горячих»
кластеров при температурах между точкой плавле-
ния и критической точкой. Она основана на пред-
ставлении о том, что наиболее легкие кластеры
являются системой виртуальных цепей, а кластер
произвольного размера представляет собой ядро со
свойствами, близкими к свойствам жидкости, окру-
женное слоем частиц, находящихся практически в
том же состоянии, что и в легчайших кластерах. В
частности, было показано, что эффективное поверх-
ностное натяжение малых кластеров существенно
отличается от этой величины для плоской поверх-
ности (см., например, [20]).

Теория нуклеации, основанная на классических
предположениях, ограничивает кинетические пути
эволюции кластеров только конденсацией и испаре-
нием отдельных частиц. Однако в некоторых систе-
мах такие процессы, как слияние и фрагментация
целых кластеров, не могут быть исключены из рас-
смотрения. Это особенно актуально для плотных си-
стем, находящихся вблизи точки «конденсационного
взрыва», где рассматриваемые кластеры приобрета-
ют фрактальную структуру [27].

Численное моделирование является традицион-
ным подходом к исследованию нестационарной нук-
леации, используются методы молекулярной дина-
мики (МД) [28–37] и Монте-Карло [38–41]. Для мо-
делирования нуклеации необходимы ансамбли из
большого числа частиц (не менее 106), и оно сопря-
жено с большим объемом вычислений. Поэтому раз-
работка высокоэффективных аналитических подхо-
дов к решению данной задачи весьма актуальна, тем
более, что эти подходы развиты недостаточно. В ра-
боте [7] найдено приближенное решение задачи о
взрывной нуклеации при быстром адиабатическом
расширении пара в вакуум, а в [42,43] с использова-
нием того же метода исследована взрывная нуклеа-
ция при заданных температуре и давлении пара как
функциях времени. В вышеперечисленных работах
пар рассматривался как идеальный газ. Однако уже
из формулировки модели кластерного пара [21, 26],
в которой рассматривается смесь идеальных газов
легчайших кластеров, следует, что это, вообще го-
воря, не так.

В данной работе аналитический подход [42] мо-
дифицирован с целью учета как корректной размер-
ной зависимости работы образования кластера, так
и неидеальности конденсирующегося пара. Оказы-
вается, что второй фактор более существенно влия-
ет на процесс взрывной нуклеации, чем первый, при-
чем эффект неидеальности весьма существен как

при малых, так и при больших пересыщениях в
момент взрывной нуклеации. Учет этого эффек-
та приводит к качественному отличию от наиболее
часто используемых теорий нуклеации, поскольку
предсказывает «конденсационный взрыв» в мета-
стабильной области, тогда как при неучете неиде-
альности система должна была бы оказаться в об-
ласти лабильности.

Неидеальность конденсирующегося пара обсуж-
далась в работе [44], где впервые было указано на
то, что скорость образования зародышей жидкой
фазы из пересыщенного пара определяется не от-
ношением фактического давления пара к давлению
насыщения, а отношением парциального давления
мономеров в пересыщенном паре к их парциально-
му давлению на бинодали при той же температуре.
Поскольку пар становится неидеальным вследствие
образования в нем кластеров, второе отношение ока-
зывается заметно меньшим, чем первое. Однако кон-
кретные способы вычисления парциального давле-
ния мономеров в этой работе не обсуждаются. Такой
способ был предложен в работе [45], где уравнение
состояния неидеального пара описывалось с помо-
щью вириального разложения. Однако, поскольку
прямое вычисление интегралов, определяющих ви-
риальные коэффициенты, наталкивается на значи-
тельные трудности, авторы вводят дополнительный
свободный параметр, определяемый из наилучшего
соответствия эксперименту. Заметим, что в модели,
используемой в данной работе, введение дополни-
тельного параметра не требуется, поскольку урав-
нение состояния неидеального пара моделируется на
основе ДПМ с использованием тех же параметров,
которые определяют размерную поправку к рабо-
те образования кластера и, в принципе, могут быть
взяты из независимых источников.

В работе проведено МД-моделирование нестаци-
онарной нуклеации в леннард-джонсовской системе
в тех условиях, когда скорость образования сверх-
критических кластеров можно считать квазистацио-
нарной, что позволило сопоставить результаты МД-
моделирования с результатами предложенного в ра-
боте аналитического подхода и продемонстрировать
их удовлетворительное согласие.

В разд. 2 сформулированы основные положения
модели кластерного пара, основанные на ДПМ, что
позволяет вычислить фактор сжимаемости неиде-
ального пара (получить его уравнение состояния).
Процедура численного моделирования «конденса-
ционного взрыва» в леннард-джонсовской системе,
а также результаты моделирования обсуждаются в
разд. 3. Аналитическая теория «конденсационного
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взрыва», учитывающая неидеальность пара, излага-
ется в разд. 4, а результаты расчетов на ее основе и
сравнение с МД-моделированием, а также результа-
ты расчетов для окиси кремния приведены в разд. 5.
Основные выводы сформулированы в разд. 6.

2. МОДЕЛЬ КЛАСТЕРНОГО ПАРА

Неидеальность конденсирующегося пара означа-
ет, что средней потенциальной энергией взаимодей-
ствия мономеров нельзя пренебречь по сравнению с
их средней кинетической энергией. В данной работе
рассматривается гомогенная система, в которой как
газовая, так и жидкая фаза образована одними и те-
ми же стабильными молекулами, которые и счита-
ются мономерами (частицами). Взаимодействие мо-
номеров может приводить к образованию их свя-
занных состояний, называемых кластерами, среднее
время нахождения в составе которых для мономера
много больше отношения характерной длины дей-
ствия межчастичных сил к тепловой скорости мо-
номера. Взаимодействие между мономерами, обра-
зующими каждый кластер, назовем связанным вза-
имодействием, а остальные виды взаимодействия —
свободными взаимодействиями. К последним, тем
самым, относятся взаимодействия между мономера-
ми, не входящими в состав кластеров, между эти-
ми мономерами и кластерами и между различны-
ми кластерами. Возможна ситуация, когда сред-
няя энергия связанного взаимодействия существен-
но превосходит среднюю энергию свободных взаи-
модействий, причем последняя много меньше сред-
ней кинетической энергии мономеров. Тогда мож-
но пренебречь энергией свободных взаимодействий,
считая, что все взаимодействие мономеров сводится
к образованию молекулярных кластеров, и говорить
о смеси идеальных газов мономеров и кластеров, в
которой происходят реакции вида Ak + Al ⇄ Ak+l,
где Ak означает кластер, состоящий из k мономеров;
k, l = 1, 2, . . .. При этом пар в целом оказывается
неидеальным. Описанная модель пара впервые была
предложена в [46,47], а затем использовалась в раз-
личных работах (напр., [26, 44]). Ее применимость
в области пересыщенного пара не вызывает сомне-
ний, поскольку там концентрация кластеров неогра-
ниченно возрастает при росте пересыщения, а на би-
нодали и в области ненасыщенного пара она прове-
ряется соответствием модельных расчетов экспери-
менту, в том числе, численному [26, 27]. Подход к
описанию неидеальности пара, предлагаемый моде-
лью смеси идеальных газов кластеров, не противо-

Рис. 1. Модель кластера

речит методу вириального разложения по степеням
плотности пара, поскольку можно установить одно-
значное соответствие между коэффициентами вири-
ального разложения и константами равновесия ре-
акций образования кластеров различных размеров.
При этом, хотя вириальное разложение является бо-
лее общим подходом, учитывающим как связанное,
так и свободные взаимодействия, непосредственное
вычисление вириальных коэффициентов в системе,
содержащей кластеры, наталкивается на существен-
ные трудности.

Рассмотрим пар как идеальную смесь кластеров
различных размеров k, фактическую концентрацию
которых обозначим nk, а равновесную концентра-
цию — n̄k. Сами кластеры считаются состоящими из
ядра, подобного сплошной жидкости, и поверхност-
ного слоя, подобного системе виртуальных цепей.
Схематическая иллюстрация такой модели кластера
приведена на рис. 1. Поверхностная энергия класте-
ра пропорциональна не площади поверхности, а чис-
лу частиц в поверхностном слое k0 кластера, содер-
жащего k частиц (это число будем также называть
размером кластера). Тогда, как было показано в ра-
ботах [21, 48],

при k ≥ (λ2/2)(λ+ 2δ)

k0 = 3ηλ(k − k0)
2/3 + 3ηλ2(k − k0)

1/3 + ηλ3,

а при k < (λ2/2)(λ+ 2δ)

k0 = k,

(1)

где введены безразмерные параметры ДПМ δ и
λ, так что rℓδ и rℓλ — длина Толмена и толщи-
на поверхностного слоя кластера, соответственно;
η = δ/λ+ 1/2; rℓ = (3/4πnℓ)

1/3 — характерный раз-
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мер молекулярной ячейки в жидкости, nℓ — кон-
центрация частиц в ядре кластера, совпадающая
с концентрацией в сплошной жидкой фазе; ηnℓ —
концентрация частиц в поверхностном слое (рис. 1).
При этом работу образования k-частичного класте-
ра можно записать в виде [21]

∆Φk = (k0 − 1)T ln(Kn1s)− (k − 1)T ln(S), (2)

где S = n1/n1s — пересыщение пара, n1 — концен-
трация мономеров, T — температура в энергетиче-
ских единицах; здесь и далее величины с индексом s

относятся к линии насыщения. В рамках использу-
емой модели кластерного пара S может быть пред-
ставлено также и как отношение парциальных дав-
лений мономеров в неравновесном состоянии и на
линии насыщения при той же температуре. Однако
S отличается от отношения давления пара к дав-
лению насыщения тем больше, чем больше степень
неидеальности пара. Поскольку определяющая ки-
нетику нуклеации ее скорость, равная числу сверх-
критических зародышей, образующихся в единице
объема в единицу времени, чрезвычайно чувстви-
тельна к величине S, неидеальность пара существен-
но сказывается, прежде всего, на скорости нуклеа-
ции.

Вводя связь константы равновесия димера
K(T ) = n2/n

2
1 с макроскопическим поверхностным

натяжением σ [21],

κ(T ) = exp

[
− 8πσr2ℓ
3(λ+ 2δ)T

]
= Kn1s, (3)

можно преобразовать (2) к виду

∆Φk = 4πσr2ℓγkk
2/3 − (k − 1)T ln(S), (4)

где

γk =
2(k0 − 1)

3(λ+ 2δ)k2/3
. (5)

Выражение для минимальной работы образова-
ния кластера может быть использовано для получе-
ния равновесного распределения кластеров по раз-
мерам

n̄k = n1 exp

[
−∆Φk

T

]
. (6)

Поскольку предполагается, что вклад в уравнение
состояния вносят только малые, близкие к равнове-
сию кластеры размера k < 10, с учетом (1) имеем

n̄k = nk
1K

k−1, (7)

что позволяет вычислить фактор сжимаемости вда-
ли от критической точки, т.е получить уравнение
состояния кластерного пара [21]

Z =

∑∞
k=1 nk∑∞
k=1 knk

≃ 1− κS. (8)

Из (8) видно, что, во-первых, всегда Z < 1, что
типично для используемой модели кластерного па-
ра, а, во-вторых, при любом κ > 0 пар становится
все более неидеальным при росте S. Таким образом,
неидеальность пара тем больше, чем больше заход
системы в метастабильную область.

Распределение кластеров в пересыщенном па-
ре, размер которых порядка или больше критиче-
ского g, является неравновесным, и в пространстве
размеров появляется поток кластеров, способных к
неограниченному росту, равный скорости нуклеа-
ции. Его вычисление в рамках ДПМ приводит к вы-
ражению [21]

ITPM = αn2
vsr

2
ℓ vπ

S2Z4
s

Z3/2η2/3
×

×
[

∞∑

k=1

k−2/3 exp

(
∆Φk

T

)]−1

≃

≃ αn2
vsSZ

4
s

nℓη2/3Z3/2

(
2σ

πm

)1/2

e−(3γg
TPM

−2)Φ∗ ,

(9)

где α ≈ 1 — коэффициент аккомодации, nv — плот-
ность пара, m — масса мономера, v =

√
8T/πm —

его тепловая скорость, gTPM — критический размер
зародыша в ДПМ,

Φ∗ = (16π/3)(σ3/n2
ℓT

3ln2S)

— работа образования кластера в КТН.
Неучет зависимости поверхностного натяжения

кластера от его размера эквивалентен подстановке
γk ≡ 1 в (4). Тогда в пренебрежении неидеально-
стью пара выражение (9) сводится к классической
формуле Зельдовича в КТН [8]:

ICNT =

√
2σ

πm

n2
v

nℓ
eΦ∗ , (10)

а выражение для критического размера зародыша в
КТН можно записать в виде

gCNT =
2Φ∗

lnS
. (11)

Критический размер gTPM может быть выражен
через gCNT :

gTPM =
1

2
(λ+ 2δ)

(
3g2/3c + 3λg1/3c + λ2

)
+ gc,

gc = λ3

(√
1 +

2λ

g
1/3
CNT − λ− 2δ

− 1

)−3

.

(12)
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Альтернативой ДПМ является самосогласован-
ная классическая теория нуклеации (СКТН), в ко-
торой благодаря введению поправочного множителя

A = exp(−4πσr2ℓ/T )

работа образования мономера оказывается равной
нулю. Это эквивалентно подстановке

γk = (k2/3 − 1)k−2/3

в (4). При этом скорость нуклеации ISCCNT равна

ISCCNT = AICNT , (13)

а критический размер по-прежнему выражается
формулой (11).

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

3.1. Процедура моделирования

Для численного моделирования процесса
нуклеации при быстром охлаждении леннард-
джонсовской системы используем метод молеку-
лярной динамики. МД-моделирование проведено
с использованием программного пакета LAMMPS
[49]. Взаимодействие двух частиц на расстоянии
r описывается потенциалом Леннард – Джонса с
обрезанием и смещением

u(r) =

{
w(r) − w(rc), r ≤ rc,

0, r > rc,

w(r) = 4ǫ

[(a
r

)12
−
(a
r

)6]
,

(14)

где ǫ — глубина потенциальной ямы, a — расстоя-
ние, на котором энергия взаимодействия становит-
ся равной нулю, rc = 2.5a — радиус обрезания.
Далее величины будут приведены в безразмерных
единицах с масштабами τ0 = a

√
m/24ǫ по време-

ни, где m — масса частиц, образующих систему;
a по расстоянию; ǫ по энергии и температуре. Из
определения этих масштабов следует, что при под-
становке безразмерных величин в формулы резуль-
тат также окажется безразмерным, если в них по-
ложить m = 24. По трем направлениям кубической
ячейки установлены периодические граничные усло-
вия, для контроля температуры используется тер-
мостат Ланжевена с параметром временной релак-
сации, составляющим 1000 шагов по времени. Тер-
мостат в молекулярной динамике является аналогом
газа-носителя, обеспечивающего выравнивание тем-
ператур в реальном процессе. Расчет проводится с
шагом по времени 0.005.

Число частиц в системе N было выбрано равным
106. Как показали тестовые расчеты, в которых N

изменялось от 105 до 106, при выбранном N практи-
чески исчезает зависимость всех результатов моде-
лирования, и в частности, максимального размера
кластеров в системе, от этого числа.

Полное число частиц в системе N в данном моде-
лировании было постоянным, а полное число частиц
в единице объема nv0 (полная концентрация), кото-
рое не изменялось в каждом запуске, зависело от
размера расчетной ячейки L = 3

√
N/nv0. В прове-

денных расчетах эта величина изменялась от 319.1

до 351.2. Температура в исходном состоянии T0 за-
давалась в виде T0 = 1.1Ts(nv0), т.е. соответство-
вала равновесному газу выше бинодали. В таком со-
стоянии система выдерживалась некоторое время до
ее прихода в равновесное состояние, после следовал
этап охлаждения системы по установленному линей-
ному закону

T (t) = T0 − ξ(t+ tb),

где ξ — скорость охлаждения, которая варьирова-
лась от 1.4 ·10−6 до 10−5, tb — время достижения би-
нодали из исходного состояния; отсчет времени идет
от момента пересечения бинодали.

В данном моделировании не учитывается изме-
нение числа частиц в единице объема nv, происходя-
щее при расширении парового облака или при нук-
леации в потоке. Однако, как показано в [42], «кон-
денсационный взрыв» происходит настолько быст-
ро, что за его характерное время плотность пара
меняется мало, и это изменение, в отличие от изме-
нения температуры, непринципиально сказывается
на величинах, характеризующих точку «конденса-
ционного взрыва».

Для получения распределения кластеров по раз-
мерам используется следующее определение класте-
ра: две частицы относятся к одному кластеру, если
между ними существует непрерывная цепочка час-
тиц, расстояние между которыми меньше rb = 1.5,
при этом одна частица не может одновременно при-
надлежать двум кластерам. В соответствии с опре-
делением, частица, не имеющая соседей на расстоя-
нии меньше rb, представляет собой отдельный клас-
тер — мономер. На основании данного определе-
ния производился кластерный анализ для получе-
ния распределения чисел кластеров по их разме-
рам Nk, откуда вычислялась концентрация класте-
ров nk = Nk/L

3.
Плотность пара в неравновесной двухфазной си-

стеме можно определить как суммарную концентра-
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цию частиц, относящихся к докритическим класте-
рам

nv =

g∑

k=1

knk. (15)

При этом под жидкой фазой подразумевается дис-
персная система сверхкритических кластеров (ка-
пель). Однако данное определение требует знания
неизвестного из молекулярной динамики критиче-
ского размера кластера g. В работах [21, 26] было
показано, что основной вклад в сжимаемость вно-
сят малые кластеры с размерами km . 10. Поэто-
му в (15) суммирование до критического размера g
можно заменить суммированием до некоторого раз-
мера km. Значение km слабо меняется в различных
условиях, и его можно оценить на линии насыщения
из соотношения

km∑

k=1

knk = ǫgnvs, ǫg = 0.9, (16)

причем km слабо зависит от ǫg . 1. Таким образом,

nv ≈
km∑

k=1

knk. (17)

Введем «плотностное» пересыщение Sρ = nv/nvs и
установим его связь с S. Согласно [21]

nv =
n1

(1− κS)2
, nvs =

n1s

(1− κ)2
, (18)

откуда следует искомая связь, проиллюстрирован-
ная для различных значений κ на рис. 2

Sρ = S

(
1− κ

1− κS

)2

= S
Z2
s

Z2
= νS, ν =

Z2
s

Z2
,

S =
κ+ β −

√
2κβ + β2

κ2
, β =

(1− κ)2

2Sρ
.

(19)

Из рис. 2 видно, что в случае, когда неидеаль-
ность пара значительна (κ = 0.1), рост S заметно
отстает от роста Sρ вследствие «дефицита» мономе-
ров в метастабильном паре.

Для расчета плотностного пересыщения Sρ и ис-
тинного пересыщения S необходимы теплофизиче-
ские свойства леннард-джонсовской системы, а так-
же значения параметров ДПМ, определенные для
потенциала межчастичного взаимодействия (14) с
радиусом обрезания 2.5, использованного в данной
работе. Такие теплофизические свойства приведены

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

S

Sρ

κ = 0.001
κ = 0.01
κ = 0.1

Рис. 2. Зависимость S от Sρ при различных κ

в работах [21, 50]. Они были интерполированы сле-
дующими зависимостями:

nℓ = −0.2166T 2 − 0.2534T + 1.0617,

σ = −1.811T + 1.852,

nvs = 40.710 exp(−q/T ) , q = 6.090.

(20)

Из вида аппроксимации nvs следует, что
q = T 2 (d lnnvs/dT ) — теплота испарения для
леннард-джонсовской системы. В силу того, что
пар на линии насыщения слабо неидеален, будем в
дальнейшем также считать, что q ≃ T 2 (d lnn1s/dT ).
Параметры ДПМ для потенциала (14) были за-
имствованы из [21]: безразмерная длина Толмена
δ = −0.07 и безразмерная толщина поверхностного
слоя кластера λ = 2.1.

Величина Sρ рассчитывалась по данным МД-
моделирования с использованием (17) и аппрокси-
мации nvs (20), а величина S вычислялась с помо-
щью соотношений (19), термодинамических данных
(20) и определения κ (3). Положение максимума Sρ

при охлаждении системы слабо зависит от km, что
позволяет с большой точностью определить темпе-
ратуру в точке нуклеации и получить оценку крити-
ческого размера g по аналитическим зависимостям
(12) с использованием (19).

Степень конденсации x определяется суммар-
ным количеством частиц в сверхкритических кла-
стерах, отнесенным к общему числу частиц системы

x =

∞∑

k=g

kNk

N
= 1−

g−1∑

k=1

knk

nv0
≈ 1− n−1

v0

km∑

k=1

knk. (21)

Важной для практического применения также яв-
ляется концентрация образовавшихся капель nd, ко-
торую по данным молекулярной динамики в момент
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Рис. 3. Эволюция основных параметров системы в ходе

МД-моделирования. ξ = 10−6, nv0 = 3/130

достижения максимального пересыщения tSmax мож-
но определить как

nd =

∞∑

k=g

nk. (22)

3.2. Результаты моделирования

Изохорно охлаждаемая система вначале дости-
гает линии насыщения, где пересыщение по опре-
делению равно единице. Поведение основных пара-
метров в более поздние моменты времени показано
на рис. 3. Видно, что пересыщение пара продолжает
расти и достигает своего максимального значения
Sρm = Sρ (tm). В этот момент происходит наиболее
интенсивное образование сверхкритических зароды-
шей. Затем пересыщение резко падает, и достигает
своего максимума скорость изменения степени кон-
денсации ẋmax = ẋ (txmax), когда конденсация частиц
на уже образовавшихся зародышах является опреде-
ляющим процессом. После этого, при t > txst, степень
конденсации практически выходит на стационарное
значение (ẋst ≈ ẋ (txst), на рис. 3 момент txst обозначен
символом ẋmin). Можно заметить, что при t > txst
пересыщение вновь начинает расти. Это связано с
тем, что в системе, где практически все вещество
находится в жидкой фазе, мала концентрация пара.
При этом уменьшается и скорость его конденсации
на образовавшихся кластерах, т.е. этот процесс «за-
мораживается», в то время как давление насыще-
ния резко уменьшается при падении температуры.
Заметим, что эволюция истинного пересыщения S

качественно повторяет эволюцию Sρ (рис. 3).
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k

Рис. 4. Распределение кластеров по размерам nk в момен-

ты времени S = 1, tSmax, t
x
max и txst (см. легенду; в скобках

указаны значения параметров h1 и ∆h оконного усредне-

ния (24)). ξ = 10−5, nv0 = 3/130

Поскольку зависимость ẋ(t) хорошо описывает-
ся кривой Гаусса, момент времени txst можно опре-
делить как отстоящий от txmax на 3σx, где σx —
среднеквадратичное отклонение для соответствую-
щей кривой Гаусса:

txst = txmax + 3σx, σx =

√
2

π

x(txmax)

ẋmax
. (23)

Таким образом, результаты МД-моделирования ка-
чественно соответствуют предположениям о процес-
се нуклеации, сделанным в [7, 42].

На рис. 4 приведено распределение кластеров по
размерам в различные моменты времени. Для по-
строения распределения использовано усреднение
со скользящим окном с переменной шириной h

〈nk〉 =
k+hk∑

i=k−hk

ni

2hk + 1
; hk = hk−1 +∆h. (24)

Из рис. 4 видно, что в состоянии равновесия S = 1

распределение кластеров по размерам соответству-
ет формулам (4)–(6). При t = tSmax максимальный
размер кластера в системе резко возрастает за счет
роста сверхкритических кластеров, достигая почти
макроскопической величины. При t = txmax рост
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кластеров продолжается, и их спектр становится по-
чти плоским в широком интервале k, а при t = txst
в области крупных кластеров заметен максимум. В
целом, такая картина также соответствует представ-
лениям работ [7, 42].

4. КИНЕТИКА ВЗРЫВНОЙ НУКЛЕАЦИИ

Целью данного раздела является распростране-
ние аналитического подхода к описанию кинетики
нестационарной нуклеации [7, 42] на случай неиде-
ального пара с уравнением состояния (8). Скорость
роста капли определяется разностью потоков кон-
денсирующихся ψ и испаряющихся частиц φ:

1

Σ

dk

dt
= ψ − φ, (25)

где

Σ = 4πr2ℓ
[
k0(k)(η

−1 − 1) + k
]2/3

— полная площадь кластера [21]. Поскольку можно
записать с достаточно большой точностью [21]

∞∑

k=1

k1/2nk = n1Z
−3/2 = nvsSZ

2
sZ

−3/2,

то

ψ =
∞∑

k=1

knk
vk
4

=
v

4

∞∑

k=1

k1/2nk =

=
v

4
nvsSZ

2
sZ

−3/2,

(26)

где vk = vk−1/2 — тепловая скорость кластера, со-
держащего k частиц. Выражение для испаряющего-
ся потока найдем из условия равенства обоих пото-
ков на линии насыщения

φ = ψ

∣∣∣∣
S=1

=
v

4
nvsZ

1/2
s . (27)

Нетрудно убедиться, что для сверхкритических

кластеров отношение
[
k0(k)

(
η−1 − 1

)
+ k
]2/3/

k2/3

равно 0.3 при k = 300 и 0.1 при k = 1000. Это позво-
ляет записать скорость роста кластера в упрощен-
ном виде

dk

dt
=
Z1/2 − Z2Z

−3/2
s S−1

(πnvvr2ℓ )
−1

×

×
[
k0(k)

(
η−1 − 1

)
+ k
]2/3 ≃ k2/3

l

τ
,

(28)

где

l = Z1/2 − Z2Z−3/2
s S−1, τ = (πnvvr

2
ℓ )

−1.

Проинтегрировав данное выражение, получим чис-
ло частиц в образовавшемся в момент времени t′

кластере к моменту времени t [42]:

k1/3(t, t′) = g
1/3
TPM (t′) + (l/3τ)(t− t′). (29)

Степень конденсации x = 1 − nv/nv0 определяется
интегралом [7]

x =

t∫

0

k(t, t′)I(t′)dt′, (30)

откуда

ẋ = I(t)gTPM (t) +

t∫

0

dk(t, t′)

dt
I(t′)dt′. (31)

Далее будем пренебрегать первыми слагаемы-
ми в выражениях (29) и (31) аналогично [42], что
справедливо при достаточно большой скорости ро-
ста кластеров

P1 = τg
1/3
TPM/∆tml ≪ 1 (32)

и малой скорости изменения пересыщения

P2 = ∆tm/∆tS ≪ 1. (33)

Здесь ∆tm и ∆tS — характерные длительность
взрывной конденсации и время изменения пересы-
щения, соответственно. Использование стационар-
ной скорости нуклеации в (30) и (31) оправдано, ес-
ли ∆tm много больше времени релаксации спектра
размеров малых кластеров ∆t. Это условие может
быть записано в виде [21]

P3 =
∆t

∆tm
=

9τν

16∆tm

Tg
2/3
TPM

Z2
sσr

2
ℓ

≪ 1. (34)

Выполнение условий (32), (33) и (34) будет рассмот-
рено в разд. 5.1.

Выражая пересыщение через степень переохла-
ждения

S(t) = exp [qθ(t)/T ] ,

аналогично [7, 42] разложим скорость нуклеации по
t в окрестности точки tSmax, где пересыщение дости-
гает максимума, пренебрегая зависимостью от вре-
мени всех величин, кроме S и θ. Тогда для скорости
нуклеации ITPM (t) (9) в ДПМ получим

ITPM (t) = Ime
−ω(θm−θ),

ω =
32πσ3

3n2
ℓq

2Tθ2m

(
3γg

TPM
− 2
)
,

θ(t) = θm − α(t− tSmax)
2, α = −1

2

d2θ

dt2
,

(35)
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где Im = ITPM (tSmax) — максимальное значение ско-
рости нуклеации. Для скоростей нуклеации, зада-
ваемых выражениями (10) (КТН) и (13) (СКТН) в
(35) достаточно положить

ω =
32πσ3

3n2
ℓq

2Tθ2m
.

Это дает возможность проинтегрировать выраже-
ния (30) и (31) [42]:

x =
l3Im

54τ3α2ω2
, ẋ =

l3Im
36τ2

√
π

α3ω3
, (36)

ẍ =
l3Im
9τ3αω

. (37)

Уравнение массового баланса можно записать в
виде

nv = (1 − x)nv0. (38)

Переписывая (19) в виде

(1− κS)
2
Ṡρ = (1− κ)2S (39)

и, пренебрегая временной зависимостью κ, продиф-
ференцируем (39) по времени:

Z2Ṡρ − 2κZṠSρ = Z2
s Ṡ. (40)

Отсюда найдем, что в точке экстремума S равны
нулю обе производные:

Ṡρ = Ṡ = 0. (41)

Продифференцировав (40) еще раз по времени, по-
лучим при t = tSmax

(κS − 1)2S̈ρ + 2κSρ(κS − 1)S̈ = (κ− 1)S̈, (42)

откуда

S̈ρ =

(
2

1− κS
− 1

)
νS̈. (43)

Деля уравнение массового баланса на nvs, полу-
чим выражение

x = 1− Sρ

S̃ρ

, S̃ =
nv0

nvs
, (44)

дифференцирование которого по времени с учетом
условия Ṡ = 0 и зависимости nvs = n0e

−q/T (20),
позволяет записать

ẋ ≃ −Sρ

S̃

qṪ

T 2
= (x− 1)

qṪ

T 2
. (45)

Дважды дифференцируя (44) с учетом (33), найдем,
что при t = tSmax

ẍ ≃ − S̈ρ

S̃
. (46)

Пренебрегая скоростью изменения температуры по
сравнению со скоростью изменения Sρ, из определе-
ния степени переохлаждения θ получим после диф-
ференцирования

θ̇ ≃ T

q

Ṡ

S
, Ṡ =

q

T
Sθ̇. (47)

Повторно дифференцируя данное выражение в точ-
ке, где Ṡ = 0, получим с учетом (35)

S̈ =
q

T
Sθ̈ = −2αS

q

T
. (48)

Отсюда с учетом (38) и связи S̈ρ и S̈ (43) найдем в
точке t = tSmax

S̈ρ = −2α
q

T

(
2

1− κS
− 1

)
Sρ. (49)

Подставим данное выражение в (46), учитывая
(44):

ẍ = 2α
q

T
(1− x)

(
2

1− κS
− 1

)
. (50)

С учетом (37) окончательно запишем

α =

√
1

18

l3

τ3
ImT

ωq(1− x)

(
2

1− κS
− 1

)−1

. (51)

Из (35) следует, что время действия источника

∆tm =
1√
αω

, (52)

время изменения пересыщения

∆tS =

√
T

2αq
.

Концентрация образовавшихся капель в момент
t = tSmax находится с помощью (35) [42]

nd =

∞∫

−∞

I dt ≈
√
πIm∆tm, Im = I(θm). (53)

Поскольку речь идет о каплях, образовавшихся
в процессе «конденсационного взрыва», а скорость
нуклеации I практически равна нулю до и после
этой стадии, пределы интегрирования в (53) можно
распространить до бесконечности. С учетом предпо-
лагаемой симметрии I(t) относительно времени tSmax

(см. (35)) можно заключить, что концентрация ка-
пель в момент tSmax равна nd/2.

6 ЖЭТФ, вып. 1
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Система уравнений, определяющая величины,
характеризующие «конденсационный взрыв», полу-
чается подстановкой (45) в (36):

x(t) =
l3Im(x, t)

54τ3α2ω2
,

l3Im(x, t)

36τ2

√
π

α3ω3
= [x(t)− 1]

qṪ

T 2
.

(54)

Данная система является трансцендентной и может
быть решена методом последовательных приближе-
ний относительно неизвестных x и t.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ КИНЕТИКИ
НУКЛЕАЦИИ

5.1. Нуклеация в леннард-джонсовской

системе

Для решения системы уравнений (54) были ис-
пользованы интерполяционные зависимости (20),
параметры ДПМ δ и λ были заимствованы из [21].
Для последующего сравнения аналитических ре-
зультатов с результатами численного моделирова-
ния использованы условие nv0 = const, а также ли-
нейный закон изменения температуры T = 1.3− ξt.
Система уравнений (54) решалась с использовани-
ем выражений для скорости нуклеации в моделях
ДПМ, КТН и СКТН (формулы (9), (10) и (13); ве-
личины, соответствующие этим моделям, отмечены
далее нижними индексами TPM, CNT и SCCNT).
При этом в расчетах по моделям КТН и СКТН не
учитывалась неидеальность пара, для чего во всех
формулах разд. 4 полагалось κ = 0, Z = 1, Sρ = S.

Результаты расчетов для моделей ДПМ и КТН
показаны на рис. 5–8. Видно, что ДПМ в сравне-
нии с КТН в точке максимального пересыщения
при большой скорости охлаждения предсказывает
меньшие пересыщения (рис. 5). Характерной осо-
бенностью КТН является отсутствие решения при
ξ & 10−5, что указывает на границу области ла-
бильности. О том же свидетельствует и особенность
TCNT на рис. 6 и 10, а также особенность Sρ на
рис. 11. При фиксированной скорости охлаждения
особенности S, g и T для КТН проявляются при ма-
лых плотностях, а для ДПМ они отсутствуют (рис. 7
и 8). Согласно ДПМ «конденсационный взрыв» на-
ходится в метастабильной области и характеризует-
ся отсутствием особенностей, что соответствует дан-
ным МД-моделирования (разд. 5.2). Для КТН, на-
против, имеется особенность критического размера
(g → 0 при S → ∞), что видно на рис. 5, причем
достигаются значения g < 10, при которых кластер

100

101

102

10−7 10−6 10−5

100

101

g S

ξ

gTPM

STPM

gCNT

SCNT

Рис. 5. Зависимость критического размера и пересыщения

от скорости охлаждения при t = tSmax и nv0 = 3/130

заведомо нельзя считать макроскопической каплей.
Критический размер в ДПМ оказывается гораздо
больше, чем в КТН. На рис. 6 также хорошо замет-
но, что при увеличении ξ падает Z, при этом пар
существенно отличается от идеального.

Рисунки 7 и 8 иллюстрируют результаты расче-
тов в области параметров, недоступной для числен-
ного моделирования (малая скорость охлаждения и
полная концентрация частиц). Интересно отметить,
что пар становится существенно неидеальным (ма-
лые Z) не только при большой полной концентрации
частиц nv0, но и при малой (рис. 8), что является
следствием резкого роста пересыщения.

Выполнение критериев справедливости прибли-
жений (32)–(34), использованных при выводе систе-
мы уравнений (54), проанализировано на рис. 9. Для
расчета величин критериев как функций ξ все пере-
менные брались в точке максимального пересыще-
ния t = tSmax, т.е. использовалось решение системы
(54); ∆tm находилось по формуле (52).

Видно, что все критерии нарушаются при доста-
точно больших ξ, а раньше всего нарушается кри-
терий (34), т.е. проявляется нестационарность ско-
рости образования сверхкритических зародышей.
Кроме того, применимость рассматриваемой анали-
тической модели ограничена слишком малыми зна-
чениями Z < 0.5, как видно из рис. 6 и 8. Кри-
терии же (32) и (33) достаточно хорошо выполня-
ются во всем рассмотренном интервале значений
параметров.
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Рис. 6. Величины T и Z при t = tSmax как функции скоро-

сти охлаждения; nv0 = 3/130
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Рис. 7. Зависимость критического размера и пересыщения

от полной концентрации частиц при ξ = 10−10

5.2. Сравнение результатов

МД-моделирования и аналитических

расчетов

Параметры «конденсационного взрыва», полу-
ченные из данных МД-моделирования при t = tSmax,
сравниваются с результатами аналитических расче-
тов для различных полных концентраций пара на
рис. 10–12. Как видно из рис. 10, модель ДПМ ка-
чественно и количественно соответствует численно-
му моделированию, КТН не соответствует даже ка-
чественно, а СКТМ качественно верно воспроизво-
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Рис. 8. Зависимость Z и T от полной концентрации частиц

при ξ = 10−10
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Рис. 9. Выполнение критериев справедливости использо-

ванных приближений (32)–(34) при различных скоростях

охлаждения для nv0 = 3/130

дит тенденции зависимостей, но дает существенно
завышенные значения температуры. Для величи-
ны Sρ соответствие модели ДПМ оказывается ко-
личественно хуже, но видно, что эта модель все
же наилучшим образом описывает результаты МД-
моделирования (рис. 11). СКТН в этом случае да-
ет сильно заниженные значения Sρ. Расхождение
ДПМ с результатами численного моделирования мо-
жет быть вызвано такими факторами как недоста-
точная точность оценки плотности пара, близость
параметров моделируемой системы к области спи-
нодального распада, а также выход за пределы при-
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менимости теории при слишком малых Z. Концен-
трация кластеров в точке максимального пересыще-
ния nd/2 (рис. 12), вычисленная по ДПМ (формула
(53)), также демонстрирует удовлетворительное со-
гласие с численными результатами, а СКТН дает
существенно завышенные значения. Точность КТН
здесь оказывается сравнимой с ДПМ, но последняя
лучше описывает тренд результатов моделирования.
Отметим довольно слабую зависимость nd/2 от пол-
ной концентрации пара, что проявляется как в ре-
зультатах МД-моделирования, так и в аналитиче-
ском расчете.

Значительное расхождение ДПМ и МД в един-
ственной точке при ξ = 10−6 (рис. 12 а), возможно,
объясняется погрешностями МД-моделирования,
поскольку при малых скоростях охлаждения мала и
концентрация кластеров критического размера, так
что для таких значений ξ статистика для оценки
nd/2 могла быть недостаточной, что, как известно,
приводит к завышению численной оценки. Не ис-
ключено, что для уточнения этой величины нужно
увеличить число частиц в расчетной ячейке.

При проведении расчетов по КТН и СКТН не
учитывалась неидеальность пара, поэтому пред-
ставляет интерес оценка фактора сжимаемости, к
которому приводит использование этих моделей.
Для этого используем соотношение

Z ≃
10∑

k=1

n̄k

(
10∑

k=1

kn̄k

)−1

, (55)

где n̄k берется в соответствии с моделями КТН
и СКТН (см. разд. 2). Тогда для nv0 = 3/130 и
ξ = 10−5, что соответствует значениям параметров
на рис. 10–12, получим Z ≃ 0.16 для КТН и СКТН
(близкие значения Z объясняются тем, что в точке
максимального пересыщения для СКТН температу-
ра выше, чем для КТН, но меньшее пересыщение
компенсирует различие значений). Отсюда можно
сделать вывод о том, что обе модели без учета неиде-
альности пара оказывается внутренне противоречи-
выми. В КТН и СКТН неучет неидеальности ча-
стично компенсирует неточный учет размерной за-
висимости поверхностного натяжения кластера, что
может сближать результаты ДПМ и этих моделей.

Таким образом, можно сделать вывод о том, что
ДПМ в целом наилучшим образом описывает ре-
зультаты МД-моделирования.

5.3. Нуклеация в паре диоксида кремния

Убедиться в том, что учет уравнения состояния
конденсирующегося пара существен не только для

Рис. 10. Сравнение температуры при t = tSmax как функ-

ции ξ, вычисленной по аналитическим моделям КТН,

СКТН и ДПМ (кривые) и полученной из данных МД-

моделирования (точки) (см. легенду). а — nv0 = 3/130,

б — nv0 = 3.5/130, в — nv0 = 4/130

леннард-джонсовской системы, можно, рассмотрев
нуклеацию в паре SiO2. Выбор этого вещества свя-
зан, во-первых, с тем, что аналитические расчеты
для него с использованием КТН уже были сделаны
в [42], а, во-вторых, с уже упоминавшейся задачей
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Рис. 11. То же, что на рис. 10, для величины Sρ

об образовании и эволюции реголита.
Пренебрегая влиянием изменения давления па-

ров на кинетику нуклеации, для расчетов можно
приближенно положить nv0 = χp/T , где χ — доля
молекул SiO2 в газовом потоке, а давление p и тем-
пература T этого потока берутся в точке максимума
пересыщения. Теплофизические величины, характе-

Рис. 12. То же, что на рис. 10, для величины nd/2

ризующие окись кремния и ее пар, а также пара-
метры газового потока заимствованы из [42], а для
расчетов по модели ДПМ брались те же значения,
что и для леннард-джонсовской системы: δ = −0.07

и λ = 2.1.

Результаты расчетов, приведенные на рис. 13,
качественно схожи с результатами для леннард-
джонсовской системы, однако, в отличие от нее, при
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Рис. 13. Зависимость пересыщения и фактора сжимаемо-

сти от скорости охлаждения ξ, рассчитанные для моделей

КТН и ДПМ для условий [42]

увеличении скорости охлаждения резкое падение Z
предшествует выходу в область лабильности. Поэто-
му со стороны больших значений диапазон ξ огра-
ничен величиной Z ∼ 0.1, при которой расчетное
значение критического размера по КТН становится
отрицательным. Аналогично леннард-джонсовской
системе, расчет по КТН приводит к гораздо более
высоким значениям S и, соответственно, низким g.
Заметим, что для КТН при ξ = 1.4 · 103 К/с, что
является скоростью охлаждения в [42], воспроизво-
дятся значения параметров в точке максимума пе-
ресыщения, полученные в этой работе.

Отметим также отсутствие подобия результатов,
полученных для SiO2 и леннард-джонсовской систе-
мы даже при использовании безразмерных величин.
Например, если в качестве единиц энергии и длины
для SiO2 взять q/5 и n

−1/3
ℓ , соответственно, то по-

лучим, что резкое падение Z на рис. 13 соответству-
ет безразмерной скорости охлаждения порядка 104.
Это более чем на восемь порядков величины пре-
восходит соответствующее значение для леннард-
джонсовской системы (рис. 6).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассмотрена задача о неста-
ционарной нуклеации при фазовом переходе пар–
жидкость. Развит аналитический подход к описа-
нию кинетики этого процесса, учитывающий неиде-
альность конденсирующегося пара. Использовано
полученное ранее уравнение состояния пара, кото-
рое предполагает, что его неидеальность обусловле-

на наличием легчайших кластеров, содержащих ме-
нее 10 мономеров. Концентрация таких кластеров
велика не только при высокой полной концентрации
пара, но и при его низкой плотности, но высоких пе-
ресыщениях. В таких состояниях пар является силь-
но неидеальным, что существенно сказывается на
скорости образования сверхкритических кластеров.
Найдено самосогласованное аналитическое решение
задачи о кинетике нуклеации быстро охлаждаемо-
го пара, основывающееся на трех моделях малых
кластеров: КТН, СКТН и ДПМ. Последняя кор-
ректно учитывает зависимость работы образования
кластера от его размера. Результаты расчетов с ис-
пользованием этих моделей приводят к качествен-
но различным результатам, а именно, указывают на
существование такой области параметров системы,
где ДПМ предсказывает метастабильное состояние в
точке максимального пересыщения пара, в то время
как КТН указывает на состояние его лабильности.

Для численного моделирования рассматриваемо-
го процесса использован метод молекулярной ди-
намики для леннард-джонсовской системы. Пред-
ложена методика численного определения основ-
ных параметров, характеризующих «конденсацион-
ный взрыв», пересыщения и степени конденсации, а
также времени начала нуклеации. Определен спектр
размеров присутствующих в паре кластеров. Пока-
зано, что эволюция всех величин, в частности, коло-
колообразная зависимость от времени степени пере-
сыщения, полностью соответствует предполагаемой
в аналитической модели.

Сравнение результатов МД-моделирования и
аналитических расчетов показывает, что вари-
ант расчета с использованием ДПМ наилучшим
образом соответствует результатам численного
моделирования, имеется удовлетворительное ко-
личественное соответствие в точке максимума
пересыщения его значения, температуры системы и
концентрации сверхкритических кластеров. Таким
образом, проведено моделирование нестационарной
в целом нуклеации, в ходе которой скорость образо-
вания сверхкритических кластеров можно считать
квазистационарной. Удовлетворительное согласие
результатов МД-моделирования и аналитических
расчетов позволяет говорить о корректности модели
и достаточной точности получаемых с ее помощью
результатов, а также предполагать, что модель дает
разумные результаты и вне области параметров,
доступных для МД-моделирования.

Аналитические расчеты, проведенные для
нуклеации двуокиси кремния, также демонстри-
руют значительное различие в результатах с
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использованием ДПМ и КТН. При этом в точке мак-
симального пересыщения пар оказывается еще более
неидеальным, чем в леннард-джонсовской системе.
Это указывает на то, что, возможно, неидеальность
пара при «конденсационном взрыве» является его
универсальным свойством, не зависящим ни от ве-
щества, ни от условий охлаждения системы.

Таким образом, при рассмотрении кинетики
нестационарной нуклеации необходимо учитывать
не только зависимость работы образования крити-
ческого кластера от его размера, но и неидеальность
конденсирующегося пара. Эта неидеальность может
быть учтена с помощью предложенного в работе
уравнения состояния, которое должно быть приме-
нимо для любого вещества в метастабильной обла-
сти.
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