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Исследовано влияние диэлектрической пленки на поверхности проводящих пылевых частиц на их элек-

тростатическое взаимодействие. Особое внимание уделено случаю, когда радиус одной из них много
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пылевая плазма является удобным объектом
для изучения закономерностей развития сильно
неидеальных открытых систем, поэтому ее иссле-
дование представляет значительный фундаменталь-
ной интерес [1–13]. Ее изучение имеет важное зна-
чение также для развития ряда приложений, на-
пример, индустрии производства наночастиц [14] и
их нанесения на материалы с целью формирования
тонких защитных пленок или пленок с уникальны-
ми физическими и химическими свойствами.

В последние годы металлические нано- и микро-
размерные частицы привлекают все большее внима-
ние из-за их многочисленных приложений [15–29].
Для многих из этих приложений, особенно для оп-
тических, необходим регулярный массив частиц, ко-
торый может быть легко сформирован на границе
раздела жидкостей. В отличие от границы раздела
твердое тело–жидкость, на которой возникают то-
пологические дефекты, флюидная природа интер-
фейса из массива частиц позволяет им самовосста-
навливаться без каких-либо внешних воздействий,
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приводя к формированию удивительно однородных
пленок, покрывающих большие площади [30,31]. Бо-
лее того, благодаря своей бездефектности такие кон-
струкции легко воспроизводятся и, будучи текучи-
ми, легко деформируются [31]. Развитие этих при-
ложений требует исследования электростатического
взаимодействия сферических частиц из металла, по-
крытых диэлектрической пленкой [32–34]. Данная
задача является фундаментальной для разработки
электрореологических наножидкостей [35], для чего
требуется точное знание электростатической силы
притяжения во внешнем электрическом поле между
незаряженными частицами с проводящими ядрами,
покрытыми диэлектрической пленкой.

Также в процессе нахождения пылевых частиц в
плазме могут измениться свойства их поверхности,
например, образоваться тонкий слой из материала
с другими диэлектрическими свойствами. При этом
изменится характер их электростатического взаимо-
действия. Заряженные пылевые частицы левитиру-
ют в областях повышенного электрического поля,
которые обычно находятся около электродов или
стенок, ограничивающих плазму. При этом в ВЧ-
емкостном разряде электроды покрыты диэлектри-
ческой пленкой, т. е. имеют двуслойную структуру.
В свете всего сказанного выше представляет интерес
исследование электростатического взаимодействия
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двуслойных частиц, при этом электрод с диэлектри-
ческим слоем может рассматриваться как сфериче-
ская макрочастица большого радиуса. Целью насто-
ящей работы является именно решение данной зада-
чи.

В работе [36] отмечалось, что вычисление силы
между сферой и диэлектрической плоской стенкой
является очень сложной задачей, поэтому электро-
статическая сила вычислялась путем замены плос-
кой стенки большой сферой. В этой работе зада-
ча решалась методом переразложения сферических
функций с полюсом в центре одной из макрочастиц
по сферическим функциям с полюсом в центре дру-
гой. Такой же метод использовался в работе [37].
Трудность решения рассматриваемой задачи мето-
дом переразложения, как отмечалось в работе [38],
связана с тем, что для коэффициентов разложения
потенциала получается система уравнений с квад-
ратной матрицей, порядок которой для достижения
требуемой точности при уменьшении межчастично-
го расстояния быстро растет, а коэффициенты раз-
ложения все медленнее убывают с ростом номера.

При решении задачи о взаимодействии двух
сферических макрочастиц с использованием бисфе-
рической системы координат система уравнений
для коэффициентов разложения потенциала имеет
блочно-диагональный вид и при сравнимых разме-
рах шаров успешно решается, например, методом
матричной прогонки [39].

Такой же метод для решения задачи взаимодей-
ствия сферической макрочастицы с плоской грани-
цей использовался в работах [40–42], причем в по-
следних работах рассматривалось взаимодействие
незаряженной сферической макрочастицы с неза-
ряженной плоской границей во внешнем однород-
ном электрическом поле. В работах [38, 43] было
показано, что при сильно различающихся разме-
рах возникает проблема задания «граничных» зна-
чений коэффициентов разложения со стороны боль-
ших мультипольных моментов (см. также [41]). В
этих работах проблема была решена и был выпол-
нен переход к бесконечному радиусу одной из мак-
рочастиц.

Бисферическая система координат не позволяет
рассмотреть задачу о взаимодействии двух макро-
частиц даже в самом простом случае, когда только
одна из них является двуслойной. Поэтому объяв-
ленная выше задача в настоящей работе будет ре-
шаться методом разложения потенциала по сфери-
ческим гармоникам. При этом будут рассмотрены
варианты либо равномерного распределения свобод-
ного заряда по всей поверхности, либо распределе-

ния по левым и/или правым полушариям (относи-
тельно другой макрочастицы) обеих макрочастиц.

Развитая в настоящей работе методика расче-
та силы электростатического взаимодействия может
быть использована при описании процесса взаимо-
действия наночастиц со стенкой в технологиях про-
изводства наночастиц [44, 45] и в технологии нане-
сения нанослоев [46], при калибровке атомных си-
ловых микроскопов и точном выделении ван-дер-
ваальсовского взаимодействия на малых расстояни-
ях [47–51], при изучении адгезии заряженных час-
тиц [52], моделировании процесса удаления мелких
пылевых частиц из воздуха [53] и т. д. Также она
может найти применение при описании электроста-
тического взаимодействия частиц активной мате-
рии [54–56], в том числе и янус-частиц [57,58]. Про-
блема удаления наночастиц в системах травления
микросхем не теряет своей актуальности и сего-
дня [59], следовательно, актуальными являются и
исследования взаимодействия наноразмерных час-
тиц друг с другом, со стенками и подложкой.

2. ПОСТАНОВКА И МЕТОД РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧИ О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ДВУХ
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЗАРЯЖЕННЫХ

ШАРОВ С СИЛЬНО РАЗЛИЧАЮЩИМИСЯ
РАДИУСАМИ

Геометрия решаемой задачи приведена на рис. 1.
В настоящей работе рассматривается случай, когда
внутренние ядра макрочастиц являются проводни-
ками, при этом для 2-й макрочастицы наличие ме-
таллического ядра будет учтено уже в окончатель-
ных выражениях. Такое строение макрочастиц вы-
брано для того, чтобы эффекты образования ди-

Рис. 1. Геометрия задачи взаимодействия макрочастиц с

радиусами a1 и a2 в однородном внешнем электрическом

поле E0 (a0 — радиус проводящего ядра, ε, ε1, ε2 и εm —

диэлектрические проницаемости однородной среды, 1-й и

2-й макрочастиц и внутреннего ядра соответственно)
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электрических пленок были наиболее заметными во
взаимодействии макрочастиц. Отметим, что в слу-
чае образования металлических пленок на диэлек-
трических макрочастицах свойства электростатиче-
ского взаимодействия полностью определяются ме-
таллической пленкой, поэтому такая задача являет-
ся более простой и она уже решена многими автора-
ми [60, 61].

Распределение потенциала внешнего однородно-
го поля описывается выражением [60,61]

φE = −E0zr cos θ − E0xr sin θ cosϕ =

= E0zr2 cos θ2 − E0xr2 sin θ2 cosϕ− E0zR, (1)

где r, θ и r2, θ2 — радиус и полярный угол в сфери-
ческой системе координат соответственно с началом
в центре 1-й макрочастицы и осью, направленной к
центру другой макрочастицы (см. рис. 1) и наобо-
рот, E0z , E0x — z- и x-компоненты вектора напря-
женности внешнего электрического поля E0, R —
расстояние между центрами макрочастиц.

Потенциал внутри 1-й макрочастицы с учетом
проводящего ядра радиусом a0 определяется выра-
жениями

φ0 (r, φ, ϕ) = V ≡ const, r 6 a0, (2)

φI (r, θ, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=0

Pm
n (cos θ)×

×
{
r−(n+1)

[
Fm
n cos (mϕ) + F−m

n sin (mϕ)
]
+

+ rn
[
Cm

n cos (mϕ) + C−m
n sin (mϕ)

]}
, (3)

где r, θ, ϕ — координаты точки наблюдения в сфе-
рической системе координат с полюсом в центре 1-й
макрочастицы (см. рис. 1), a1 — радиус 1-й макро-
частицы, V — постоянная, которая либо определя-
ется из условия отсутствия свободных зарядов на
проводящем ядре 1-й макрочастицы, либо задается
как параметр задачи (если внутреннее ядро зазем-
лено, то V = 0), Pm

n — присоединенные функции
Лежандра, C±m

n и F±m
n — коэффициенты разложе-

ния потенциала.
Внутри 2-й макрочастицы распределение потен-

циала имеет вид

φII (r2, θ2, ϕ) =
∞∑

n=0

n∑

m=0

rn2P
m
n (cos θ2)×

×
[
Dm

n cos (mϕ) +D−m
n sin (mϕ)

]
, (4)

где r2, θ2, ϕ — координаты точки наблюдения в сфе-
рической системе координат с полюсом в центре 2-й

макрочастицы (см. рис. 1), D±m
n — коэффициенты

разложения потенциала.
Распределение потенциала каждой макрочасти-

цы в диэлектрике (вакууме) с проницаемостью ε бу-
дем искать в виде

φ1 (r, θ, ϕ) =
1

r

∞∑

n=0

n∑

m=0

(
R

r

)n

Pm
n (cos θ)×

×
[
Am

n cos (mϕ) +A−m
n sin (mϕ)

]
,

φ2 (r2, θ2, ϕ) =
1

r2

∞∑

n=0

n∑

m=0

(
R

r2

)n

Pm
n (cos θ2)×

×
[
Bm

n cos (mϕ) +B−m
n sin (mϕ)

]
,

(5)

где A±m
n и B±m

n — коэффициенты разложения по-
тенциалов.

Решение в области вне пылевых макрочастиц яв-
ляется суперпозицией (1) и (5):

φ(r, θ, ϕ) = φE(r, θ, ϕ) +

+ φ1(r, θ, ϕ) + φ2(r2, θ2, ϕ). (6)

Граничные условия для диэлектрических макро-
частиц имеют вид [60, 61]

φI(r, θ, ϕ)|r=a0
= φ0(r, θ, ϕ)|r=a0

,

φ(r, θ, ϕ)|r=a1
= φI(r, θ, ϕ)|r=a1

,

φ(r2, θ2, ϕ)|r2=a2
= φII(r2, θ, ϕ)|r2=a2

;

(7)

ε1
∂φI
∂r

∣∣∣∣
r=a1

− ε
∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a1

= 4πσ1,

ε2
∂φII
∂r2

∣∣∣∣
r2=a2

− ε
∂φ

∂r2

∣∣∣∣
r2=a2

= 4πσ2,

(8)

где σi — распределение плотности свободного заря-
да по поверхности i-й макрочастицы, i = 1, 2.

Разложение сферических гармоник, связанных с
системой координат с полюсом в центре 2-й макро-
частицы, по сферических гармоникам в системе ко-
ординат с полюсом в центре 1-й макрочастицы при
r < R имеет вид [62, 63]

Pm
n (cos θ2)

rn+1
2

=
1

Rn+1

∞∑

k=m

Ck−m
k+n ×

×
( r
R

)k
Pm
k (cos θ) , (9)

где Ck−m
k+n — биноминальный коэффициент (число

сочетаний),

Ck−m
k+n =

(k + n)!

(k −m)! (n+m)!
.

Аналогичное выражение имеет место для разложе-
ния Pm

n (cos θ) /rn+1 при r2 < R.
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В итоге распределение потенциала 2-й макроча-
стицы в системе координат 1-й (при r < R) примет
вид

φ2 (r, θ, ϕ) =
1

R

∞∑

k=0

k∑

m=0

∞∑

n=m

Ck−m
n+k

( r
R

)n
×

×
[
Bm

k cos (mϕ) +B−m
k sin (mϕ)

]
Pm
n (cos θ) . (10)

Для определения силы взаимодействия нам необ-
ходимо найти коэффициенты A±m

n и B±m
n , для на-

хождения которых из граничных условий (7), (8),
используя (1)–(6) и (10), получаем систему уравне-
ний (n = 1, 2, . . . ,∞, m = 0, 1, . . . , n)

β1,nA
±m
n + (ε1ζn − ε)x2n+1 ×

×
∞∑

k=m

Ck−m
n+k B

±m
k =

xn

n
α±m
1,n +

+ a21x (ε1ζ1 − ε) δn1 (E0zδm0 + E0xδm1) , (11)

β2,nB
±m
n + (ε2 − ε) y2n+1 ×

×
∞∑

k=m

Ck−m
n+k A

±m
k =

yn

n
α±m
2,n −

− a22y (ε2 − ε) δn,1 (E0zδm,0 − E0xδm,1) . (12)

Здесь введены следующие обозначения:

ζn =
1 +

(
1 + n−1

)
v2n+1

1− v2n+1
, x =

a1
R
, y =

a2
R
, v =

a0
a1
,

β1,n =
nε1ζn + ε (n+ 1)

n
, β2,n =

ε2n+ ε (n+ 1)

n
,

α±m
1,n = 4πa21σ

±m
1,n , α±m

2,n = 4πa22σ
±m
2,n ,

δn,k — символ Кронекера, который равен 1 при n = k

и 0 при n 6= k.
Для n = 0 коэффициенты разложения определя-

ются выражениями

A0 =
q0 + q1
ε

, B0 =
q2
ε
, (13)

где qi = 4πa2iσi,0, i = 1, 2, q0 — заряд, наведенный на
проводящем ядре 1-й макрочастицы. В случае изо-
лированного ядра q0 = 0 и коэффициент A0, как и
B0, определяется зарядом макрочастицы. В случае
поддержания постоянного потенциала V на прово-
дящем ядре на нем появляется заряд

q0 =
ε1a0

ε+ (ε1 − ε) v

(
εV − q1

a1
− ε

R

∞∑

k=0

Bk

)
. (14)

В этом случае коэффициентA0 уже зависит от окру-

жающих 1-ю макрочастицу зарядов и определяется
уравнением

A0 +
ε1a0x

ε1a0 + ε(a1 − a0)

∞∑

k=0

Bk =

=
q1
ε
− ε1a0
ε1a0 + ε(a1 − a0)

(q1
ε
− V a1

)
. (15)

Следовательно, в этом случае уравнение (15) для A0

должно решаться вместе с системой уравнений (11)
и (12).

3. АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОЕ
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СВОБОДНЫХ ЗАРЯДОВ

Далее подробно рассмотрим аксиально-симмет-
ричное распределение свободных зарядов во внеш-
нем поле, направленном вдоль оси z. В этом случае
для определения коэффициентов разложения потен-
циалов из уравнений (11), (12) получаем систему
(n = 1, 2, . . .)

β1,nAn + x2n+1(ε1ζn − ε)
∞∑

k=1

Ck
n+k Bk =

xn

n
α1,n −

−
(
x2n+1B0 − E0za

2
1xδn,1

)
(ε1ζn − ε), (16)

β2,nBn + y2n+1(ε2 − ε)
∞∑

k=0

Ck
n+kAk =

=
yn

n
α2,n − E0za

2
2 y δn,1(ε2 − ε). (17)

Далее в основном будем изучать случай, когда
a1 ≫ a2, так как решение задачи в случае сравни-
мых размеров макрочастиц не вызывает трудностей.
Ниже везде принято, что 1-й макрочастицей явля-
ется макрочастица с не меньшим радиусом. Для до-
стижения нужной точности в случае сильно разли-
чающихся радиусов требуется значительно меньшее
число коэффициентов Bn для меньшей макрочасти-
цы, чем коэффициентов An для большей макроча-
стицы.

Как видно из уравнений (16) и (17), коэффици-
енты An убывают как x2n+1, а коэффициенты Bn —
как y2n+1. При близко расположенных макрочасти-
цах межчастичное расстояние приблизительно рав-
но сумме радиусов макрочастиц: R ≈ a1 + a2, по-
этому y ≈ a2/a1 ≪ 1 и x ≈ 1 − a2/a1 ≈ 1. Следова-
тельно, для достижения заданной точности δ нужно
учесть следующее число членов разложения:

nB ≈
ln δ

2 ln y
, nA ≈

ln δ

2 lnx
. (18)

При δ = 10−15, L ≪ a2, R ≈ a1 + a2 из (18)
имеем данные, представленные в табл. 1. Видно, что
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чем сильнее отличаются радиусы макрочастиц, тем
меньше членов разложения нужно учитывать для
меньшей макрочастицы. Нужно отметить, что из-за
особенностей членов ряда в сумме для определения
силы требуется существенно большее число членов
для достижения точности в 6–7 знаков. В насто-
ящей работе нужное число членов определялось с
δ = 10−81, т. е. было почти на порядок больше при-
веденных в табл. 1.

Таблица 1. Количество требуемых для достижения задан-
ной точности δ = 10−15 членов разложения потенциа-

лов (5) при L≪ a2, R = a1 + a2

a1/a2 1 10 100 1000

nA 25 181 1736 17280

nB 25 78 4 3

Из уравнений (16) найдем коэффициенты An и
исключим их из уравнений (17). В итоге после про-
стых преобразований с учетом (15) получим

β2,nBn − y2n+1(ε2 − ε)
∞∑

j=1

(Snj + ϑB)Bj = bn, (19)

где введены следующие обозначения:

Snj =

∞∑

k=1

Ck
n+kC

k
j+k

x2k+1

β1, k
(ε1ζk − ε), (20)

bn =
yn

n
α2,n − y2n+1(ε2 − ε)×

×
(
Qn − y2n+1B0Sn0 + ϑA

)
− E0z(ε2 − ε)×

×
[
a22yδn,1 + y2n−1n+ 1

β1,1
(ε1ζ1 − ε)x3

]
, (21)

Qn =

∞∑

k=1

Ck
n+k

α1, k

kβ1, k
xk, (22)

ϑA =





q1/ε, q0 = 0,
ε1a0(a1V − xB0) + (a1 − a0)q1

(ε1 − ε)a0 + εa1
, V = const,

ϑB =





0, q0 = 0,
ε1a0x

(ε1 − ε)a0 + εa1
, V = const.

Из выражения (20) видна сложность нахождения
суммы ряда при близких к единице значениях x, так
как при больших k имеет место асимптотическое по-
ведение β1, k → 1, ζk → 1, поэтому отношение k-го
члена ряда к члену с номером (k− 1) ведет себя как
x2(1 + n/k)(1 + j/k) и становится меньше 1 только
при k > (n + j)/2y. Суммирование ряда в выраже-
нии (22) для нахождения Qn вызывает трудности
при равномерной зарядке только половины шара и

этот случай мы рассмотрим ниже. В случае равно-
мерной зарядки всей поверхности первой макроча-
стицы все коэффициенты Qn примут нулевое значе-
ние.

Для нахождения величин Snj используем следу-
ющее разложение:
ε1ζk − ε
β1, k

= τ0 +
τ1

k + 1
+

τ2
(k + 1)(k + 2)

+

+
τ3

(k + 1)(k + 2)[ε1k + ε(k + 1)]
+

+ v2k+1

[
τz0 +

τz1
k + 1

+
τz2

(k + 1)(k + 2)
+ fk

]
, (23)

где

τ0 =
ε1 − ε
ε1 + ε

, τ1 = −τ0
ε

ε1 + ε
, τ2 = τ1

ε1
ε1 + ε

,

τ3 = τ2(2ε1 + ε);

(24)

τz0 =
4εε1

(ε1 + ε)2
, τz1 =τz0

ε1 − ε
ε1 + ε

,

τz2 =τz1
5ε1 − ε
4(ε1 + ε)

,

(25)

fk — остаток, пропорциональный k−3. В результате
имеем

Snj =

2∑

i=0

[
τiS

i
nj(x) + τziS

i
nj(xv)

]
+∆Snj , (26)

∆Snj = −
∞∑

k=1

Ck
n+kC

k
j+kx

2k+1 ×

×
{

τ3
(k + 1)(k + 2)[ε1k + ε(k + 1)]

−

− fkv2k+1

}
. (27)

Здесь Si
nj — функции, определенные суммами:

Si
nj(x) =

∞∑

k=1

(n+ k)!

k!n!

(j + k)!

j!(k + i)!
x2k+1 ≡

≡ x

i!

[
2F1

(
n+ 1, j + 1; i+ 1; x2

)
− 1
]
, (28)

где 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса [64,
65] (см. Приложение А).

3.1. Вычисление коэффициентов Qn в

случае неравномерного распределения

свободного заряда

Рассмотрим задачу с однородным распределени-
ем свободного заряда только по правой половине по-
верхности первого шара:

σ1(θ) = σ

{
1, 0 6 θ 6 π/2,

0, π/2 < θ 6 π.
(29)
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Разложим распределение свободного заряда по по-
линомам Лежандра:

σ1(θ) =

∞∑

n=0

σ1,nPn(cos θ), (30)

где для распределения (29)

σ1,n=2k+1 = σ(−1)k (2k − 1)!!(4k + 3)

2k+2(k + 1)!
,

k = 0, 1, 2, . . . , (n = 1, 3, 5, . . .) ;

σ1,n=0 =
1

2
σ; σ1,n=2k = 0, k = 1, 2, 3, . . .

(31)

В этом случае вызывает определенные трудности
вычисление величины Qn из выражения (22), так
как члены ряда очень медленно убывают с ростом
номера для рассматриваемого распределения заря-
да (см. рис. 2). Используя (31), из (22) находим

Qn =
πa21σx

n!

∞∑

k=0

(n+ 2k + 1)!

k!(k + 1)!

4k + 3

2k + 1
×

× 1

(2k + 1)ε1ζ2k+1 + ε(2k + 2)

(
−x

2

4

)k
. (32)

Для ускорения сходимости ряда (32) используем
разложение:

4k + 3

(2k + 1)[(2k + 1)ζ2k+1ε1 + ε(2k + 2)]
=

=
εQ1

k + 2
+

εQ2

(k + 2)(k + 3)
+ Θk, (33)

где Θk — член, убывающий как k−3, коэффициенты

Рис. 2. Зависимость конечной суммы

sn =
∑N

n=0 σ1,n Pn(µ) от полярного угла µ = cos θ

при разных значениях числа учитываемых членов при

суммировании (30): N = 1 (кривая 1), 3 (2), 5 (3), 11 (4),

21 (5), 101 (6) и 1001 (7)

εQ1 и εQ2 определены соотношениями

εQ1 =
1

ε1 + ε
, εQ2 =

7(ε1 + ε)− 2ε

4(ε1 + ε)2
.

Введем функцию, определенную рядом:

T a
n =

1

(n− 1)!

∞∑

k=0

(2k + n)!

k!(k + a)!
zk. (34)

Процедура вычисления этой функции описана в
Приложении B. Тогда функции Qn вычисляются по
формуле

Qn = πa21σx
[
εQ1T

2
n+1

(
− 1

4x
2
)
+

+ εQ2T
3
n+1

(
− 1

4x
2
)
+ Λn

]
, (35)

где Λn — быстро cходящаяся величина (см. форму-
лы (32) и (33)),

Λn =
∞∑

k=0

ΘkΦk, (36)

Θk =

(
2 +

1

2k + 1

)
1

(2k + 1)β1,2k+1
−

− εQ1

k + 2
− εQ2

(k + 2)(k + 3)
, (37)

а величины Φk легко вычисляются с помощью ре-
куррентного соотношения:

Φ0 = n+ 1,

Φk = −x2Φk−1

(
1 +

n

2k

) [
1 +

n− 1

2(k + 1)

]
,

k = 1, 2, . . .

(38)

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩЕЙ
НА ПЕРВУЮ МАКРОЧАСТИЦУ

Сила, действующая на 1-ю макрочастицу, через
максвеллов тензор натяжения T определяется вы-
ражением [60]

F =

"
Tn cos θ dS, (39)

где Tn — нормальная (к поверхности 1-й макроча-
стицы) составляющая тензора натяжений,

Tn =
ε

4π

(
EnE−

1

2
nE2

)
. (40)

Отсюда для определения z-составляющей силы на-
ходим

Fz =
εa21
4

π̂

0

[
(E2

r − E2
θ ) cos θ −
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− 2ErEθ sin θ
]
sin θ dθ, (41)

где Er, Eθ — составляющие напряженности электри-
ческого поля в сферической системе координат:

Er = −∂φ
∂r
, Eθ = −1

r

∂φ

∂θ
.

После интегрирования (41), используя свойства по-
линомов Лежандра [62, 63], для определения силы
получим выражение

Fz = εA0E0z −
ε

R2

∞∑

n=0

∞∑

k=0

(k + n+ 1)!

k!n!
AnBk. (42)

Из уравнения (16) можно получить следующее со-
отношение (n = 0, 1, . . .):

∞∑

k=0

Ck
k+n+1Bk =

(
R

a1

)n+2[
4πa21σ1,n+1

(ε1ζn+1 − ε)(n+ 1)
−

− β1,n+1

ε1ζn+1 − ε

(
R

a1

)n+1

An+1

]
. (43)

Теперь, используя (43), из (42) получаем еще одно
выражение для определения силы:

Fz = εA0E0z −
q1q2
εR2

−

− q1
R2

∞∑

k=1

(k + 1)Bk −
∞∑

n=1

(
R

a1

)n
4πεσ1,n+1

ε1ζn+1 − ε
An +

+
ε

a21

∞∑

n=1

(n+ 1)β1,n+1

ε1ζn+1 − ε

(
R

a1

)2n+1

AnAn+1. (44)

В случае однородного распределения свободного
заряда по поверхности из (44) вытекает, что

Fz = εA0E0z −
q1q2
εR2

− q1
R2

∞∑

k=1

(k + 1)Bk +

+
ε

a21

∞∑

n=1

(n+ 1)β1,n+1

ε1ζn+1 − ε
R2n+1

a2n+1
1

AnAn+1. (45)

Из (45) при a0 = 0 (при этом ζn = 1) следует

Fz = εA0E0z −
q1q2
εR2

− q1
R2

∞∑

k=1

(k + 1)Bk +

+
ε

a21

∞∑

n=1

(n+ 1)ε1 + ε(n+ 2)

ε1 − ε
R2n+1

a2n+1
1

AnAn+1. (46)

В общем случае для силы, действующей на 2-ю
макрочастицу, выполнив аналогичные шаги как и
при выводе выражения (42), можно получить

F2z = εB0E0z +
ε

R2

∞∑

n=0

∞∑

k=0

(k + n+ 1)!

k!n!
AkBn. (47)

Двойные суммы в выражениях (42), (47) симметрич-
ны относительно перестановки индексов k и n, сле-
довательно, они равны друг другу. Поэтому срав-
нение выражений (42) и (47) показывает, что при
наличии внешнего электрического поля силы, дей-
ствующие на макрочастицы, не равны друг другу.
Сложив выражения (42) и (47), для суммарной си-
лы, действующей на систему из двух макрочастиц,
находим

FΣ = Fz + F2z = ε(A0 +B0)E0z =

= (q1 + q2)E0z. (48)

Последний переход в этом выражении сделан для
случая q0 = 0.

Теперь перейдем к численной процедуре вычис-
ления силы. Далее для простоты положим, что
внешнее поле отсутствует: E = 0. Из выраже-
ния (16) видно, что коэффициенты An в этом слу-
чае можно представить в виде двух слагаемых
(n = 1, 2, . . .):

An = Aσn +Abn, (49)

где слагаемые определены выражениями

Aσn =
4πa21σ1,n
nβ1,n

xn,

Abn = −ε1ζn − ε
β1,n

x2n+1
∞∑

m=0

Cm
n+mBm.

(50)

Используя (49), представим выражение (42) в виде

Fz = FC + F1p + Fσ + Fb, (51)
где

FC = −εA0B0

R2
, (52)

F1p = −εA0

R2

∞∑

k=1

(k + 1)Bk, (53)

Fσ = − ε

R2

nB∑

k=0

Bk

k!

∞∑

n=1

(k + n+ 1)!

n!
Aσn, (54)

Fb = −
ε

R2

nB∑

k=0

Bk

k!

∞∑

n=1

(k + n+ 1)!

n!
Abn. (55)

Слагаемыми в выражении (51) являются сила Ку-
лона (52), сила взаимодействия монопольного чле-
на в свободном заряде 1-й макрочастицы с поля-
ризованным зарядом 2-й макрочастицы (53), сила,
вызванная неравномерным распределением свобод-
ного заряда на поверхности 1-й макрочастицы (54)
и сила взаимодействия поляризованного заряда 1-й
макрочастицы с поляризованным зарядом 2-й мак-
рочастицы (55).
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В случае равномерного распределения свободно-
го заряда по всей поверхности 1-й макрочастицы
Aσ0 = q1/ε, Aσn = 0 для n > 1. Следовательно, в
этом случае Fσ = 0. Для распределения свободного
заряда, задаваемого формулой (29), из (54) находим

Fσ = −πεx3σ
nB∑

m=0

Bm

m!

∞∑

k=0

(m+ 2k + 2)!

k!(k + 1)!
×

× 4k + 3

(2k + 1)2
1

β1,2k+1

(
−x

2

4

)k
. (56)

Используя (33), это выражение можно привести к
виду

Fσ = −πεx3
{
σ

nB∑

m=0

Bm(m+ 1)×

×
[
εQ1T

2
m+2

(
−x

2

4

)
+ εQ2T

3
m+2

(
−x

2

4

)]
+

+

nB∑

m=0

Bm

m!

∞∑

k=0

Θk
(m+ 2k + 2)!

k!(k + 1)!

(
−x

2

4

)k}
, (57)

где Θk определены выражением (37).
Используя определение (50), из (55) находим

Fb =
ε

R2

nB∑

k=0

nB∑

m=0

BkBmΛk,m, (58)

где

Λk,m =
∞∑

n=1

(n+ 1)Ck
k+n+1C

m
n+m ×

× ε1ζn − ε
β1,n

x2n+1. (59)

Используя разложение (23) и выражение (26), с уче-
том равенства

(n+ 1)Ck
k+n+1 = (k + 1)Ck+1

k+n+1

из (59) можно найти

Λk,m = (k + 1)Sk+1,m. (60)

В заключение данного раздела отметим, что вы-
ражение для силы (44) можно представить в виде,
удобном для расчетов в случае сравнимых радиусов
макрочастиц:

Fz = −q1q2
εR2

− q1
R2

nB∑

k=1

(k + 1)Bk −

− ε

R2

nA∑

n=1

(n+ 1)α1,n

nε1ζn + ε(n+ 1)
xnÃn+1 +

+
ε

R2

nA∑

n=1

n(n+ 1)(ε1ζn − ε)
nε1ζn + ε(n+ 1)

x2n+1ÃnÃn+1, (61)

где введены редуцированные коэффициенты:

Ãn =

nB∑

k=0

Ck
n+kBk.

В случае наличия металлического ядра у второй
макрочастицы в уравнениях, например, (12), (17),
(19) и (21), содержащих ε2, эта величина заменится
на величину

ε2,n = ε2
1 +

(
1 + n−1

)
(a20/a2)

2n+1

1− (a20/a2)2n+1
,

где a20 — радиус металлического ядра второй мак-
рочастицы.

4.1. Взаимодействие точечного заряда со

сферической макрочастицей с

неоднородным распределением свободного

заряда по ее поверхности

Для поверки полученных выше выражений для
силы рассмотрим случай, когда 2-я макрочастица
является точечной. Переход к этому случаю легко
осуществляется равенством ε2 = ε. Из (17) в этом
случае имеем Bn = 0, n = 1, 2, . . . , и из (16) легко
находим

An =
xn

nβ1,n
α1,n −

(
x2n+1B0 − E0za

2
1xδn,1

)
×

× ε1ζn − ε
β1,n

, n = 1, 2, . . .

В случае однородного распределения свободно-
го заряда по всей поверхности 1-й макрочастицы
Aσn = 0 для n > 1 и, следовательно, Fσ = 0. Из (55)
в этом случае следует, что

Fb =
q22
εR2

∞∑

n=1

(n+ 1)
ε1 − ε

nε1 + (n+ 1)ε
x2n+1. (62)

Это выражение совпадает с хорошо известной фор-
мулой для силы взаимодействия точечного заряда
со сферической макрочастицей [60]. Используя раз-
ложение (23), из этого выражения находим1)

Fb0 =
q22
εR2

{
τ0x

[
2F1

(
1, 2; 1;x2

)
− 1
]
+

+ τ1x
[
2F1

(
1, 2; 2;x2

)
− 1
]
+

1) При получении данного выражения принято во внима-
ние, что n + 1 = (2)n/(1)n, 1 = (1)n/(1)n = (2)n/(2)n,
(n+ 2)−1 = 1

2
(2)n/(3)n.
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Таблица 2. Сила взаимодействия, рассчитанная по изложенной в настоящей работе методике при следующих параметрах:

σ1/e = 10−2 нм−2, q2/e = 385, a2 = 100 нм, a0 = 0, ε1 = ε2 = 4 (окись кремния), ε = 1 при L = 0.1 нм для различных

значений отношения a1/a2 (символ W в нижнем индексе в обозначении силы означает распределение свободного заряда
по всей поверхности сферы, R — по правой половине поверхности сферы)

a1/a2 Fz(W ), 10−9 Н Fz(W )/FC nA Fz(R), 10−9 Н Fz(R)/FC

10 5.8064 0.6296 941 4.7523 1.0306

102 9.2337 0.8439 6671 6.8628 1.2544

103 9.7169 0.8723 57006 7.1542 1.2845

104 9.7673 0.8752 523803 7.1845 1.2876

+
1

2
τ2x

[
2F1

(
1, 2; 3;x2

)
− 1
]
+

+

∞∑

n=1

τ3
(n+ 2) [ε1n+ ε(n+ 1)]

x2n+1
}
. (63)

Полная сила будет определяться суммой куло-
новского члена (52) и выражения (63). Отметим, что

2F1(1, 2; 1; z) =
1

(1− z)2 ,

2F1(1, 2; 2; z) =
1

1− z ,

2F1(1, 2; 3; z) = −
2

z2
[
z + ln(1 − z)

]
.

В случае однородного распределения свободного
заряда только по половине поверхности 1-й частицы
из (54), используя (31) и (50), для случая точечной
2-й частицы (отлично от нуля только B0), можно
получить

Fσ0 = −q1q2x
R2

∞∑

k=0

(2k)!

(k!)2
×

× 4k + 3

(2k + 1)ε1ζ2k+1 + ε(2k + 2)

(
−x

2

4

)k
. (64)

С целью дополнительной проверки полученных
выше результатов применим вместо (38) другое раз-
ложение:
[
1 +

ε− ε1
(4k + 3)(ε1 + ε)

]−1

=

= 1 +
η1,1
k + 1

+
η1,2

(k + 1)(k + 2)
+

+
η1,3

(k + 1)(k + 2)[(2k + 1)ε1 + (2k + 2)ε]
, (65)

где

η1,1 =
ε1 − ε

4(ε1 + ε)
,

η1,2 =
ε1η1,1

2(ε1 + ε)
, (66)

η1,3 = η1,2(3ε1 + 2ε).

Используем следующие суммы [66] (|z| < 1/4):

∞∑

k=0

(2k)!

(k!)2
zk =

1

(1− 4z)1/2
,

∞∑

k=0

(2k)!zk+1

k!(k + 1)!
=

1

2

[
1− (1− 4z)1/2

]
,

∞∑

k=0

(2k)!zk+2

k!(k + 2)!
=

1

12

[
(1− 4z)3/2 + 6z − 1

]
.

(67)

Окончательно из (64) и (65) находим

Fσ0 = − 2q1q2x

R2(ε1 + ε)

{
1

(1 + x2)1/2
−

− 2η1,1
x2

[
1−

(
1 + x2

)1/2]
+

+
4η1,2
3x4

[(
1 + x2

)3/2 − 3

2
x2 − 1

]}
−

− q1q2x

R2

∞∑

k=0

Γk
(2k)!

(k!)2

(
−x

2

4

)k
, (68)

где

Γk =
4k + 3

(2k + 1)ε1ζ2k+1 + ε(2k + 2)
−

− 2

ε1 + ε

[
1 +

η1,1
k + 1

+
η1,2

(k + 1)(k + 2)

]
. (69)

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
И ОБСУЖДЕНИЕ

Численные расчеты были проведены при трех
вариантах распределения свободного заряда по по-
верхности каждой из макрочастиц: по всей ее по-
верхности (далее этот вариант обозначается буквой
W ), по правой (R) и по левой (L) половине. Рас-
пределение свободного заряда и его разложение по
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Таблица 3. Сила взаимодействия (в 10−9 Н), рассчитанная с использованием бисферической и сферической систем ко-

ординат при следующих параметрах: σ1/e = 10−2 нм−2, q2/e = 385, a2 = 100 нм, ε1 = ε2 = 4, ε = 1 при L = 0.1 нм для

различных значений отношения a1/a2

a1/a2 Fz,bisph [38] Fz (52) + (58) Finf [38] Lmax [38] Fps (52) + (63)

10 5.80665 5.80641 9.773 1674 8.742

102 9.23364 9.23369 9.773 1604 10.43

103 9.71688 9.71691 9.773 1597 10.63

104 9.76706 9.76731 9.773 1596 10.65

мультипольным моментам для первой частицы в ва-
рианте R и для второй в варианте L задается выра-
жениями (29) и (31), а в варианте L для первой и R
для второй определяется выражениями

σi(θ) = σ

{
0, 0 6 θi 6 π/2,

1, π/2 < θi 6 π;
(70)

σi,n=2k+1 =
qi

4πa2i
(−1)k+1 (2k − 1)!!(4k + 3)

2k+2(k + 1)!
,

k = 0, 1, 2, . . . , (n = 1, 3, 5, . . .);

σi,n=0 =
qi

8πa2i
; σ1,n=2k = 0, k = 1, 2, 3, . . . ,

(71)

т. е. распределения (31) и (71) различаются только
знаком для нечетных членов разложения.

Результаты численных расчетов силы взаимо-
действия представлены в табл. 2–4. В табл. 2 приве-
дены значения силы взаимодействия, рассчитанные
с использованием сферической системы координат
по изложенной в настоящей работе методике. Вид-
но, что с ростом отношения радиусов макрочастиц
сила взаимодействия растет, а относительное откло-
нение от силы Кулона уменьшается. Там же приве-
дены значения силы в случае распределения свобод-
ного заряда только по половине поверхности боль-
шой макрочастицы. Видно, что сила уменьшилась,
что связано с двухкратным уменьшением заряда 1-й
макрочастицы. Но отношение этой силы к силе Ку-
лона заметно выросло. В табл. 2 также приведено
число учитываемых мультипольных членов разло-
жения потенциала большой макрочастицы, которое
при a1/a2 = 104 оказывается огромным и при кото-
ром определение коэффициентов разложения обыч-
ными методами было бы невозможным.

Таблица 3 показывает хорошее согласие резуль-
татов, полученных в расчетах с использованием
сферической и бисферической систем координат
(про расчеты последним методом см. более подроб-
но в работах [38, 43]). В этой таблице также при-
ведены значения силы взаимодействия в случае
a1 =∞ (Finf ), к которым близки значения силы при

a1/a2 = 104. Там же приведено максимальное чис-
ло членов разложения потенциала в бисферической
системе координат (Lmax ), которое практически не
меняется при изменении отношения радиусов и при
a1/a2 = 104 оказывается на два порядка меньше,
чем требуется при использовании сферической си-
стемы координат.

Таблица 4. Сила взаимодействия, рассчитанная по изло-

женной в настоящей работе методике при следующих па-

раметрах: σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 400, a2 = 100 нм,

ε1 = ε2 = 4, ε = 1 при L = 0.1 нм для различных значе-

ний d1 = a1 − a0, и различном характере распределения
свободного заряда: W — по всей поверхности, R — по пра-

вой половине поверхности 1-й макрочастицы

Fz, 10−10 Н

a1/a2 W R

d1 = a1 d1 = 10нм d1 = a1 d1 = 10 нм

10 4.4992 −0.6515 0.8452 −7.4898

102 6.2044 1.3140 1.9454 −6.6508

103 6.4276 1.5839 2.0972 −6.5128

104 6.4508 1.6125 2.1131 −6.4973

Из табл. 4 видно, во-первых, что в случае распре-
деления свободного заряда только по половине по-
верхности сферы сила взаимодействия оказывается
меньше, чем в случае распределения по всей поверх-
ности сферы, что уже отмечалось выше и что есте-
ственно, так как при сохранении постоянной плотно-
сти поверхностного заряда полный заряд в первом
случае оказывается в два раза меньше. Но уменьше-
ние силы произошло более чем в два раза, в отличие
от данных, приведенных в табл. 2, где уменьшение
было заметно меньше чем в два раза, что связано с
уменьшением плотности свободного заряда 1-й мак-
рочастицы в 10 раз. Во-вторых, введение металли-
ческого ядра также приводит к уменьшению силы
взаимодействия, что связано с большей эффектив-
ной поляризуемостью такой макрочастицы по срав-
нению с полностью диэлектрической макрочасти-
цей. Это приводит даже к переходу от отталкивания
к притяжению макрочастиц при a1/a2 = 10 в слу-
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a b

c d

Рис. 3. Зависимости силы взаимодействия, приведенной к кулоновской, от расстояния между поверхностями макроча-

стиц при следующих параметрах: σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 400, a2 = 100 нм, a1/a2 = 10 (a), 102 (b), 103 (c) и 104 (d),

ε1 = ε2 = 4, ε = 1. Первый символ в обозначении кривых указывает на характер распределения свободного заряда по

поверхности 1-й макрочастицы: W — по всей поверхности, R — по правой половине; затем указана толщина диэлектри-

ческой пленки (d1 = a1 − a0) в нанометрах

чае равномерного распределения заряда по всей по-
верхности 1-й макрочастицы и для всех отношений
радиусов при зарядке только ее правой половины.
Главное отличие параметров при расчете данных в
табл. 2 и 4 заключается в 10-кратном уменьшении
плотности свободного заряда в последней таблице.
Поэтому отталкивательный кулоновский вклад в си-
лу взаимодействия уменьшился в 10 раз, что приве-
ло к увеличению веса притягательной составляющей
силы FB (55), пропорциональной q22 (см. (62)).

Представленные на рис. 3 зависимости силы вза-
имодействия от наименьшего расстояния между по-
верхностями макрочастиц подтверждают выводы,
сделанные выше относительно поведения силы вза-
имодействия на малых расстояниях. По мере роста

межчастичного расстояния все зависимости моно-
тонно сходятся к кулоновской, кроме кривой R, a1,
которая проходит через максимум (отметим, что
незначительное превышение силы над силой Куло-
на наблюдается и на зависимости R, 10, но это пре-
вышение составляет величину порядка 0.01%). При
этом область расстояний, на которых сила взаимо-
действия превышает силу Кулона, с ростом отноше-
ния радиусов заметно расширяется. В варианте R
свободный заряд распределен по стороне 1-й макро-
частицы, обращенной ко 2-й макрочастице. Имен-
но по этой причине сила отталкивания оказывается
больше кулоновской. При введении металлического
ядра этот эффект значительно снижается.
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a

b

c

Рис. 4. Зависимости полной силы взаимодействия (a),

Fb + F1p (b) и Fσ (c) от расстояния между поверхностями

полностью диэлектрических макрочастиц, рассчитанные

с использованием сферической системы координат при

следующих параметрах: σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 400,

a2 = 100 нм, ε1 = ε2 = 4, ε = 1, a1/a2 = 102. Обозначения
кривых такие же, как на рис. 3

.

Рис. 5. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями при следующих пара-

метрах: q1/e = 104, a1 = 102a2, a2 = 100 нм, ε1 = ε2 = 4,

ε = 1, при q2/e = 100 (кривые 1, 4, 7), 25 (2, 5, 8), 5

(3, 6, 9) и вариантах распределения свободного заряда R

по правой половине (кривые 1–3), W по всей поверхности
(4–6) и L по левой половине поверхности (7–9) 1-й макро-

частицы

На рис. 4 приведены зависимости силы взаимо-
действия и ее составляющих от наименьшего рассто-
яния между поверхностями макрочастиц для рас-
смотренных на рис. 3 вариантов распределения сво-
бодного заряда и наличия или отсутствия металли-
ческого ядра для a1 = 100a2. Видно, что на всех
межчастичных расстояниях наибольшей оказывает-
ся сила взаимодействия для полностью диэлектри-
ческих макрочастиц при равномерном распределе-
нии свободного заряда по всей поверхности. Вве-
дение металлического ядра приводит к заметному
уменьшению силы на малых расстояниях. Отметим,
что сила во всех вариантах на рис. 4a проходит че-
рез максимум и только в варианте R, a1 ее уменьше-
ние после максимума происходит медленнее, чем на
обратно квадратичной зависимости от межчастич-
ного расстояния силы Кулона (при малых L ≪ a1
межчастичное расстояние практически не меняет-
ся). Из рис. 4b видно, что притягательная состав-
ляющая в силе взаимодействия значительно вырас-
тает при введении металлического ядра и оказыва-
ется наибольшей по абсолютной величине в случае
зарядки только правой половины 1-й макрочасти-
цы. Это является следствием двухкратного умень-
шения заряда при сохранении постоянной плотно-
сти свободного заряда. Расчеты при постоянном за-
ряде 1-й макрочастицы подтверждают этот вывод.
В этом случае зависимости силы от межчастичного
расстояния для заданного заряда q2 нигде не пере-
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секались, располагаясь сверху вниз в порядке вари-
антов распределения свободного заряда R, W и L

(см. рис. 5).

Значительное уменьшение составляющей силы,
связанной с неоднородностью распределения по-
верхностного заряда, при введении металлического
ядра очень хорошо видно из рис. 4c. Следователь-
но, металлическое ядро практически сводит к ну-
лю эффект от односторонней зарядки 1-й макроча-
стицы. При увеличении диэлектрической проница-
емости макрочастиц влияние металлического ядра
уменьшается и, как видно из рис. 6, при ε1 = ε2 = 80

практически исчезает.

На рис. 7 представлены зависимости приведен-
ной силы взаимодействия от расстояния между по-
верхностями диэлектрических макрочастиц без ме-
таллических ядер для девяти вариантов распреде-
ления свободного заряда по их поверхностям. Вид-
но, что наибольшее влияние на силу взаимодействия
оказывает характер распределения на 1-й макроча-
стице (большего размера) и значения силы убывают
в порядке вариантов распределения свободного за-
ряда R, W и L по ее поверхности. Влияние характе-
ра распределения свободного заряда 2-й (меньшего
размера) макрочастицы оказывается наибольшим в
варианте распределения по поверхности 1-й L, мень-
ше в варианте R и слабо заметным в варианте W .

При наличии металлического ядра под тонкой
диэлектрической пленкой толщиной 10 нм внутри
1-й макрочастицы картина существенным образом
меняется (см. рис. 8). В этом случае характер рас-
пределения свободного заряда по поверхности 2-й
макрочастицы оказывает заметное влияние, а раз-
личие в зависимостях силы в вариантах распределе-
ния по поверхности 1-й макрочастицы L и R прак-
тически исчезает.

Замена 2-й макрочастицы на двухслойную с
диэлектрическим слоем над металлическим ядром
толщиной 10 нм, как видно из рис. 9, по сравнению
с рис. 7 приводит практически к полному исчезнове-
нию зависимости силы от характера распределения
свободного заряда по поверхности 2-й макрочасти-
цы.

На рис. 10 представлены зависимости приведен-
ной силы взаимодействия от расстояния между по-
верхностями двухслойных макрочастиц с диэлек-
трическими слоями над металлическими ядрами
толщиной 10 нм. Видно, что в этом случае влия-
ние неоднородности распределения свободного заря-
да заметно снижается. Так же, как на рис. 9, разли-
чие зависимостей силы в вариантах распределения

a

b

c

Рис. 6. Зависимости приведенной силы взаимодействия от

расстояния между поверхностями полностью диэлектриче-
ских макрочастиц, рассчитанные с использованием сфе-

рической системы координат при следующих параметрах:

σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 400, a2 = 100 нм, ε1 = ε2 = 80

(вода), ε = 1, a1/a2 = 10 (a), 100 (b), 104 (c). Обозначения

кривых такие же, как на рис. 3

4 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
49



А. В. Филиппов ЖЭТФ, том 164, вып. 1 (7), 2023

Рис. 7. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями полностью ди-

электрических макрочастиц при следующих параметрах:

σ1/e = 10−3 нм−2, q2/e = 100, a2 = 100 нм, a1/a2 = 102,

ε1 = ε2 = 3.1 (лед), ε = 1 для различных вариантов
распределении свободного заряда по поверхности макро-

частиц. Первый символ в обозначении кривых указывает

характер распределения свободного заряда по поверхности

1-й макрочастицы, второй — по поверхности 2-й (W — рав-

номерно по всей поверхности, L — равномерно по левой

половине поверхности и R — по правой половине поверх-

ности)

Рис. 8. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями 1-й двухслойной мак-

рочастицы с диэлектрическим слоем над металлическим

ядром толщиной 10 нм и полностью диэлектрической 2-й

макрочастицы. Остальные параметры и обозначения кри-

вых, как на рис. 6

по поверхности 1-й макрочастицы L и R практиче-
ски отсутствует.

Численные расчеты показали, что толщина ди-
электрической пленки также оказывает влияние на

взаимодействие макрочастиц. На рис. 11 приведены
зависимости силы взаимодействия для различных
толщин диэлектрической пленки из окиси кремния
ε1 = 4 на поверхности металлической 1-й макроча-
стицы, при этом 2-я макрочастица полагалась пол-
ностью состоящей из окиси кремния. Видно, что уже
при толщине пленки 0.1 нм проявляется ее влияние
на силу взаимодействия на малых расстояниях. При
толщине пленки более 103 нм сила перестает менять-
ся при ее увеличении.

В случае одинаковых макрочастиц зависимость
от толщины пленок оказывается существенно бо-
лее слабой, что демонстрирует рис. 12. Даже при
толщине пленок на макрочастицах в 10 нм, что со-
ставляет 1% от радиуса макрочастиц, сила взаимо-
действия практически не отличается от силы взаи-
модействия полностью металлических макрочастиц.
По мере роста толщины пленок сила взаимодей-
ствия все больше отклоняется от силы взаимодей-
ствия металлических макрочастиц и приближается
к зависимости полностью диэлектрических макро-
частиц (кривая 5).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе проведено исследование вли-
яния диэлектрической пленки на поверхности про-
водящих пылевых частиц на их электростатиче-
ское взаимодействие. Особое внимание уделено слу-

Рис. 9. Зависимости приведенной силы взаимодействия от

расстояния между поверхностями полностью диэлектриче-

ской 1-й макрочастицы и 2-й двухслойной макрочастицы с

диэлектрическим слоем над металлическим ядром толщи-

ной 10 нм. Остальные параметры и обозначения кривых,

как на рис. 6
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Рис. 10. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями двухслойных макро-

частиц с диэлектрическими слоями над металлическими

ядрами толщиной 10 нм. Остальные параметры и обозна-

чения кривых, как на рис. 6

чаю сильно различающихся радиусов макрочастиц
и случаю неравномерного распределения поверх-
ностного заряда с вариантами равномерного рас-
пределения свободного заряда на каждой из макро-
частиц по всей поверхности, по левым и/или пра-
вым полусферам. Продемонстрирована эффектив-
ность разработанной методики расчета медленно
сходящихся рядов, связанных с медленным убыва-
нием коэффициентов разложения потенциала боль-
шей макрочастицы при малых межчастичных рас-
стояниях и с медленным убыванием коэффициентов
разложения свободного заряда по мультипольным
моментам в случае распределения свободного заря-
да только по половине поверхности большей макро-
частицы. Показано, что как характер распределения
свободного заряда, так и наличие металлического
ядра под тонкой диэлектрической пленкой приво-
дят к заметному изменению силы взаимодействия,
что должно быть принято во внимание при модели-
ровании процессов взаимодействия микро- и нано-
размерных частиц в различных экспериментальных
и технологических установках.

Благодарности. Автор выражает бла-
годарность Д. И. Астахову, П. В. Крайнову и
В. В. Медведеву из Института cпектроскопии РАН
за многократные полезные обсуждения результатов
данной работы.

Финасирование. Настоящая работа выполнена
при финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект №22-22-01000).

Рис. 11. Зависимости приведенной силы взаимодействия
для различных толщин диэлектрической пленки с ε1 = 4

на поверхности металлической 1-й макрочастицы от рас-

стояния между поверхностями макрочастиц при их равно-

мерной зарядке по всей поверхности и следующих пара-

метрах: q1/e = 104, q2/e = 10, a2 = 100 нм, a1/a2 = 102,

ε2 = 4, ε = 1, d1 ≡ a1 − a0 = 0 (1), 0.1 нм (2), 5 нм (3),

25 нм (4), 102 нм (5), 103 нм (6), 104 нм (7)

Рис. 12. Зависимости приведенной силы взаимодействия

от расстояния между поверхностями одинаковых металли-

ческих макрочастиц для различных толщин диэлектриче-

ских пленок с ε1 = ε2 = 4 на их поверхностях, при их
равномерной зарядке по всей поверхности и следующих

параметрах: q1/e = q2/e = 103, a1 = a2 = 103 нм, ε = 1,

d1 ≡ a1−a0 = d2 ≡ a2−a20 = 0 (1), 10 нм (2), 100 нм (3),

250 нм (4), 103 нм (5)
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ПРИЛОЖЕНИЕ A.
ПРОЦЕДУРА ВЫЧИСЛЕНИЯ

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ
ГАУССА

Гипергеометрическая функция Гаусса 2F1 опре-
деляется соотношением [64,65]

2F1(a, b; c; z) =

∞∑

n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, (72)

где (a)n — символ Похгаммера,

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
= a(a+ 1) . . . (a+ n− 1), (73)

Γ — гамма-функция. Отметим, что n! = (1)n,

Ck
n+k =

(n+ k)!

n!k!
=

(k + 1)n
(1)n

.

Для вычисления гипергеометрической функции
Гаусса в настоящей работе использовались рекур-
рентное соотношение [64, 65]

2F1(a− 1, b; c; z) +

+ (2a− c− az + bz) 2F1(a, b; c; z) +

+ a(z − 1) 2F1(a+ 1, b; c; z) = 0 (74)

и следующие формулы [64,65]:

2F1(a, b; c; z) = 2F1(b, a; c; z),

2F1(0, b; c; z) = 2F1(a, b; c; 0) = 1,

2F1(a, b; b; z) = (1− z)−a,

(75)

2F1(1, 1; c; z) =
(c− 1)z

(1− z)2 ×

×
[

c−1∑

k=2

1

c− k

(
z − 1

z

)k
−
(
z − 1

z

)c
ln(1− z)

]
,

c = 2, 3, 4, . . . , (76)

2F1(1, b; c; z) =
(c− 1)!

(c− b− 1)!

1

z
×

×
{

c−b−1∑

k=1

(c− b− k − 1)!

(c− k − 1)!

(
z − 1

z

)k−1

−

− z

(b − 1)!

(
z − 1

z

)c−b−1
[

b−1∑

k=1

z−k

z − k +

+ z−b ln(1− z)
]}
, c > b, (77)

2F1(1, b; c; z) = (c− 1)(1− z)c−b−1 ×

×
c−b−1∑

k=0

(c− b)k
k!(c+ k − 1)!

zk, b > c. (78)

ПРИЛОЖЕНИЕ B.
ПРОЦЕДУРА ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИИ T

a

n

Для функции T a
n (34) можно легко найти рекур-

рентные соотношения:

T a
n

(
y2
)
=
y−n+1

n− 1

∂ynT a
n−1

(
y2
)

∂y
=

=
n

n− 1
T a
n−1

(
y2
)
+

y

n− 1
y
∂

∂y
T a
n−1

(
y2
)
, (79)

T a
n =

2

n− 1
T a−1
n−1 +

n− 2a

n− 1
T a
n−1. (80)

Далее введем функцию

Rm =

(
1

1− 4y2

)m+1/2

(81)

и оператор Ωn, который переводит T a
n в T a

n+1 (см.
выражение (79)):

T a
n+1

(
y2
)
= Ωn

[
1

n
T a
n

(
y2
)]

=

=
n+ 1

n
T a
n

(
y2
)
+
y

n

∂

∂y
T a
n

(
y2
)
. (82)

Действие этого оператора на Rm определяется фор-
мулой

Ωn(Rm) =

(
1− 2m

n

)
Rm +

2m+ 1

n
Rm+1. (83)

Процедура вычисления необходимых для расчета
Qn (35) функций T 2

n+1, T
3
n+1 (n = 1, 2, . . . , nB + 1)

следующая.

1. Вычисляем функции Rm =
(
1− 4y2

)−m−1/2

для m = 1, 2, . . . , nB при y2 = −x2/4.

2. Вычисляем

T 1
2

(
y2
)
=

2

(1− 4y2)3/2
= 2R1.

3. Вычисляем T 1
n для n = 3, 4, . . . , nB+2, исполь-

зуя оператор (83).

4. Вычисляем

T 2
2

(
y2
)
=

∞∑

k=0

(2k + 2)!

k!(k + 2)!
y2k =

=
4

(1− 4y2)
1/2
[
1 + (1− 4y2)

1/2
]2 .
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5. Используя рекуррентное соотношение (79),
вычисляем T 2

n для n = 3, 4, . . . , nB + 2.

6. Вычисляем

T 3
2

(
y2
)
=

∞∑

k=0

(2k + 2)!

k!(k + 3)!
y2k =

=
8

3

1
[
1 + (1− 4y2)1/2

]3 .

7. Используя рекуррентное соотношение (79),
вычисляем T 3

n для n = 3, 4, . . . , nB + 2.

В итоге все необходимые для определения коэффи-
циентов bn (22) и силы Fσ (56) функции T a

n оказы-
ваются вычисленными.
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