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Рассмотрен процесс комптоновского рассеяния на свободном электроне с последующим переизлучением

одного или двух фотонов в предположении конечного времени взаимодействия. Соответствующие сече-

ния получены в рамках релятивистской квантовой электродинамики с использованием модифицирован-

ной формы фермионного пропагатора с комплексным переданным импульсом. Показано, что эффекты

конечного времени могут наблюдаться при достаточно низких энергиях рассеянных фотонов. Предлагае-

мый метод также регуляризует возникающую инфракрасную расходимость в сечении двойного эффекта

Комптона. Обсуждается возможная экспериментальная проверка рассматриваемого теоретического под-

хода.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается вывод сечений одно-
кратного и двойного комптоновского (ДК) рассея-
ния в предположении, что падающий фотон взаи-
модействует с электроном только в течение конеч-
ного времени τ . В рамках квантовой электродинами-
ки все частицы задаются в виде монохроматических
волн, описывающих стабильные частицы, и на сего-
дняшний день не существует полностью релятивист-
ского подхода для описания процессов рассеяния на
конечных временах. Однако попытки сформулиро-
вать такую теорию, в частности, для расходящихся
во времени волновых пакетов представлены в [1–4].
Целью данной работы является попытка выйти за
рамки монохроматического приближения, оставаясь
при этом в рамках традиционной теории КЭД, хотя
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и с рядом ограничений, вытекающих из такого под-
хода. Этого можно добиться введением комплексно-
го импульса в амплитуду рассеяния. В качестве при-
мера рассмотрим процессы однократного и двойно-
го комптоновского рассеяния. Последнее представ-
ляет особый интерес в связи с известной проблемой
инфракрасной расходимости [5], характерной толь-
ко для монохроматического приближения плоских
волн [6]. Правомерность такого подхода можно про-
верить в экспериментах по рассеянию фотонов на
нестабильных частицах или по рассеянию коротких
импульсов фотонов на свободных электронах.

Стоит отметить, что явное введение зависящих
от времени адиабатических факторов в вершине
взаимодействия сразу же делает теорию не лоренц-
инвариантной [7]. Это усложняет построение таких
величин, как вероятности перехода и сечения рас-
сеяния. Однако здесь оказывается полезным под-
ход, развитый для взаимодействия с нестабильными
частицами. Недавно было показано, что для неста-
бильных фермионных частиц можно ввести следу-
ющий модифицированный фейнмановский пропага-
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тор [8–11]:

SF (p) =
p̂+mF − iΓ/2

p2 − (mF − iΓ/2)2
, (1)

где p — 4-вектор импульса фермиона, mF — масса
фермиона, p̂ = γµpµ, Γ соответствует ширине рас-
пада частицы и, вообще говоря, может зависеть от
переданного импульса q. В отличие от феноменоло-
гического введения множителя Γ в числитель обыч-
ного фейнмановского пропагатора [12]

SF (p) =
p̂+mF

p2 −m2
F − imFΓ

, (2)

представление в уравнении (1) удовлетворяет элек-
тромагнитному тождеству Уорда, обеспечивающе-
му калибровочно-инвариантное описание процессов
(см. работы [11,13]).

Параметр Γ, введенный в уравнение (1) и связан-
ный с распадом частиц, подразумевает конечность
времени взаимодействия в процессах рассеяния. Со-
ответствующий интервал взаимодействия определя-
ется временем распада фермиона τ = 1/Γ. В прин-
ципе, аналогичным образом можно ввести локализо-
ванные во времени эффекты для рассеяния стабиль-
ных частиц. Тогда соответствующий параметр Γ в
уравнении (1) можно связать с длительностью ла-
зерного импульса τL. Эта картина может быть верна
для одиночного квазимонохроматического фотона с
убывающими энергиями, намного превышающими
ширину немонохроматичности фотона. Без ограни-
чения общности мнимую добавку к импульсу, пере-
даваемому от фотона фермиону, можно отнести ли-
бо к времени жизни нестабильной частицы, либо к
времени взаимодействия (обратной ширине) квази-
монохроматического фотона со стабильным ферми-
оном.

Следует отметить, что точно такая же ситуация
возникает в атомной физике при рассеянии фотонов
на связанном электроне. В этом случае параметр Γ

соответствует естественной ширине атомного уров-
ня, которая может быть строго введена в рамках
КЭД-теории профиля линии или в рамках квантово-
механического описания квазистационарных состо-
яний [14,15]. Однако, в отличие от КЭД во внешних
полях, малая мнимая добавка к энергии свободного
стабильного фермиона может быть введена только
феноменологически. С такими ограничениями и с
использованием пропагатора в виде (1) мы пытаем-
ся построить сечение рассеяния квазимонохромати-
ческого фотона на свободном фермионе.

Работа построена следующим образом. В разд. 2
представлен полностью релятивистский КЭД-вывод

сечения однократного комптоновского рассеяния
для налетающего квазимонохроматического фото-
на. Раздел 3 посвящен аналогичному рассмотрению
двойного эффекта Комптона. Результаты и обсуж-
дение представлены в разд. 4.

В статье используются релятивистские единицы,
где скорость света c = 1 и постоянная Планка ~ = 1.
Масса электронаme записывается явно. Заряд элек-
трона e = − |e| связан с константой тонкой струк-
туры α соотношением α = e2/4π. Для 4-векторов
и тензора используются стандартные обозначения
ковариантной (нижний индекс) и контравариант-
ной (верхний индекс) компонент, которые связаны
друг с другом метрическим тензором с метрикой
Минковского gµν = gµν = (1,−1,−1,−1), так что,
например, для компонент вектора aµ: aµ = gµνa

ν

(имея в виду здесь и далее соглашение Эйнштей-
на о сумме). Греческие индексы принимают значе-
ния (0, 1, 2, 3), а латинские индексы (1, 2, 3). Про-
изведение γµ-матриц Дирака (µ = 0, 1, 2, 3) с 4-
вектором a = (a0, a) обозначается как â = γµaµ.

2. КОМПТОНОВСКОЕ РАССЕЯНИЕ

Мы начинаем со стандартного КЭД-вывода
формулы Клейна–Нишины [16] для комптоновского
процесса, но с модифицированным пропагато-
ром в форме (1). Соответствующий элемент
S-матрицы для рассеяния одиночных фотонов
γ(k1) + e− → γ(k2) + e− дается выражением [17,18]

S
(2)
fi = (2π)4δ(4)(pf + k2 − pi − k1)×

× mee
2

√
8V 4EiEfω1ω2

M(k1, k2), (3)

где pi = (Ei,pi), pf = (Ef ,pf ) — 4-векторы соответ-
ственно начального и конечного импульсов электро-
на, k1 = (ω1,k1) — 4-вектор налетающего фотона с
частотой ω1 и волновым вектором k1, k2 = (ω2,k2)

— 4-векторы рассеянного фотона, а M — фейнма-
новская амплитуда процесса:

M(k1, k2) = u(pf ) {ε̂(k2)SF (pi + k1)ε̂(k1)+

+ ε̂(k1)SF (pi − k2)ε̂(k2)}u(pi). (4)

В уравнении (4) u(p) — дираковский спинор для
свободного электрона с дираковским сопряжением,
определяемым как u(p) = u†(p)γ0, γµ — матри-
цы Дирака, ε(k) — 4-вектор поляризации фотона
с импульсом k, SF — фейнмановский пропагатор,
определяемый выражением (1). Скорость перехода
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в единицу времени в одно определяемое состояние
можно найти как [17]

w =
|S(2)

fi |2
T

= V (2π)4δ(4)(pf + k2 − pi − k1)×

× m2
ee

4

4V 4EiEfω1ω2
|M(k1, k2)|2, (5)

где T → ∞ — время наблюдения, V — фазовый объ-
ем. Поскольку нас интересует скорость перехода dw
в группу конечных состояний с импульсами в ин-
тервалах (pf ,pf +dpf ) и (k2,k2+dk2), мы должны
умножить уравнение (5) на количество этих состоя-
ний, которое есть

V 2dpfdk2

(2π)6
. (6)

При таком выборе нормировки состояний объем
V содержит один рассеивающий центр, а поток па-
дающих фотонов равен F = c/V (c — скорость све-
та) [19]. Тогда соответствующее дифференциальное
сечение можно найти следующим образом:

dσsc =
dw

F
= δ(4)(pf + k2 − pi − k1)×

× m2
ee

4

4EiEfω1ω2
|M(k1, k2)|2

dpfdk2

(2π)2
. (7)

Интегрирование по dpf в уравнении (7) можно вы-
полнить с использованием равенства [17, 20]

dpf

2Ef
=

∫
d4pfδ(p

2
f −m2

e)H(p0f ), (8)

где H — ступенчатая функция Хевисайда. После
этого уравнение (7) принимает вид

dσsc = δ((pi + k1 − k2)
2 −m2

e)θ(me + ω1 − ω2)×

× mee
4

2ω1ω2
|M(k1, k2)|2

dk2

(2π)2
. (9)

В дальнейшем удобно выбрать систему отсчета, в
которой электрон изначально покоится, т. е. pi = 0 и
Ei = me. Тогда закон сохранения энергии, заданный
аргументом дельта-функции в уравнении (9) прини-
мает вид

(pi + k1 − k2)
2 −m2

e =

= 2me(ω1 − ω2)− 2ω1ω2(1 − cos θ12) = 0, (10)

а частота рассеянного фотона ω2 может быть выра-
жена через ω1 и угол θ12 между соответствующими

волновыми векторами фотонов k1 и k2 следующим
образом:

ω2 =
ω1

1 + ω1

me
(1 − cos θ12)

. (11)

Наконец, после суммирования по спину и поляриза-
циям конечных состояний и усреднения по спинам
и поляризациям начальных состояний дифференци-
альное сечение рассеяния принимает вид

dσsc
dΩ2

=
e4

16π2

(
ω2

ω1

)2

X(ω1, ω2), (12)

где введены обозначения

X(ω1, ω2) =
1

2m2
e

F (ω1, ω2)×

×
(
Γ4 + 16m2

e

(
Γ2 + 4ω2

1

)
+ 16Γ2meω1

)−1 ×
×
(
Γ4 + 16m2

e

(
Γ2 + 4ω2

2

)
− 16Γ2meω2

)−1
(13)

и

F (ω1, ω2) = 64me

(
Γ6(ω1 − ω2)+

+ 4Γ2m2
e(ω1 − ω2)

(
9Γ2 + 4ω2

1 + ω2
2

)
+

+ 8m3
e

(
4Γ2

(
ω2
1 − 4ω1ω2 + ω2

2

)
+ 5Γ4+

+16ω1ω2

(
ω2
1 + ω2

2

))
+ 128m5

e

(
Γ2 + (ω1 − ω2)

2
)
+

+ 128m4
e(ω1 − ω2)

(
Γ2 − 2ω1ω2

)
+

+2Γ4me

(
Γ2 + 4ω2

1 − 6ω1ω2 + 4ω2
2

))
. (14)

В этих уравнениях частота ω2 рассеянного фотона
определяется уравнением (11).

Легко проверить, что в пределе Γ → 0 форму-
ла (12) превращается в обычную формулу Клейна–
Нишины для сечения монохроматического компто-
новского рассеяния

dσsc
dΩ2

≡ lim
Γ→0

dσΓ
sc

dΩ2
=
r2e
2

(
ω2

ω1

)2

×

×
(
ω2

ω1
+
ω1

ω2
− sin2 θ12

)
, (15)

где re = e2/(4πme) — классический радиус электро-
на.

Угловые зависимости обычного комптоновского
сечения (15) для разных энергий падающего фото-
на представлены на рис. 1. Эти результаты мож-
но сравнить с уравнением (12) для конечного пара-
метра Γ. В рамках рассматриваемого подхода, осно-
ванного на модифицированной форме фермионного
пропагатора, заданного уравнением (1), процесс рас-
сеяния квазимонохроматического фотона шириной
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Γ на стабильной частице эквивалентен рассеянию
монохроматического фотона на нестабильном фер-
мионе с временем жизни τ = 1/Γ. В качестве приме-
ра рассмотрим одиночный комптоновский процесс
для мюона с массой mµ ≃ 207me и временем распа-
да τµ = 2.197 · 10−6 с [21]. На рис. 2 представлена
относительная разница между обычным и модифи-
цированным комптоновскими сечениями.
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Рис. 1. Зависимости дифференциального сечения комп-

тоновского рассеяния от угла θ12 между налетающим и

рассеянным фотонами при различных энергиях налетаю-

щего фотона (см. уравнение (15)). Здесь re = e2/(4πme).

Энергии приведены в единицах масс покоя электрона

εe ≡ ω1/me
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Рис. 2. Относительная разница ∆xrel в процентах между

модифицированным и обычным комптоновскими сечени-

ями рассеяния фотонов на свободном мюоне (см. урав-

нения (12) и (15) соответственно). Здесь εµ ≡ ω1/mµ

(mmu ≃ 207me = 106 МэВ) и параметр Γ в уравнениях

(13), (14) составляет Γµ = 2.996 · 10−10 эВ

Рассмотрим также нерелятивистский предел
приведенных выше уравнений, который соответ-
ствует томпсоновскому рассеянию. В этом случае
ω1/me ≪ 1 и закон сохранения энергии (11) имеет

вид ω1 ≈ ω2. Затем, установив ω1 = ω2 в уравне-
нии (15) и выполнив угловое интегрирование, мы
получаем [12,22]

σTh =
8π

3
r2e . (16)

Нас будет интересовать аналогичное выражение,
но для конечного параметра Γ. Сохраняя члены по-
рядка Γ2 в уравнении (12), интегрируя по углам и
переходя к нерелятивистскому пределу, находим

σΓ
Th =

σTh

1 + ΣΓ(ω1)
, (17)

где

ΣΓ(ω1) = 2πΓ2
(
70m2

eω
2
1 + 120m3

eω1 + 60m4
e+

+10meω
3
1 − 13ω4

1

)
(15m2

eω
4
1)

−1. (18)

В этом пределе, как и в выражении (12), предпо-
лагается, что ширина Γ меньше энергии падающего
фотона ω1. Этот результат можно сравнить с по-
лученным из классической электродинамики с уче-
том эффекта торможения излучением (описываемо-
го некоторым параметром γ) [23, 24]:

σTh =
σTh

1 + (γ/ω1)2
. (19)

Из сравнения выражений (17) и (19) следует, что
вывод в рамках КЭД приводит к другой степенной
зависимости уравнения (17) от частоты налетающе-
го излучения ω1. Важно отметить, что эффекты ко-
нечного времени в томсоновском рассеянии ранее не
рассматривались в рамках формализма КЭД. Суще-
ствующие подходы к решению этой задачи относят-
ся только к классической электродинамике. Следует
отметить, что в пределе Γ → 0 в выражении (17) мы
сразу приходим к классическому результату (16).

3. ДВОЙНОЕ КОМПТОНОВСКОЕ
РАССЕЯНИЕ

В этом разделе мы проведем аналогичные рас-
четы для двойного эффекта Комптона. Сначала на-
помним краткий вывод сечения рассеяния процесса
γ(k) + e− → γ(k1) + γ(k2) + e− [5, 18]. Следуя [18],
двойной эффект Комптона (ДК) описывается эле-
ментом S-матрицы третьего порядка

S
(3)
fi = (2π)4δ(4)(pf + k1 + k2 − pi − k)×

× mee
3

√
8V 5EiEfωω1ω2

M(k, k1, k2), (20)
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где M — фейнмановская амплитуда процесса:

M(k, k1, k2) = u(pf )×
× {ε̂(k)SF (k − pf )ε̂

∗(k1)SF (k − k1 − pf )ε̂
∗(k2)+

+ (1 ↔ 2)

+ ε̂∗(k1)SF (−k1 − pf )ε̂(k)SF (k − k1 − pf )ε̂
∗(k2)+

+ (1 ↔ 2)+

+ ε̂∗(k1)SF (−k1 − pf )ε̂
∗(k2)SF (−k1 − k2 − pf )ε̂(k)+

+ (1 ↔ 2)}×
× u(pi). (21)

В системе отсчета, где электрон изначально покоил-
ся, т.е. pi = 0 и Ei = me, закон сохранения энергии
принимает вид

ω2 =
me(ω − ω1)− ωω1(1 − cos θ1)

me + ω(1− cos θ2)− ω1(1− cos θ12)
. (22)

После суммирования по спину и поляризациям ко-
нечных состояний, усреднения по спинам и поляри-
зации начальных состояний и интегрирования по ω2

в уравнении (20) дифференциальное сечение прини-
мает вид

dσdc
dω1dΩ1dΩ2

=
mee

6

28π5

ω1

ω
×

× me(ω − ω1)− ωω1(1− cos θ1)

(me + ω(1− cos θ2)− ω1(1− cos θ12))2
X(ω, ω1),

(23)

где

X(ω, ω1) =
1

4
Tr

∑

polarizations

|M(ω, ω1)|2. (24)

Суммирование в уравнении (23) и алгебра с
матрицами Дирака могут быть выполнены пол-
ностью аналитическим способом с использованием
программного пакета FeynCalc [25,26]. Чтобы проде-
монстрировать зависимость уравнения (23) от пара-
метра Γ, следуем примерам, рассмотренным в [5,18].
На рис. 3 при этом возникают следующие инфра-
красные особенности: две для углов θ1 = θ2 = π/2,
θ12 = π/2 при εe = 0 и εe = 2/3, а для углов θ1 = π/2,
θ2 = 0, θ12 = π/2 при εe = 0.

Чтобы последовательно решить эту проблему,
ДК должен рассматриваться вместе с радиацион-
ными поправками следующего за ведущим порядка
(next-to-leading order, NLO) к однократному процес-
су Комптона [27,28]. В связи с этим обычно интере-
сует полное сечение комптоновского рассеяния при
порядке α3. Поправки NLO содержат логарифмиче-
скую расходимость, которая, как можно показать,
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2
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π
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Рис. 3. Энергетические спектры сечения двойного компто-

новского рассеяния для заданных направлений обоих фо-

тонов. Энергия падающего излучения εe = ω/me = 2

(1 МэВ)

компенсируется соответствующей расходимостью в
сечении ДК. При использовании регуляризации —
введения массы фотона в стандартный подход [27]
— при расчете обоих сечений и их суммировании
зависимость от параметров регуляризации исчеза-
ет, оставляя конечную радиационную поправку по-
рядка α3. Недостатком этого подхода является то,
что сечение радиационной поправки теперь зависит
от энергетического разрешения эксперимента, ωres.
Аргумент в пользу суммирования двух процессов
заключается в том, что ниже некоторого ωres ≪ 1

эксперимент не может различить вклады от испус-
кания виртуальных фотонов, относящиеся к вычис-
лению NLO-поправки, от реальных вкладов, испу-
щенных в результате процесса ДК-рассеяния. При
суммировании всех вкладов в полное сечение комп-
тоновского рассеяния оказалось, что поправка мо-
жет превышать порядок α/π при достаточно высо-
ких энергиях [29].

Однако все процедуры регуляризации связаны
с рассмотрением конечного состояния системы [27].
Альтернативный физический подход к решению
этой задачи основан на анализе налетающего фо-
тона — с учетом его локализованности во времени.
Действительно, стандартное рассмотрение предпо-
лагает, что падающий фотон принимается в виде
монохроматической плоской волны, бесконечной во
времени и пространстве [17,20,22,72]. Только в этом
случае есть возможность сформировать в конце про-
цесса сколь угодно низкочастотный фотон. Однако
на самом деле таких волн в природе не существу-
ет. Есть только реальные фотоны, которые обра-
зуются по какому-то механизму излучения в тече-
ние конечного интервала времени [6]. В результате
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рассеяние такого фотона на электроне приводит к
конечному спектру, который полностью конечен во
всем диапазоне частот. Недавно в [31] было показа-
но, что сечение рассеяния для обратного двойного
комптоновского (ОДК) процесса не имеет обычной
инфракрасной расходимости, связанной с разреше-
нием фотонного детектора в конечных состояниях.
Вместо этого сингулярность переносится на энер-
гии налетающих фотонов ω1 и ω2, которые явля-
ются входными параметрами для дифференциаль-
ного сечения ОДК. Из рассмотрения инвертирован-
ного процесса становится очевидным, что необходи-
мо накладывать ограничения не на разрешающую
способность детектора ωres (который гипотетически
можно сделать сколь угодно чувствительным к низ-
коэнергетической части спектра ДК), а на источник
фотонов. Последнее означает, что падающий фотон
действительно следует рассматривать как немоно-
хроматический.

Полезно сравнить поведение дифференциально-
го сечения ДК вблизи сингулярности при конечном
параметре Γ 6= 0 и в предельном случае Γ = 0. Со-
ответствующие результаты представлены на рис. 4
для εe = 2 (1 МэВ) и углов θ1 = θ2 = π/2, θ12 = 0.
Из рис. 4 видно, что в случае Γ 6= 0 бесконечный
пик, возникающий в результате инфракрасной рас-
ходимости, сильно сглаживается.
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Рис. 4. Энергетические спектры сечения двойного компто-

новского рассеяния для заданных направлений обоих фо-

тонов и различных значений параметра ширины в еди-

ницах массы покоя электрона y = Γ/me. Энергия паде-

ния εe = ω/me = 2 (1 МэВ), углы θ1 = θ2 = π/2,

θ12 = 0. Сплошная синяя линия уходит в бесконечность

при ε1e = 2/3 (или ε2e = 0 согласно закону сохранения

энергии (11))

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В данной работе мы проанализировали эффек-
ты с конечным временем при рассеянии одного или
двух фотонов на свободной фермионной частице.
Локализованное во времени взаимодействие вводи-
лось малой комплексной добавкой к импульсу фо-
тона (что означает выход за рамки монохромати-
ческого плосковолнового приближения). Для этого
мы использовали теорию функций распространения
неустойчивых фермионов, которые также содержат
сложную добавку к импульсу, связанную с време-
нем жизни частицы [11,12]. При достаточно низких
энергиях падающих фотонов, но все же много боль-
ших, чем соответствующая ширина импульса, сече-
ния рассматриваемых процессов могут существен-
но отличаться от стандартного подхода. Выраже-
ния, полученные в данной работе, можно применить
и к рассеянию фотонов на нестабильных частицах,
где время жизни частицы играет роль обратной ши-
рины. Рассмотренный подход также приводит к ре-
гуляризации инфракрасной расходимости в сечении
двойного эффекта Комптона в полной аналогии с
КЭД связанных состояний, где естественная шири-
на атомного уровня играет роль регуляризующего
параметра.

Рассматриваемый в настоящей работе метод ре-
гуляризации может быть также применен к одно-
кратному и двукратному комптоновскому рассея-
нию в сильном лазерном поле, широко изучаемому
в последние годы [32, 33]. В этом случае внешнее
фотонное поле точно учитывается во всех поряд-
ках теории возмущений (картина Фарри), а пропа-
гатор свободных электронов заменяется пропагато-
ром электронов в представлении Волкова. Мнимая
часть в сингулярных знаменателях может быть вве-
дена в этом случае в полной аналогии с процедурой
Лоу [34], состоящей в суммировании геометрической
прогрессии, возникающей от бесконечного числа са-
моэнергетичных вставок электронов во внутренние
электронные линии диаграмм Фейнмана.

Стоит отметить, что в недавней работе [35] об-
суждались и другие подходы к введению конечного
времени взаимодействия. В частности, в [35] было
предложено умножать амплитуду процесса, уравне-
ние (21), на регуляризующий коэффициент, содер-
жащий параметр длительности импульса от источ-
ника.

С учетом изложенного выше становится очевид-
ным, что с увеличением чувствительности детекто-
ров к низкоэнергетической части спектра сечение
двойного комптоновского эффекта в области мягких
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фотонов может быть изучено экспериментально. В
частности, прямое наблюдение сглаживания пиков
инфракрасной расходимости, см. рис. 4, могло бы
подтвердить предложенный теоретический подход.
Экспериментальное исследование рассматриваемых
эффектов может быть проведено с оптическими фо-
тонами. Для двойного эффекта Комптона это при-
ведет к тому, что переизлученный мягкий фотон
окажется в радиочастотном диапазоне, где доступ-
ны достаточно чувствительные детекторы.
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