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Ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå íåóïîðÿäî÷åííûå ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûì ïîòåíöèàëîì ìàëîé àìïëèòóäû

è êîðîòêîäåéñòâóþùèìè êîððåëÿöèÿìè äëÿ ýíåðãèé âáëèçè êðàÿ çîíû èäåàëüíîãî êðèñòàëëà. Ïîëó÷åíî

óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ, ψ) ëàíäàóýðîâñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ρ

è ôàçîâîé ïåðåìåííîé ψ = θ − ϕ (θ è ϕ � ôàçû, âõîäÿùèå â òðàíñôåð-ìàòðèöó) ïðè èçìåíåíèè äëèíû

ñèñòåìû L. Â ïðåäåëå áîëüøèõ L óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ), îïðåäåëÿþùåãî êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè ýâîëþöèè

äëÿ P (ρ). Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå P (ρ) ïðè L→∞ ÿâëÿåòñÿ ëîãíîìàëüíûì è íå çàâèñèò îò ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ �âíóòðåííèì� ðàñïðåäåëåíèåì ôàçû ψ, ôîðìà êîòîðîãî èçó÷åíà âî âñåé

îáëàñòè ýíåðãèé, âêëþ÷àÿ çàïðåùåííóþ çîíó. Ïðèáëèæåíèå ñëó÷àéíûõ ôàç ñïðàâåäëèâî â ãëóáèíå ðàç-

ðåøåííîé çîíû, íî ñèëüíî íàðóøàåòñÿ ïðè äðóãèõ ýíåðãèÿõ. Ôàçà ψ îêàçûâàåòñÿ �ïëîõîé� ïåðåìåííîé,

à �ïðàâèëüíîé� ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ω = −ctgψ/2. Ôîðìà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ω) îïðå-

äåëÿåòñÿ âíóòðåííèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû è íå çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé ïðèâîäÿò ê ìàñøòàáíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ω → sω è òðàíñëÿöèÿì ω → ω+ω0 è ψ → ψ+ψ0, ÷òî

îïðåäåëÿåò �âíåøíåå� ðàñïðåäåëåíèå ôàç, âõîäÿùåå â óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè. Íåçàâèñèìîñòü ïðåäåëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ) îò âíåøíåãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ) ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñêðûòîé ñèììåòðèè, õàðàê-

òåð êîòîðîé âûÿâëÿåòñÿ íèæå.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè èññëåäîâàíèè îäíîìåðíûõ íåóïîðÿäî-
÷åííûõ ñèñòåì óäîáíî èñïîëüçîâàíèå òðàíñôåð-
ìàòðèöû T , êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò àìïëèòóäû âîëí
ñëåâà (Aeikx +Be−ikx) è ñïðàâà (Ceikx +De−ikx) îò
ðàññåèâàòåëÿ, (

A

B

)
= T

(
C

D

)
, (1)

è ïðè íàëè÷èè èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îáðà-
ùåíèÿ âðåìåíè äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ [1]:

T =

(
1/t −r/t
−r∗/t∗ 1/t∗

)
=

(√
ρ+1 eiϕ

√
ρ eiθ

√
ρ e−iθ
√
ρ+1 e−iϕ

)
, (2)

* E-mail: suslov@kapitza.ras.ru

ãäå t è r � àìïëèòóäû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ è
ρ = |r/t|2 � áåçðàçìåðíîå ñîïðîòèâëåíèå ïî Ëàíäàó-
ýðó [2]. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ðàñïîëîæåíèè ðàñ-
ñåèâàòåëåé èõ òðàíñôåð-ìàòðèöû ïåðåìíîæàþòñÿ.
Äëÿ ñëàáîãî ðàññåèâàòåëÿ ìàòðèöà T áëèçêà ê åäè-
íè÷íîé, ÷òî ïîçâîëÿåò âûâîäèòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè äëÿ åå ïàðàìåòðîâ è â
÷àñòíîñòè � äëÿ ëàíäàóðîâñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ρ.

Â ïðèáëèæåíèè ñëó÷àéíûõ ôàç (êîãäà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ϕ è θ ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè) òàêîå óðàâíå-
íèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ) èìååò âèä (ïàðàìåòð D
� ïîðÿäêà îáðàòíîé äëèíû ïðîáåãà) [3]� [8]

∂P (ρ)

∂L
= D

∂

∂ρ

[
ρ(1+ρ)

∂P (ρ)

∂ρ

]
(3)

è îïèñûâàåò ýâîëþöèþ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
P0(ρ) = δ(ρ) íà íóëåâîé äëèíå L ê ëîãíîðìàëüíî-
ìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè áîëüøèõ L.

Ñîãëàñíî [9], ðàñïðåäåëåíèå ôàç ϕ è θ ïåðåñòàåò
áûòü îäíîðîäíûì ïðè ââåäåíèè ïîëóíåïðîíèöàåìûõ
ãðàíèö, îòäåëÿþùèõ ñèñòåìó îò ïðèñîåäèíåííûõ ê
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íåé èäåàëüíûõ êîíòàêòîâ, äàæå åñëè îíî áûëî îä-
íîðîäíûì â èñõîäíîé ñèñòåìå; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
âîçíèêàåò áîëåå îáùåå óðàâíåíèå

∂P (ρ)

∂L
= D

∂

∂ρ

[
−γ(1+2ρ)P (ρ) + ρ(1+ρ)

∂P (ρ)

∂ρ

]
,

(4)

êîòîðîå â ïðèáëèæåíèè ñëó÷àéíûõ ôàç ñâîäèòñÿ
ê (3). Ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå õîðîøî ðàáîòàåò â
ãëóáèíå ðàçðåøåííîé çîíû äëÿ �åñòåñòâåííûõ� èäå-
àëüíûõ êîíòàêòîâ (èçãîòîâëåííûõ èç òîãî æå ìà-
òåðèàëà, ÷òî èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà, íî áåç ïðèìåñåé),
÷òî îáû÷íî è ïðåäïîëàãàåòñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ ðàáî-
òàõ (ñì. ññûëêè â [10�12]); ñèòóàöèÿ âíóòðè çàïðå-
ùåííîé çîíû èäåàëüíîãî êðèñòàëëà ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñðàâíèòåëüíî ðåäêî [13�15] è ëèøü íà óðîâíå âîë-
íîâûõ ôóíêöèé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè P (ρ)

ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîëîæåíèè óðîâíÿ Ôåðìè (âêëþ-
÷àÿ çàïðåùåííóþ çîíó) òðåáóåòñÿ ââåäåíèå �÷óæå-
ðîäíûõ� êîíòàêòîâ èç õîðîøåãî ìåòàëëà1), ÷òî àâòî-
ìàòè÷åñêè óñëîæíÿåò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ýòî ïðè-
âîäèò ê åùå áîëåå îáùåìó óðàâíåíèþ [16]

∂P (ρ)

∂L
= D

∂

∂ρ

[
−γ1(1+2ρ)P (ρ)−

−2γ2

√
ρ(1+ρ)P (ρ) + ρ(1+ρ)

∂P (ρ)

∂ρ

]
, (5)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî â ïðåäåëå áîëüøèõ L îïðå-
äåëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ôàç (ñì.
íèæå (34)). Äëÿ áîëüøèõ L òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ρ

âåëèêè è óðàâíåíèå (5) ñâîäèòñÿ ê (4) ñ γ = γ1 +γ2.
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà γ îò
Ẽ = E/W 4/3, ãäå E � ýíåðãèÿ Ôåðìè, îòñ÷èòàííàÿ
îò íèæíåãî êðàÿ èñõîäíîé çîíû, è W � àìïëèòó-
äà ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà (âñå ýíåðãèè èçìåðÿþòñÿ
â åäèíèöàõ èíòåãðàëà ïåðåêðûòèÿ äëÿ îäíîìåðíîé
ìîäåëè Àíäåðñîíà, ñì. íèæå (13)). Ïàðàìåòð γ áëè-
çîê ê íóëþ â ãëóáèíå ðàçðåøåííîé çîíû â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðèáëèæåíèåì ñëó÷àéíûõ ôàç, íî íàðóøå-
íèå ïîñëåäíåãî âî âñåì ýíåðãåòè÷åñêîì èíòåðâàëå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâñåì íå ìàëûé ýôôåêò. Òàêîå
íàðóøåíèå ïðîèñõîäèò ïî âíóòðåííèì ïðè÷èíàì è
ââåäåíèå ïîëóïðîçðà÷íûõ ãðàíèö íå ÿâëÿåòñÿ äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìûì. Áîëåå òîãî, ïðåäåëüíîå (ëîãíîð-
ìàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå P (ρ) â îáëàñòè áîëüøèõ L

1) Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ýíåðãèé âíóòðè çàïðåùåííîé
çîíû èäåàëüíîãî êðèñòàëëà �åñòåñòâåííûå� èäåàëüíûå êîí-
òàêòû îêàçûâàþòñÿ íåïðîâîäÿùèìè, òîãäà êàê â èçó÷àåìîé
íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìå èìåþòñÿ ôëóêòóàöèîííûå ñîñòîÿ-
íèÿ.

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà γ â óðàâíåíèè (4) îò ïðè-

âåäåííîé ýíåðãèè Ẽ = E/W 4/3. Ïàðàìåòð γ ìàë â ãëóáèíå

ðàçðåøåííîé çîíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèáëèæåíèåì ñëó÷àé-

íûõ ôàç.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ṽ = v/W 2/3 è

D̃ = D/W 2/3 îò ïðèâåäåííîé ýíåðãèè Ẽ = E/W 4/3. Ðà-

âåíñòâî v = D, ñïðàâåäëèâîå â ïðèáëèæåíèè ñëó÷àéíûõ

ôàç, ðåàëèçóåòñÿ ëèøü â ãëóáèíå ðàçðåøåííîé çîíû.

P (ρ) =
1

ρ
√

4πDL
exp

{
− [ln ρ− vL]2

4DL

}
, (6)

ãäå v = (2γ+1)D, îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííèìè ñâîé-
ñòâàìè èçó÷àåìîé ñèñòåìû (ðèñ. 2) è íå çàâèñèò îò
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Çàâèñèìîñòü γ îò Ẽ (ðèñ. 1) îäíîçíà÷íî ñâèäå-
òåëüñòâóåò î íàðóøåíèè ïðèáëèæåíèÿ ñëó÷àéíûõ
ôàç, íî ïîëó÷åíà â [16] íà îñíîâå àíàëèçà ìîìåí-
òîâ ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. íèæå), ïðè êîòîðîì âîïðîñ
î ðàñïðåäåëåíèè ôàç ïîëíîñòüþ îáõîäèòñÿ. Ïðîÿñ-
íåíèå âîïðîñà î ðàñïðåäåëåíèè ôàç íåîáõîäèìî äëÿ
ëîãè÷åñêîé çàâåðøåííîñòè òåîðèè îäíîìåðíîé ëîêà-

751



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022

ëèçàöèè è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Ýòî
íåðàçðûâíî ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì ðîëè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé è òðåáóåò ðàçðåøåíèÿ êàæóùèõñÿ ïðî-
òèâîðå÷èé.

Äåéñòâèòåëüíî, â ðàáîòàõ [9, 16] âûñêàçàíû äâà
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå âûãëÿäÿò òðóäíî ñîâìåñòè-
ìûìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå ôàç, êî-
òîðîå â îáùåì ñëó÷àå ìåíÿåò ïàðàìåòðû óðàâíå-
íèé ýâîëþöèè (3�5) è äàæå èõ ñòðóêòóðó. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ýòè èçìåíåíèÿ íå âëèÿþò íà ôîðìó
ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (6) â îáëàñòè áîëüøèõ
L. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé îçíà÷àåò, ÷òî
â ñèñòåìå èìååòñÿ ñêðûòàÿ ñèììåòðèÿ, ò. å. èíâà-
ðèàíòíîñòü ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî êëàññà ïðåîáðàçîâàíèé. Ñ òåîðåòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, âûÿâëåíèå ñêðûòîé ñèììåòðèè ïðåä-
ñòàâëÿåò áåçóñëîâíûé èíòåðåñ, óêàçûâàÿ íà âîçìîæ-
íîñòü ñóùåñòâåííûõ óïðîùåíèé. Ïðàêòè÷åñêè æå,
áåç âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà óêàçàííîé èíâàðèàíòíîñòè
íåâîçìîæíî îòäåëèòü ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ýôôåê-
òû îò ôèêòèâíûõ. Âûÿâëåíèå ýòîé èíâàðèàíòíîñòè
îêàçûâàåòñÿ î÷åíü íåòðèâèàëüíûì è òðåáóåò âûâîäà
óðàâíåíèé ýâîëþöèè â íàèáîëåå îáùåì âèäå.

Ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå äâóõ óïîìÿíóòûõ
óòâåðæäåíèé. Ïðè èçìåíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
òðàíñôåð-ìàòðèöà T ïðåîáðàçóåòñÿ â T̃ = TlTTr,
ãäå Tl è Tr � êðàåâûå ìàòðèöû, ñâÿçûâàþùèå
àìïëèòóäû âîëí ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíèöû ðàçäå-
ëà. Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýëåìåíòîâ
òðàíñôåð-ìàòðèöû. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå
ìåíÿåò ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà äëÿ
âòîðûõ è ÷åòâåðòûõ ìîìåíòîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
ïî èçâåñòíîé ìàòðèöå T è îïðåäåëÿþòñÿ âíóò-
ðåííèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû. Çíàíèå ýòèõ äâóõ
ïîêàçàòåëåé ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü �êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè� D è �ñêîðîñòü äðåéôà� v â ïðåäåëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè (6) (ðèñ. 2), êîòîðûå òàêèì îáðàçîì
íå çàâèñÿò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [16]; ïîñëå ýòîãî
íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïîâåäåíèå ïàðàìåòðà γ (ðèñ. 1).

Âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèå
ôàç ëåãêî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïóòåì ââåäåíèÿ òî-
÷å÷íûõ ðàññåèâàòåëåé íà ãðàíèöàõ ñèñòåìû, êîãäà

T̃ = TlTTr , Tl = Tr =

(
1−iχ −iχ
iχ 1+iχ

)
. (7)

Ïðèíèìàÿ äëÿ T̃ ïàðàìåòðèçàöèþ (2), ïîëó÷èì â
ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïðè áîëüøèõ χ√

1+ρ eiϕ = −χ2 T ′ ,
√
ρ eiθ = −χ2 T ′ ,

√
ρ e−iθ = χ2 T ′ ,

√
1+ρ e−iϕ = χ2 T ′ , (8)

ãäå T ′ = T11−T12+T21−T22 è Tij � ýëåìåíòû ìàòðèöû
T . Ïðè áîëüøèõ χ èìååì ρ ∼ χ4, òàê ÷òî 1+ρ ≈ ρ è

ϕ = ±π/2, θ = ±π/2 ïðè χ→∞ . (9)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ χ ôàçû ϕ è θ ëîêà-
ëèçóþòñÿ âáëèçè çíà÷åíèé ±π/2, íåçàâèñèìî îò èõ
ðàñïðåäåëåíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 3). Â ãëóáèíå äîñòàòî÷-
íî äëèííîé íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ðåàëèçóåòñÿ
íåêîòîðîå �âíóòðåííåå� ðàñïðåäåëåíèå ôàç, íå çàâè-
ñÿùåå îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè ðàññìîòðåíèè ñè-
ñòåìû ñî ñòîðîíû èäåàëüíûõ êîíòàêòîâ íàáëþäàåò-
ñÿ �âíåøíåå� ðàñïðåäåëåíèå ôàç, îïðåäåëÿåìîå ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè; èìåííî òàêèå ôàçû âõîäÿò â
òðàíñôåð-ìàòðèöó. Âëèÿíèå ãðàíèö ðàçäåëà ñóùå-
ñòâåííî íà ìàñøòàáå ïîðÿäêà äëèíû ëîêàëèçàöèè ξ,
÷òî îïðåäåëÿåò ïåðåõîäíóþ îáëàñòü, â êîòîðîé âíóò-
ðåííåå ðàñïðåäåëåíèå ôàç ïîñòåïåííî òðàíñôîðìè-
ðóåòñÿ ê âíåøíåìó. Â ïðåäåëå áîëüøèõ L ðàñïðå-
äåëåíèå P (ρ) îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííèì ðàñïðåäåëå-
íèåì ôàç, ÷òî îáåñïå÷èâàåò åãî íåçàâèñèìîñòü îò
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îäíàêî, â óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè
âõîäèò èìåííî âíåøíåå ðàñïðåäåëåíèå ôàç 2), è íóæ-
íî ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî íå âëèÿåò íà ïðåäåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå P (ρ). Âòîðîé âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ ïåð-
âûì, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: êàêèì îáðàçîì ìîæíî
íàéòè âíóòðåííåå ðàñïðåäåëåíèå ôàç, åñëè îíî íå
âõîäèò â óðàâíåíèÿ?

Îáñóäèì õàðàêòåð óïîìÿíóòîé èíâàðèàíòíîñòè.
Èçìåíåíèå ìàòðèöû T ñ äëèíîé ñèñòåìû L îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

TL+∆L = TL T∆L , (10)

ãäå ìàòðèöà T∆L áëèçêà ê åäèíè÷íîé, ÷òî ïîçâîëÿåò
âûâîäèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè.
Äëÿ ïåðåõîäà ê äðóãèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì óìíî-
æèì (10) ñëåâà è ñïðàâà íà êðàåâûå ìàòðèöû Tl è
Tr, ââîäÿ ïðîèçâåäåíèå TrT−1

r = 1 ìåæäó äâóìÿ ñî-
ìíîæèòåëÿìè:

Tl TL+∆LTr = TlTLTr · T−1
r T∆LTr . (11)

Òîãäà äëÿ ìàòðèöû T̃L = TlTLTr ñïðàâåäëèâî ñîîò-
íîøåíèå, àíàëîãè÷íîå (10),

2) Ýòî âïîëíå åñòåñòâåííî, òàê êàê ïðè ìàëûõ L âíóòðåí-
íåå ðàñïðåäåëåíèå ôàç âîîáùå íå ïðîÿâëÿåòñÿ, è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ðàñïðåäåëåíèå P (ρ), êàê ýòî
ïîäðîáíî îáñóæäàëîñü â [16].
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Ðèñ. 3. Âíåøíåå è âíóòðåííå ðàñïðåäåëåíèå ôàç

Ðèñ. 4. Ìîäåëü äëÿ ó÷åòà ðàçìûòèÿ ãðàíèö ðàçäåëà

T̃L+∆L = T̃L T
′
∆L , (12)

ãäå ìàòðèöà T ′∆L = T−1
r T∆LTr ïî-ïðåæíåìó áëèçêà

ê åäèíè÷íîé. Ïåðåõîä îò T∆L ê T ′∆L èçìåíÿåò ôîð-
ìó óðàâíåíèé ýâîëþöèè, îïðåäåëÿåìóþ ïàðàìåòðà-
ìè α, β, γ, ∆, ε2 (ñì. ðàçä. 2, 3), à ïåðåõîä îò TL
ê T̃L ìåíÿåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàç, îïðå-
äåëÿþùåå êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè (5) äëÿ P (ρ).
Ýòè äâà ôàêòîðà äîëæíû êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðó-
ãà, ÷òîáû ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå P (ρ) îñòàâà-
ëîñü èíâàðèàíòíûì. Îäíàêî, óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè
íå îáëàäàþò íèêàêîé î÷åâèäíîé èíâàðèàíòíîñòüþ,
è åå âûÿâëåíèå òðåáóåò ñåðüåçíûõ óñèëèé. Ðàçðåøå-
íèå ýòèõ òðóäíîñòåé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ ðå-
øåíèåì âîïðîñà î âíóòðåííåì ðàñïðåäåëåíèè ôàç.

2. ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÒÎ×Å×ÍÛÕ
ÐÀÑÑÅÈÂÀÒÅËÅÉ

Êàê ÿñíî èç îïûòà ðàáîòû [16], àíàëèç óäîáíî
ïðîâîäèòü äëÿ ýíåðãèé âíóòðè çàïðåùåííîé çîíû
èäåàëüíîãî êðèñòàëà, à îïèñàíèå ðàçðåøåííîé çî-
íû ïîëó÷àòü êàê àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíóþ ìîäåëü
ìîäåëü Àíäåðñîíà

Ψn+1 + Ψn−1 + VnΨn = EΨn (13)

âáëèçè êðàÿ èñõîäíîé çîíû, ãäå îíà ñîîòâåòñòâóåò
äèñêðåòèçàöèè îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (E
� ýíåðãèÿ, îòñ÷èòàííàÿ îò öåíòðà çîíû).

Îïèñàíèå ðàññåèâàòåëÿ âíóòðè çàïðåùåí-
íîé çîíû îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïñåâäî-
òðàíñôåð-ìàòðèöû t, ñâÿçûâàþùåé ðåøåíèÿ ñëåâà
(Aeκx + Be−κx) è ñïðàâà (Ceκx + De−κx) îò ðàñ-
ñåèâàòåëÿ. Ìàòðèöà t(n) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðàññåèâàòåëåé ñ àìïëèòóäàìè V0,V1,V2, . . .,Vn, íà-
õîäÿùèõñÿ â òî÷êàõ 0, L1, L1+L2, . . . , L1+L2+. . .+Ln,
èìååò âèä

t(n) = tε0 tδ1 tε1 tδ2 tε2 . . . tδn tεn , (14)

ãäå

tεn =

(
1 + ε̄n ε̄n

−ε̄n 1− ε̄n

)
, ε̄n =

Vn
2κa0

, (15)

tδn =

(
e−δn 0

0 eδn

)
, δn = κLn

è a0 � ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå. Ïåðåõîä ê èñòèííîé
òðàíñôåð-ìàòðèöå T (n) = Tl t

(n) Tr îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ êðàåâûõ ìàòðèö, îïèñûâàþùèõ ïðè-
ñîåäèíåíèå ê ñèñòåìå èäåàëüíûõ êîíòàêòîâ. Ââîäÿ
ïðîèçâåäåíèå TrTl = 1 ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ìíî-
æèòåëÿìè â (14), èìååì 3)

T (n) = Tε0 Tδ1 Tε1 Tδ2 Tε2 . . . Tδn Tεn , (16)

ãäå
Tεn = Tl tεn Tr , Tδn = Tl tδn Tr . (17)

Â ìîäåëè Àíäåðñîíà ðàññåèâàòåëè íàõîäÿòñÿ íà
êàæäîì óçëå ðåøåòêè, ïîýòîìó âñå δn îäèíàêîâû,
δn = κa0. Ïðèìåðû êðàåâûõ ìàòðèö äàíû íèæå,
è â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé
ñòðóêòóðå ìàòðèö Tεn è Tδ

Tεn =

(
1−iεn εneiγ

εne−iγ 1+iεn

)
, εn = Kε̄n , (18)

Tδ =

(
A B
B∗ A∗

)
=

( √
1+∆2 eiα ∆eiβ

∆e−iβ
√

1+∆2 e−iα

)
.

Ìàòðèöà Tδ ÿâëÿåòñÿ òðàíñôåð-ìàòðèöåé îáùåãî
âèäà, òîãäà êàê äëÿ Tεn äîñòàòî÷íî óêàçàííîé ôîð-
ìû. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, êàê îáû÷íî, ÷òî âñå Vn
ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, 〈Vn〉 = 0, 〈V 2

n 〉 = W 2.
Òîãäà óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïà-
ðàìåòðàìè α, β, γ, ∆ è âåëè÷èíîé

ε2 = 〈ε2n〉 = constW 2 . (19)

3) Óñëîâèå TrTl = 1 ìîæåò áûòü ïðèíÿòî áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïîëàãàåì Tl = T ′lT

′′
l , ãäå

TrT ′′l = 1, è èñïîëüçóåì ìàòðèöó T ′′l â êà÷åñòâå Tl. Ïðè ýòîì
ðîëü ìàòðèöû T ′l ñâîäèòñÿ ê èçìåíåíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
â óðàâíåíèÿõ ýâîëþöèè, òîãäà êàê èõ ñòðóêòóðà íå ìåíÿåòñÿ.
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Âíóòðè ðàçðåøåííîé çîíû äëÿ �åñòåñòâåííûõ�
èäåàëüíûõ êîíòàêòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷å÷íûõ
ðàññåèâàòåëåé îïèñûâàåòñÿ íå ïðîèçâåäåíèåì (14),
à ïðîèçâåäåíèåì (16), ãäå

Tεn =

(
1− iεn −iεn
iεn 1 + iεn

)
, εn =

Vn
2k̄a0

,

Tδn =

(
e−iδn 0

0 eiδn

)
, δn = k̄Ln , (20)

è k̄ � ôåðìèåâñêèé èìïóëüñ â èçó÷àåìîé ñèñòåìå,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå κ → ik̄ â ïðåäûäóùèõ ñî-
îòíîøåíèÿõ. Òàêàÿ çàìåíà ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêîìó
ïåðåõîäó îò ýíåðãèè E = −κ2 â çàïðåùåííîé çîíå
ê E = k̄2 â ðàçðåøåííîé. Ïðè èçìåíåíèè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé âîçíèêàþò ìàòðèöû T̃εn = TlTεnTr è
T̃δn = TlTδnTr, èìåþùèå ñòðóêòóðó (18).

3. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÝÂÎËÞÖÈÈ

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

T (n+1) = T (n)TδTε , (21)

ãäå ìàòðèöû T (n) è Tε ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, à
Tδ ïîñòîÿííà. Ïðèíèìàÿ äëÿ T (n) ïàðàìåòðèçàöèþ
(2) è îáîçíà÷àÿ ïàðàìåòðû ìàòðèöû T (n+1) êàê ρ̃, ϕ̃,
θ̃, èìååì√

1+ρ̃ eiϕ̃ =
√

1+ρ eiϕ(A+ εC) +
√
ρ eiθ(B∗+ εD∗) ,

(22)√
ρ̃ eiθ̃ =

√
1+ρ eiϕ(B+εD) +

√
ρ eiθ(A∗+ εC∗) ,

ãäå ìû ïîëîæèëè

C =B e−iγ−iA D =A eiγ+iB . (23)

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì ïðåäåë

δ → 0 , ε→ 0 , δ/ε2 = const (24)

è ñîõðàíÿåì ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî δ è âòîðîãî
ïî ε. Âîçâîäÿ ïî ìîäóëþ â êâàäðàò îäíî èç óðàâíå-
íèé (22), ïîëó÷èì

ρ̃ = ρ+K
√
ρ(1+ρ) + ε2(1+2ρ) , (25)

ãäå

K = 2∆ cos (ψ−β) + 2ε cos (ψ−γ)− 2ε2 sin (ψ−γ) (26)

è ââåäåíà êîìáèíèðîâàííàÿ ôàçà

ψ = θ − ϕ . (27)

Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâåäåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ
(22) ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ïåðâûì√

ρ̃(1+ρ̃) eiψ̃ = (1+2ρ)
[
∆eiβ+εeiγ +iε2eiγ

]
+

+
√
ρ(1+ρ)

[(
e−2iα+2iε−ε2

)
eiψ + ε2 e2iγ−iψ] . (28)

Èñêëþ÷àÿ ρ̃ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (25), ïîëó÷èì
ñâÿçü ψ̃ è ψ

ψ̃ = ψ + 2 (ε−α) + (R2/2−1) ε2 sin 2(ψ−γ)−

−R
[
∆ sin (ψ−β) + ε sin (ψ−γ) + ε2 cos (ψ−γ)

]
,

(29)

ãäå

R =
1+2ρ√
ρ(1+ρ)

. (30)

Èñïîëüçóÿ (25), (29) è ñëåäóÿ ñõåìå ðàáîò [9, 16, 17],
ïîëó÷èì óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ P (ρ, ψ)

∂P

∂L
=

{
ε2
[
1−2 cos2 (ψ−γ)

]
(1+2ρ)P−

−2
[
∆cos (ψ−β) + ε2 sin (ψ−γ)

]√
ρ(1+ρ)P+

+2ε2cos2(ψ−γ)ρ(1+ρ)P ′ρ+

+2ε2cos (ψ−γ)
[
2−R sin (ψ−γ)

]√
ρ(1+ρ)P ′ψ

}′
ρ

+

+

{
ε2 cos (ψ−γ)

[
2 sin (ψ−γ)−R

]
P+

+
[
2α+R∆ sin (ψ−β)

]
P+

+
1

2
ε2
[
2−R sin (ψ−γ)

]2
P ′ψ

}′
ψ

. (31)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïîëíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå âåðîÿòíîñòè.
Ñâÿçü ðàñïðåäåëåíèé ρ è ψ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé
R, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê 2 â ïðåäåëå áîëüøèõ L,
êîãäà òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ρ âåëèêè. Òîãäà ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (31) ôàêòîðèçóåòñÿ, P (ρ, ψ) = P (ρ)P (ψ),
õîòÿ ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî íåîáû÷íà äëÿ ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ (ñì. Ïðèëîæåíèå 1); óðàâíåíèå
ýâîëþöèè äëÿ P (ψ) îòùåïëÿåòñÿ

∂P (ψ)

∂L
=

{[
2α+2∆ sin (ψ−β)− 2ε2 cos (ψ−γ)+

+ε2 sin 2(ψ−γ)
]
P (ψ)+

+ 2ε2
[
1−sin (ψ−γ)

]2
P ′ψ(ψ)

}′
ψ

(32)

è äàåò óñëîâèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ôàçû ψ

ε2
[
1−sin (ψ−γ)

]2
P ′ψ−
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− ε2
[
1−sin (ψ−γ)

]
cos (ψ−γ)P+

+
[
α+∆ sin (ψ−β)

]
P = C0 , (33)

ãäå êîíñòàíòà C0 îïðåäåëÿåòñÿ èç íîðìèðîâêè. 4)

Óñðåäíåíèå ïî ψ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ (5) ñ ïà-
ðàìåòðàìè

D = 2ε2
〈
cos2 (ψ−γ)

〉
,

γ1D = ε2
〈
1−2 cos2 (ψ−γ)

〉
, (34)

γ2D = ∆
〈

cos (ψ−β)
〉
− ε2

〈
sin (ψ−γ)

〉
,

îòêóäà äëÿ �ñêîðîñòè äðåéôà� â (6) ïîëó÷èì

v = 2∆
〈

cos (ψ−β)
〉

+

+2ε2
〈
sin2 (ψ−γ)− sin (ψ−γ)

〉
. (35)

Âõîäÿùèå â (34, 35) ñðåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ ñòàöèî-
íàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì P (ψ).

4. ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ ÎÒ ÑÂÎÉÑÒÂ
ÈÄÅÀËÜÍÛÕ ÊÎÍÒÀÊÒÎÂ

Ïóñòü ôåðìèåâñêèé èìïóëüñ k â èäåàëüíûõ êîí-
òàêòàõ îòëè÷åí îò ôåðìèåâñêîãî èìïóëüñà k̄ â èçó-
÷àåìîé ñèñòåìå, à ãðàíèöà ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ðåçêîé.
Òîãäà êðàåâûå ìàòðèöû â çàïðåùåííîé çîíå ìîãóò
áûòü âûáðàíû â âèäå

Tl =

(
l l∗

l∗ l

)
, Tr =

(
r r∗

r∗ r

)
, (36)

l =
1

2

(
1 +

κ

ik

)
, r =

1

2

(
1 +

ik

κ

)
,

ïðèâîäÿ ê ðåçóëüòàòàì (18) äëÿ ìàòðèö Tεn è Tδ ñ
ïàðàìåòðàìè

α = −1

2

(
k

κ
− κ

k

)
δ =

κ2 − k2

2k
a0 ,

β =
π

2
, γ = −π

2
, ε2 = ε̄2

(κ
k

)2

=
W 2

4k2a2
0

, (37)

∆ =
1

2

(
k

κ
+
κ

k

)
δ =

κ2 + k2

2k
a0 ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè ýíåð-
ãèè E = −κ2 è àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàþòñÿ â ðàç-
ðåøåííóþ çîíó. Òîãäà äëÿ ïàðàìåòðîâ D è v èìååì

D = 2ε2〈sin2 ψ〉 , (38)

4) Óðàâíåíèÿ (31, 32) àíàëîãè÷íû óðàâíåíèÿì (10.27),
(10.28) â êíèãå [10], âûâåäåííûì â ðàìêàõ äðóãîãî ôîðìà-
ëèçìà, òàê ÷òî ñâÿçü âõîäÿùèõ â íèõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðàìè
òðàíñôåð-ìàòðèöû íå î÷åâèäíà. Òî æå îòíîñèòñÿ ê óðàâíå-
íèÿì (39, 40) â ðàáîòå [18].

v = 2∆〈sinψ〉+ 2ε2〈1−cosψ〉 − 2ε2〈sin2 ψ〉 ,

à óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ)

ïðèíèìàåò âèä

ε2 (1−cosψ)
2
P ′ψ + ε2 sinψ(1−cosψ)P+

+ (α−∆ cosψ )P = C0 . (39)

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè (39)

ω = −ctgψ/2 (40)

ñ ó÷åòîì ïåðåíîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòè
P → P (1+ω2)/2, ñëåäóþùåé èç P (ψ)dψ = P (ω)dω,
ïðèâîäèò åãî ê ïðîñòîé ôîðìå

P ′ω + P (b+ aω2) = C0 , (41)

ãäå

a =
α−∆

2ε2
, b =

α+ ∆

2ε2
(42)

èëè
α = ε2(b+ a) , ∆ = ε2(b− a) . (43)

Óðàâíåíèå (41) èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, íî ýòà
êâàäðàòóðà ïðàêòè÷åñêè áåñïîëåçíà. Áîëåå ýôôåê-
òèâíûì îêàçûâàåòñÿ èññëåäîâàíèå òðàíñôîðìàöè-
îííûõ ñâîéñòâ. Åñëè Pa,b(ω) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(41), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Pa,b(ω) = s−1Pas3,bs(ω/s) . (44)

Îíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ω = sω̃ è
ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ ê ïðåæíåìó âèäó ïóòåì ïå-
ðåîïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ã = as3, b̃ = bs, òàê ÷òî
Pa,b(ω) ñîâïàäàåò ñ Pã,b̃(ω̃) ñ òî÷íîñòüþ äî êîýô-
ôèöèåíòà, êîòîðûé óñòàíàâëèâàåòñÿ èç íîðìèðîâêè.
Çàìåòèì, ÷òî

ab =
α2 −∆2

4ε4
= − δ2

4ε4
, (45)

è ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå a → as3, b → bs ïðè-
âîäèò ê ïåðåíîðìèðîâêå ε→ ε̃, ãäå

ε̃ = ε s−1 = ε̄
κ

k
s−1 . (46)

Ïîäñòàâëÿÿ (37) â (42), ïîëó÷èì èñõîäíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ a è b

a = −k
κ

δ

2ε2
, b =

κ

k

δ

2ε2
, (47)

ïîñëå ÷åãî ñîîòíîøåíèÿ (43) ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü
ïåðåíîðìèðîâêó α → α̃, ∆ → ∆̃ â ðåçóëüòàòå ìàñ-
øòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

α̃ =
1

2

(
κ

k
s−1 − k

κ
s

)
δ , ∆̃ =

1

2

(
κ

k
s−1 +

k

κ
s

)
δ .

(48)
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Ñîîòíîøåíèÿ (46) è (48) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåîáðà-
çîâàíèå âñåõ ïàðàìåòðîâ α, ∆, ε2, âõîäÿùèõ â óðàâ-
íåíèÿ ýâîëþöèè, ñâîäèòñÿ ê çàìåíå

k

κ
→ k

κ
s , (49)

ýêâèâàëåíòíîé èçìåíåíèþ ôåðìèåâñêîãî èìïóëü-
ñà â èäåàëüíûõ êîíòàêòàõ. È íàîáîðîò, èçìåíåíèå
ñâîéñòâ èäåàëüíûõ êîíòàêòîâ ïðèâîäèò ê ìàñøòàá-
íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ P (ω).

5. ÂËÈßÍÈÅ δ�ÎÁÐÀÇÍÎÃÎ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ
ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÅ

Åñëè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìåæäó èçó÷àåìîé
ñèñòåìîé è èäåàëüíûìè ïðîâîäàìè èìååòñÿ δ�
îáðàçíûé ïîòåíöèàë, òî êðàåâûå ìàòðèöû (36)
ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

Tl =

(
l l∗1

l∗ l1

)
, l =

ik+κ−κ1

2ik
, l1 =

ik+κ+κ1

2ik
,

(50)

Tr =

(
r r∗

r∗1 r1

)
, r =

ik+κ−κ2

2κ
, r1 =

ik+κ+κ2

2κ
,

ãäå κ1 è κ2 îïðåäåëÿþò ñêà÷êè ëîãàðèôìè÷åñêîé
ïðîèçâîäíîé âîëíîâîé ôóåêöèè íà ëåâîé è ïðàâîé
ãðàíèöàõ ðàçäåëà. Óñëîâèå TrTl = 1 ñïðàâåäëèâî
ïðè κ2 = −κ1, ÷òî ìîæíî ïðèíÿòü áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè (ñì. ïðèìå÷àíèå 3). Òîãäà ìàòðèöà
Tεn îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, à ìàòðèöà Tδ ïðèíèìàåò
âèä (18) ñ ïàðàìåòðàìè

α = −k
2 − κ2 + κ2

1

2κk
δ ,

∆ cosβ = −κ1

κ
δ , (51)

∆ sinβ =
k2 + κ2 − κ2

1

2κk
δ ,

êîòîðûå, êàê è ðàíüøå (ââèäó δ = κa0), ðåãóëÿðíû
ïî ýíåðãèè E = −κ2. Òàêèì îáðàçîì, ïî-ïðåæíåìó
èìååì γ = −π/2, òîãäà êàê ïàðàìåòð β ñòàíîâèòñÿ
îòëè÷íûì îò π/2. Çàìåíà (40) ïðèâîäèò óðàâíåíèå
(33) ê âèäó

P ′ω + P (b+ cω + aω2) = C0 , (52)

ñ ïàðàìåòðàìè

a =
α−∆ sinβ

2ε2
, b =

α+∆ sinβ

2ε2
, c = −∆ cosβ

ε2
, (53)

÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôèçè÷åñêèõ çíà÷åíèé (51) äà-
åò

a = −k
κ

δ

2ε2
, b =

κ2 − κ2
1

κk

δ

2ε2
, c =

κ1

κ

δ

ε2
. (54)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (52) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ

Pa,b,c(ω) = s−1Pas3,bs,cs2(ω/s), (55)

è, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå P (ω) ïî-ïðåæíåìó ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ
ôåðìèåâñêîãî èìïóëüñà k â èäåàëüíûõ êîíòàêòàõ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñäâèã ω → ω−ω0 ïåðå-
ìåííîé ω ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè óðàâíåíèå (52) ê âèäó
(41), ÷òî äàåò ñîîòíîøåíèå

Pa,b,c(ω) = Pã,b̃,0(ω+ω0) , (56)

ω0 = −κ1

k
, ã = a = −k

κ

δ

2ε2
, b̃ =

κ

k

δ

2ε2
,

ãäå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ã è b̃ ñîîòâåòñòâóþò ñèòó-
àöèè κ1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëåíèå δ�îáðàçíîãî
ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå ïðèâîäèò ê òðàíñëÿöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ P (ω) íà âåëè÷èíó ω0, ïðîïîðöèîíàëü-
íóþ àìïëèòóäå δ�îáðàçíîãî ïîòåíöèàëà.

6. ÐÀÇÌÛÒÈÅ ÃÐÀÍÈÖÛ ÐÀÇÄÅËÀ

Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ýíåðãèè âíóòðè çàïðå-
ùåííîé çîíû, òî èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà ïðè îòñóòñòâèè
ïðèìåñåé ñâîäèòñÿ ê ïîòåíöèàëüíîìó áàðüåðó. Ðàç-
ìûòèå ãðàíèö ðàçäåëà ìîæíî ìîäåëèðîâàòü, ââîäÿ
ïðîñëîéêè ìåòàëëà ñ ôåðìèåâñêèì èìïóëüñîì k1 è
òîëùèíàìè d1 è d2 íà ãðàíèöàõ ñèñòåìû (ðèñ. 4).
Êðàåâûå ìàòðèöû Tl è Tr äëÿ òàêîé ìîäåëè ïðèâåäå-
íû â Ïðèëîæåíèè 2. Óñëîâèå TrTl = 1 âûïîëíÿåòñÿ,
åñëè d1 è d2 ïîä÷èíèòü îãðàíè÷åíèÿì

k1(d1+d2) = 2πm , k(d1+d2) = 2πn , (57)

ãäå m è n � öåëûå ÷èñëà. Ìàòðèöà Tδ ÿâëÿåòñÿ
òðàíñôåð-ìàòðèöåé îáùåãî âèäà, è åå âû÷èñëåíèå
íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà. Äëÿ ìàòðèöû Tεn ïîëó-
÷àåòñÿ âûðàæåíèå (18) ñ ïàðàìåòðàìè

K =
κR
k1

, γ = arcsin

(
sinα

R

)
− kα

k1
− π

2
, (58)

ãäå
R = P+Q cosα , α = k1(d2 − d1) ,

P =
k2

1 +k2

2kk1
, Q =

k2
1−k2

2kk1
. (59)

756



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022 Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ðàñïðåäåëåíèå ôàç è. . .

Çíà÷åíèå γ, îòëè÷íîå îò −π/2, ïîëó÷àåòñÿ ïðè
d1 6= d2. Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð γ âõîäèò êàê â âû-
ðàæåíèÿ (34, 35) äëÿ D è v, òàê è â óðàâíåíèå (33)
äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ), òî ñäâèãîì
ψ → ψ + ψ0 åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê çíà÷åíèþ −π/2,
÷òî ïðèâîäèò ëèøü ê ïåðåîïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðà
β. Ïîñëå ýòîãî çàìåíà ïåðåìåííûõ (40) ïðèâîäèò ê
óðàâíåíèþ (52) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Åñëè ôåðìèåâñêèé èìïóëüñ k1 âûáðàí ïðîïîð-
öèîíàëüíûì k, òî ïàðàìåòðû P è Q ÿâëÿþòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè, è ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå P (ω) ïî-
ïðåæíåìó ïðèâîäèò ê ïåðåíîðìèðîâêå (49) ôåðìè-
åâñêîãî èìïóëüñà k. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòü k1 ∝ k íå èìååò ìåñòà, íî èçìåíåíèå
ñâîéñòâ èäåàëüíûõ êîíòàêòîâ ïî-ïðåæíåìó ïðèâî-
äèò ê ìàñøòàáíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ P (ω), îäíàêî
ñ áîëåå ñëîæíîé ñâÿçüþ èìïóëüñà k è ìàñøòàáíîãî
ôàêòîðà s.

7. ÎÁÙÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÊÐÀÅÂÛÌ
ÌÀÒÐÈÖÀÌ

Îáñóäèì îáùèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðîëè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé, íå ñâÿçàííûé ñ ìîäåëüíûìè ïðåä-
ïîëîæåíèÿìè. Äëÿ ýòîãî íóæíî âûÿñíèòü ñòåïåíü
ïðîèçâîëà, äîïóñòèìîãî â êðàåâûõ ìàòðèöàõ

Êàê óêàçûâàëîñü â ðàçä.2, óñëîâèå TrTl = 1 ìî-
æåò áûòü ïðèíÿòî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè. Ñî-
ãëàñíî (16,17), äëÿ íàñ àêòóàëüíû âûðàæåíèÿ, ñî-
äåðæàùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî ìàòðèö Tr è Tl, à ñëå-
äîâàòåëüíî îáùèå ìíîæèòåëè ìîæíî ñâîáîäíî èç-
âëåêàòü èç îäíîé ìàòðèöû è ïåðåíîñèòü â äðóãóþ.
Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìàòðèöû Tr è Tl
ìîæíî âûáðàòü â âèäå

Tl =

(
a b

c d

)
, Tr =

(
d −b
−c a

)
, (60)

ad− bc = 1,

ïðèíèìàÿ åäèíè÷íîå çíà÷åíèå äëÿ äåòåðìèíàíòîâ.
Ðîëü êðàåâûõ ìàòðèö íàèáîëåå ñóùåñòâåííà â çà-
ïðåùåííîé çîíå � ñ èõ ïîìîùüþ ïñåâäî-òðàíñôåð-
ìàòðèöà t ïðåâðàùàåòñÿ â èñòèííóþ òðàíñôåð-
ìàòðèöó T = Tl t Tr. Óñëîâèå òîãî, ÷òî ìàòðèöà T
ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé òðàíñôåð-ìàòðèöåé, âûðàæàåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ Tij [19] 5)

T11T
+
11 − T12T

+
12 = 1 ,

5) Ìû ïðèâîäèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â âèäå, ïðèãîäíîì äëÿ
îïèñàíèÿ êâàçèîäíîìåðíûõ ñèñòåì, êîãäà ýëåìåíòû Tij ÿâëÿ-
þòñÿ ìàòðèöàìè.

T22T
+
22 − T21T

+
21 = 1 , (61)

T11T
+
21 − T12T

+
22 = 0 ,

êîòîðûå ñëåäóþò èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìàòðèöû Tδ è Tε, âõîäÿùèå â

(16,17) áûëè èñòèííûìè òðàíñôåð-ìàòðèöàìè. Òî-
ãäà (ñì. Ïðèëîæåíèå 3) äîïóñòèìûå êðàåâûå ìàò-
ðèöû îáðàçóþò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

Tl =

(
|r1|eiα1 |r2|eiα2

±i|r1|e−iα1±i|r2|e−iα2

)
, (62)

1=2|r1r2| sin(α2−α1),

ãäå âåðõíèé çíàê âûáèðàåòñÿ ïðè sin(α2−α1) > 0,
à íèæíèé � â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå. Òîãäà äëÿ
ìàòðèö Tδ è Tε ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ (18) ñ ïàðàìåò-
ðàìè

α = −2 δ|r1||r2| cos(α2−α1) ,

β = α1+α2 ,

γ = 2α1 − 2 arcsin
|r2| cos(α2−α1)

r
,

∆ = 2 δ|r1||r2| , (63)

K = r2 = |r1|2+|r2|2− 2|r1||r2| cos(α2−α1) .

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç â ðàçðåøåííîé çîíå ïðè-
âîäèò ê ôèçè÷åñêè î÷åâèäíîìó ðåçóëüòàòó �
êðàåâûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè òðàíñôåð-
ìàòðèöàìè îáùåãî âèäà

Tl =

(
|r1|eiα1 |r2|eiα2

|r2|e−iα2 |r1|e−iα1

)
, (64)

|r1|2 − |r2|2 = 1.

Äëÿ ìàòðèö Tδ è Tε ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ (18) ñ
ïàðàìåòðàìè

α = −δ
(
|r1|2 + |r2|2

)
,

β = π/2 + α1+α2 ,

γ = −π
2

+ 2α1 − 2 arcsin
|r2| cos(α1−α2)

r
,

∆ = 2 δ|r1||r2| , (65)

K = r2 = |r1|2+|r2|2− 2|r1||r2| cos(α2−α1) .

Êàê ÿñíî èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, âåñü òðåõïàðà-
ìåòðè÷åñêèé ïðîèçâîë êðàåâûõ ìàòðèö ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàí ôèçè÷åñêè, à óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè, ïðè-
âåäåííûå â ðàçä.3, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå îáùèìè.
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8. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ P (ω)

Êàê ÿñíî èç ïðåäûäóùåãî, íàèáîëåå îáùèå ðå-
çóëüòàòû äëÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè (5) è
ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (6) äàþòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè (34, 35), ãäå óñðåäíåíèå ïî ψ ïðîèçâîäèòñÿ ïî
ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ P (ψ), îïðåäåëÿåìî-
ìó óðàâíåíèåì (33). Ñäâèã ψ → ψ + ψ0 ïîçâîëÿåò
ïðèâåñòè ïàðàìåòð γ ê çíà÷åíèþ −π/2, ïîñëå ÷åãî
çàìåíà ïåðåìåííûõ ω = −ctgψ/2 ïðèâîäèò ê óðàâíå-
íèþ (52). Äàëåå òðàíñëÿöèÿ ω → ω + ω0 ïåðåâîäèò
(52) â óðàâíåíèå (41), êîòîðîå ìàñøòàáíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì ω → sω ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê îäíîé
èç êàíîíè÷åñêèõ ôîðì � ëèáî ñ |a| = |b|, ëèáî ñ
a = −1, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ïàðàìåòðà; ýòîò îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêèé ïðîèçâîë àññîöèèðóåòñÿ ñ çàâèñè-
ìîñòüþ îò ïðèâåäåííîé ýíåðãèè Ẽ . Òàêèì îáðàçîì,
ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ P (ω) ñ ω = −ctgψ/2 îïðåäå-
ëÿåòñÿ âíóòðåííèìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìû, òîãäà êàê
èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðåâîäèò åãî â ðàñ-
ïðåäåëåíèå P (ω̃), ãäå ïåðåìåííàÿ

ω̃ = ω0 − s ctg
ψ + ψ0

2
(66)

ñâÿçàíà ñ ω äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

ω̃ =
Aω +B

Cω +D
. (67)

Ñîãëàñíî [16], ñèòóàöèÿ |a|= |b| ÿâëÿåòñÿ âûäåëåí-
íîé òåì, ÷òî â ãëóáèíå ðàçðåøåííîé è çàïðåùåííîé
çîí ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (5) îñòàþòñÿ ïîñòîÿííû-
ìè äî î÷åíü ìàëûõ ìàñøòàáîâ 6) äëèíû L. Ñëó÷àé
a=b, ðåàëèçóåìûé â ðàçðåøåííîé çîíå ñîîòâåòñòâó-
åò �åñòåñòâåííûì� èäåàëüíûì êîíòàêòàì (ðàçä.1).
Ïðè −a=−b� 1 (â ãëóáèíå ðàçðåøåííîé çîíû) â
óðàâíåíèè (41) ìîæíî îïóñòèòü ÷ëåí P ′ω è ïîëó÷èòü

P (ω) =
1

π

1

1 + ω2
, (68)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò P (ψ) = const, ò.å. ïðèáëèæåíèþ
ñëó÷àéíûõ ôàç. Ïðè −a= b � 1 (â ãëóáèíå çàïðå-
ùåííîé çîíû) êîíñòàíòîé C0 â (41) ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü âáëèçè ìàêñèìóìà ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïîëàãàÿ
ω = −1 + ω̃, ïîëó÷èì P ′ω ≈ −2|a|ω̃P , ÷òî äàåò ãàóñ-
ñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå

P (ω) =

√
|a|
π

exp
{
−|a|ω̃2

}
, (69)

ëîêàëèçîâàííîå âáëèçè ω=−1; îíî ñîîòâåòñòâóåò
ãàóññîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ P (ψ), ëîêàëèçîâàííî-
ìó âáëèçè π/2 [16]. Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ |a| = |b|

6) Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ L îíè âñåãäà ïîñòîÿííû, òàê
êàê îïðåäåëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì P (ψ).

â ðàçðåøåííîé çîíå âîçíèêàþò îñöèëëÿöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ P (ρ, ψ), ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ìàòðèöà T ïðè
îòñóòñòâèè ïðèìåñåé ÿâëÿåòñÿ òðàíñôåð-ìàòðèöåé
ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ ïðî-
çðà÷íûì, åñëè íà åãî øèðèíå óêëàäûâàåòñÿ ïîëóöå-
ëîå ÷èñëî âîëí äå Áðîéëÿ (àíàëîãè÷íî ïðîñâåòëå-
íèþ â îïòèêå) [16]. Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ |a| = |b|
â çàïðåùåííîé çîíå ðàñïðåäåëåíèå P (ρ, ψ) ëîêàëè-
çóåòñÿ âáëèçè çíà÷åíèÿ ψ, îòëè÷íîãî îò π/2, ÷òî
ïðèâîäèò ê åãî ìåäëåííîé ðåëàêñàöèè ê ïîñëåäíå-
ìó çíà÷åíèþ.

Âáëèçè êðàÿ èñõîäíîé çîíû óðàâíåíèå (41) óäîá-
íî ïðèâîäèòü ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ñ a = −1. Åãî
ðåøåíèå ïðè b = 0 ñîîòâåòñòâóåò �êðèòè÷åñêîé� îá-
ëàñòè äëÿ ðàçìûòîãî ïåðåõîäà Àíäåðñîíà [16] è ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (ñì. Ïðèëîæåíèå 4)

P (ω) = A0

∞∫
0

dte−tt−1/3 ω

ω3 + 3t
, (70)

ãäå A0 îïðåäåëÿåòñÿ èç íîðìèðîâêè. Ïðè áîëüøèõ ω
èìååì P (ω) ∼ ω−2, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì
(ñì. Ïðèëîæåíèå 4) è ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íûì çíà-
÷åíèÿì P (ψ) íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà (0, 2π).

Åñëè ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è òðàíñëÿ-
öèåé îáåñïå÷èòü ìàêñèìóì P (ω) ïðè ω = 0 ñ åäèíè÷-
íûì çíà÷åíèåì â íåì, òî ðàñïðåäåëåíèÿ (68�70) ðàç-
ëè÷àþòñÿ íå î÷åíü ñèëüíî (ðèñ. 5), ñâèäåòåëüñòâóÿ
î ñëàáîé çàâèñèìîñòè P (ω) îò ïðèâåäåííîé ýíåðãèè
Ẽ .

9. ÂÍÅØÍÅÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÔÀÇ

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå P (ω) èçâåñòíî, òî åãî èçìå-
íåíèå ïðè âàðèàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâîäèòñÿ ê
ìàñøòàáíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ è òðàíñëÿöèÿì. Ïðè
ýòîì èçìåíåíèå âíåøíåãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ) íà êà-
÷åñòâåííîì óðîâíå ÿâëÿåòñÿ ëåãêî ïðåäñêàçóåìûìè
è èëëþñòðèðóþòñÿ íà ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå P (ψ)

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì (ðèñ. 6,à), åñëè P (ω) èìååò
âèä (68) è ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ ñëó÷àéíûõ
ôàç. Óøèðåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ P (ω) ïðèâîäèò ê ëî-
êàëèçàöèèè P (ψ) âáëèçè êðàåâ èíòåðâàëà (0, 2π), à
ñóæåíèå � ê ëîêàëèçàöèè P (ψ) â ñåðåäèíå èíòåðâà-
ëà (0, 2π) (ðèñ. 6,â). Ñäâèã P (ω) âïðàâî èëè âëåâî
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìàêñèìóìà â ïðàâîé èëè ëå-
âîé ÷àñòè èíòåðâàëà (0, 2π) (ðèñ. 6,ã,ä). Åñëè ïàðà-
ìåòð γ îòëè÷åí îò −π/2, òî ïðîèñõîäèò òðàíñëÿöèÿ
ïî ψ è ïðåäñòàâëåííûå çàâèñèìîñòè ñïðàâåäëèâû íå
â èíòåðâàëå (0, 2π), à â èíòåðâàëå (ψ0, 2π + ψ0).
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Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèÿ P (ω) äëÿ ðàçíûõ ýíåðãèé ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà

Ðèñ. 6. Èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ) ïðè ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè è òðàíñëÿöèÿõ ôóíêöèè P (ω), åñëè ôîðìà

ïîñëåäíåé ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ ñëó÷àéíûõ ôàç

Ðèñ. 7. Èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ) ïðè ïðè òðàíñëÿöèÿõ êðèòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ω)
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Åñëè ðàñïðåäåëåíèå P (ω) ïðèíèìàåòñÿ íå â âèäå
(68), à â ãàóññîâñêîé ôîðìå (69), òî ðèñ. 6 êà÷åñòâåí-
íî ñîõðàíÿåòñÿ, íî P (ψ) íå áóäåò ïîñòîÿííûì íà
ðèñ. 6,à. Àñèììåòðèÿ ôóíêöèè P (ω) ïðè E = 0, ñîîò-
âåòñòâóþùåé êðèòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ðèñ. 5),
ïðèâîäèò ê íîâîìó êà÷åñòâåííîìó ìîìåíòó � ïðè åå
òðàíñëÿöèÿõ ω → ω+ω0 â íåêîòîðîì èíòåðâàëå çíà-
÷åíèé ω0 âîçíèêàåò äâóõãîðáîå ðàñïðåäåëåíèå P (ψ)

(ðèñ. 7).

10. ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÔÀÇ

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ β = π/2, γ = −π/2, ðàññìîò-
ðåííîìó â ðàçä.4, è ñäåëàåì çàìåíó ω = −ctgψ/2

â ïîëíîì óðàâíåíèè ýâîëþöèè (31). Åñëè òèïè÷íûå
çíà÷åíèÿ ρ äîñòàòî÷íî âåëèêè, òî óðàâíåíèå ýâîëþ-
öèè äëÿ P (ρ, ω) ïðèíèìàåò âèä

∂P

2∂L
=

{
ε2

4ω2(
1 + ω2

)2 ρ2P ′ρ −∆
2ω

1 + ω2
ρP+

+ε2
2

1 + ω2
ρP + . . .

}′
ρ

+ ε2
{
P ′ω +

(
b+ aω2

)
P

}′
ω

.

(71)

Äåëàÿ çàìåíó ω = sω̃ è ïåðåîáîçíà÷àÿ ïàðàìåòðû
ã = as3, b̃ = bs, ε̃2 = ε2s−2, èìååì

∂P

2∂L
=

{
ε̃2s2 4s2ω̃2(

1 + s2ω̃2
)2 ρ2P ′ρ − ∆̃

2sω̃

1 + s2ω̃2
ρP+

+ε̃2s2 2

1 + s2ω̃2
ρP + . . .

}′
ρ

+ε̃2
{
P ′ω̃ +

(
b̃+ ãω̃2

)
P

}′
ω̃

.

(72)

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà s è òðàíñëÿöè-

îííîãî ñäâèãà ω0 îò ïðèâåäåííîé ýíåðãèè Ẽ

Ðèñ. 9. Ïàðàìåòðû a è b äëÿ âíóòðåííåãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ôàç êàê ôóíêöèè ïðèâåäåííîé ýíåðãèè Ẽ

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (72) èìååò òîò æå âèä, ÷òî â (71),
òîãäà êàê îñòàëüíûå ÷ëåíû íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíò-
íûìè. Ñîãëàñíî (5), ïàðàìåòð D îïðåäåëÿåòñÿ êîýô-
ôèöèåíòîì ïðè ρ2P ′ρ è óðàâíåíèÿ (71, 72) ïðèâîäÿò
ê äâóì âûðàæåíèÿì

D = 2ε2

〈
4ω2(

1 + ω2
)2
〉
a,b

, (73)

D = 2ε̃2s2

〈
4s2ω2(

1 + s2ω2
)2
〉
ã,b̃

, (74)

êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (44). Åñ-
ëè (74) ïðèíÿòî â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòà äèôôóçèè D, òî åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñè-
òåëüíî èçìåíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûïîëíÿåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè. Îäíàêî, çàìåíà a, b, ε íà ã, b̃, ε̃ â (71)
ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íûì çàìåíàì â (73), ÷òî âìåñòå
ñ (74) äàåò ñîîòíîøåíèå〈

4ω2(
1 + ω2

)2
〉
ã,b̃

= s2

〈
4s2ω2(

1 + s2ω2
)2
〉
ã,b̃

, (75)

êîòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ s, íî
ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè íåêîòîðîì �ïðàâèëüíîì� âû-
áîðå ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
ýòîò �ïðàâèëüíûé� âûáîð ñîîòâåòñòâóåò �âíóòðåííå-
ìó� ðàñïðåäåëåíèþ ôàç. Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ
ìîæíî ïðèâåñòè â îòíîøåíèè ïàðàìåòðà v â ðàñïðå-
äåëåíèè (6), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì
ïðè ρP .

Ïóñòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ a0, b0 ïàðàìåòðîâ a è
b âûáðàíû èç óñëîâèÿ |a0| = |b0|, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
�åñòåñòâåííûì� âäàëè îò êðàÿ èñõîäíîé çîíû. Åñëè
P (ω) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (41) ñ ïàðàìåòðàìè a0,
b0, òî çàìåíà ω → s(ω̃+ω0) ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè Ôåðìè Ẽext â èäåàëüíûõ

êîíòàêòàõ îò ýíåðãèè Ôåðìè â èçó÷àåìîé ñèñòåìå Ẽ äëÿ

âíóòðåííåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíà çà-

âèñèìîñòü Ẽext = |Ẽ |

Ðèñ. 11. Íàèëó÷øàÿ ïîäãîíêà ïàðàìåòðà v ïðè äåéñòâè-

òåëüíûõ çíà÷åíèÿõ òðàíñëÿöèîííîãî ñäâèãà ω0

s è ω0 ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ D è v, ñëåäóþùèå èç àíàëèçà ìîìåí-
òîâ. Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå P (ω̃) ïîñëå âîçâðà-
ùåíèÿ ê ïåðåìåííîé ψ áóäåò îïðåäåëÿòü âíóòðåííåå
ðàñïðåäåëåíèå ôàç. Ïîâåäåíèå s è ω0 êàê ôóíêöèè
ïðèâåäåííîé ýíåðãèè Ẽ ïîêàçàíî íà ðèñ. 8. Ìàñøòàá-
íûé ôàêòîð s ðàñõîäèòñÿ ïðè Ẽ → 0, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïðåîáðàçîâàííûå ïàðàìåòðû a = a0s

3 è b = b0s

óæå íå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì |a| = |b| (ðèñ. 9), êî-
òîðîå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè áîëüøèõ |Ẽ |, ò. å. â ãëó-
áèíå ðàçðåøåííîé è çàïðåùåííîé çîí. Ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà áîëåå ÿñåí íà ðèñ. 10,
ïîêàçûâàþùåì çàâèñèìîñòü ýíåðãèè Ôåðìè Ẽext â
èäåàëüíûõ êîíòàêòàõ îò ýíåðãèè Ôåðìè Ẽ â èçó÷à-
åìîé ñèñòåìå. Ìèíèìóì Ẽext äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà-
÷åíèè Ẽ = Ẽ0 = 0.28, êîòîðîå íóæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ïåðåíîðìèðîâàííóþ ãðàíèöó ðàçðåøåí-
íîé çîíû, ñäâèíóòóþ çà ñ÷åò ôëóêòóàöèé ñëó÷àé-

íîãî ïîòåíöèàëà. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì,
÷òî ïðè Ẽ < Ẽ0 òðàíñëÿöèîííûé ñäâèã ω0 óõîäèò â
êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, ÷òî èìååò ïðîñòîé ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë. Ïðè Ẽ = Ẽ0 èìååì Ẽext = Ẽ0 (ðèñ. 10)
è ñäâèíóòûé êðàé çîíû îêàçûâàåòñÿ íèæå óðîâíÿ
Ôåðìè â èäåàëüíûõ êîíòàêòàõ ïðè Ẽ > Ẽ0 è âûøå
ïðè Ẽ < Ẽ0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âíóòðåííèå ñâîé-
ñòâà ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ íå èñòèííîé, à ïñåâäî-
òðàíñôåð-ìàòðèöåé, è ðàñïðåäåëåíèå P (ψ) ñòàíî-
âèòñÿ êîìïëåêñíûì. Äåòàëüíîå èçó÷åíèå ïîñëåäíå-
ãî íå î÷åíü èíòåðåñíî, ïîýòîìó ïðè Ẽ < Ẽ0 â êà-
÷åñòâå �âíóòðåííåãî� ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ) ìû ïðè-
âîäèì âíåøíåå ðàñïðåäåëåíèå, íàèáîëåå áëèçêîå ê
âíóòðåííåìó � ïðàêòè÷åñêè îíî áëèçêî ê ìîäóëþ
êîìïëåêñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ). Ïîñëåäíåå ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî ñäâèã ïàðàìåòðà ω0 â êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü ñðàâíèòåëüíî ìàë è äîïóñêàåò àíàëèòè-
÷åñêîå èññëåäîâàíèå (ñì. Ïðèëîæåíèå 5): ýòî èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ðèñóíêîì 11, ïîêàçûâàþùåì íàèëó÷øóþ
ïîäãîíêó ïàðàìåòðà v (ïðè òî÷íîì âîñïðîèçâåäåíèè
D), âîçìîæíóþ ïðè äåéñòâèòåëüíûõ ω0.

Ýâîëþöèÿ âíóòðåííåãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ) (ñ
óêàçàííîé îãîâîðêîé) ïðè èçìåíåíèè ýíåðãèè Ẽ ïî-
êàçàíà íà ðèñ. 12. Ïåðâûé ðÿä ðèñóíêîâ ñîîòâåò-
ñòâóåò èçìåíåíèþ Ẽ îò áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ
çíà÷åíèé äî çíà÷åíèÿ Ẽ = 0.63, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðàâîìó ìèíèìóìó ω0 íà ðèñ. 8; ïðè ýòîì ðàñïðå-
äåëåíèå P (ω) áëèçêî ê ëîðåíöåâñêîé ôîðìå (68), à
èçìåíåíèå P (ψ) ñâÿçàíî â îñíîâíîì ñ òðàíñëÿöèåé
P (ω) â ëåâóþ ñòîðîíó (ðèñ. 6,ä). Íèæíèé ðÿä ðè-
ñóíêîâ 12 ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ Ẽ îò áîëüøèõ
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé äî çíà÷åíèÿ Ẽ = −0.10, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ëåâîìó ìèíèìóìó ω0 íà ðèñ. 8; ïðè
ýòîì ðàñïðåäåëåíèå P (ψ) ëîêàëèçîâàíî âáëèçè π/2
è ïîñòåïåííî óøèðÿåòñÿ ïðè ðîñòå Ẽ , ýâîëþöèîíè-
ðóÿ îò ãàóññîâñêîé ôîðìû (69) ê êðèòè÷åñêîé ôîðìå
(70).

Ñðåäíèé ðÿä ðèñóíêîâ 12 ñîîòâåòñòâóåò èçìåíå-
íèþ Ẽ ìåæäó äâóìÿ ìèíèìóìàìè ω0 íà ðèñ. 8; ôîð-
ìà P (ω) áëèçêà ê êðèòè÷åñêîé, à èçìåíåíèÿ P (ψ)

â îñíîâíîì îïðåäåëÿþòñÿ òðàíñëÿöèîííûì ñäâèãîì
ω0 è ñîîòâåòñòâóþò ðèñ. 7. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòâåðòûé
è äåâÿòûé ãðàôèêè íà ðèñ. 12 áëèçêè äðóã ê äðóãó,
òàê êàê ôîðìà P (ω) áëèçêà ê êðèòè÷åñêîé, à òðàíñ-
ëÿöèè ïî ω ïðèìåðíî îäèíàêîâû.

Îáñóäèì ìåõàíèçì ðåàëèçàöèè âíóòðåííåãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ôàç. Êàê îáñóæäàëîñü â [16,20,21], ðàñ-
ïðåäåëåíèå ëàíäàóýðîâñêèõ ñîïðîòèâëåíèé P (ρ) èñ-
ïûòûâàåò îñöèëëÿöèè àïåðèîäè÷åñêîãî õàðàêòåðà,
ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ) ñó-
ùåñòâåííî çàâèñèò îò íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ìîìåíòîâ,
òîãäà êàê ìîìåíòû 〈ρn〉 ÿâëÿþòñÿ îñöèëëèðóþùè-
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Ðèñ. 12. Ýâîëþöèÿ âíóòðåííåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç ïðè èçìåíåíèè ïðèâåäåííîé ýíåðãèè Ẽ

ìè ôóíêöèÿìè L; ïðè ýòîì n-é ìîìåíò îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñóïåðïîçèöèåé n äèñêðåòíûõ ãàðìîíèê. Îòíî-
ñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàåò íà ìàñøòàáå L ∼ ξ è ïðè áîëüøèõ L îíè
íåñóùåñòâåííû. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî
äëÿ ïîëíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ, ω); 7) ïðè ýòîì îñ-
öèëëÿöèÿì ïîäâåðæåíû êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ω, òàê
è øèðèíà åãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó êàê òðàíñëÿ-
öèîííûé ñäâèã ω0, òàê è ìàñøòàáíûé ôàêòîð s ñó-
ùåñòâåííî îñöèëëèðóþò íà ìàñøòàáàõ L <∼ ξ, ñòðå-
ìÿñü ïðè áîëüøèõ L ê �ïðàâèëüíûì� çíà÷åíèÿì, êî-
òîðûå è îïðåäåëÿþò âíóòðåííåå ðàñïðåäåëåíèå ôàç.

11. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû âûâåëè óðàâíåíèå ýâîëþ-
öèè äëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ρ, ψ) ëàíäàó-
ýðîâñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ρ è ôàçîâîé ïåðåìåííîé ψ.
Ïðè áîëüøèõ L îíî äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-
íûõ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíî-

7) Ðàñïðåäåëåíèå P (ρ) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíûìè ìîìåíòàìè
îò ýëåìåíòîâ Tij òðàíñôåð-ìàòðèöû T . Ïðè àíàëèçå P (ρ, ω)
íóæíî ðàññìàòðèâàòü è íå÷åòíûå ìîìåíòû.

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ψ), îïðåäåëÿþùåãî êîýôôèöè-
åíòû â óðàâíåíèè ýâîëþöèè (5) äëÿ P (ρ).

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ìû ïðèõîäèì
ê î÷åíü ïðîñòîé êàðòèíå. Ôàçà ψ îêàçûâàåòñÿ �ïëî-
õîé� ïåðåìåííîé, à �ïðàâèëüíîé� ïåðåìåííîé ÿâëÿ-
åòñÿ ω = −ctgψ/2. Ôîðìà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ P (ω) îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííèìè ñâîéñòâàìè
ñèñòåìû è íå çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èçìå-
íåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäÿò ê òðåì ýôôåê-
òàì: (à) ìàñøòàáíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ω → sω, â îñ-
íîâíîì ñâÿçàííîìó ñ èçìåíåíèåì ñâîéñòâ èäåàëüíûõ
êîíòàêòîâ; (á) òðàíñëÿöèè ω → ω + ω0, â îñíîâíîì
îïðåäåëÿåìîé íàëè÷èåì δ-îáðàçíîãî ïîòåíöèàëà íà
ãðàíèöàõ ñèñòåìû; (â) òðàíñëÿöèèè ψ → ψ + ψ0,
îïðåäåëÿåìîé ðàçìûòèåì ãðàíèö ðàçäåëà. Ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà �âíåøíåå� ðàñ-
ïðåäåëåíèå ôàç, êîòîðîå âõîäèò â óðàâíåíèÿ ýâî-
ëþöèè, íî íå âëèÿþò íà ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
P (ρ) â îáëàñòè áîëüøèõ L, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü
î ñóùåñòâîâàíèè ñêðûòîé ñèììåòðèè â óðàâíåíèÿõ
ýâîëþöèè. Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå P (ρ) ÿâëÿåòñÿ
ëîãíîðìàëüíûì, ÷òî ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ïðè
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ñàìûõ îáùèõ óñëîâèÿõ 8). Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå P (ρ) îïðåäåëÿåòñÿ �âíóòðåííèì� ðàñïðåäåëåíè-
åì P (ψ), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàöèîíàðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ P (ω) ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ìàñøòàá-
íîãî ôàêòîðà s è òðàíñëÿöèîííûõ ñäâèãîâ ω0 è ψ0.

Îáñóæäàåìàÿ ïðîáëåìàòèêà íå îãðàíè÷åíà îäíî-
ìåðíûìè ñèñòåìàìè � àíàëîãè÷íûå òðóäíîñòè âîç-
íèêàþò ïðè àíàëèçå ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò â ðàì-
êàõ îáîáùåííîé âåðñèè [17] óðàâíåíèÿ Äîðîõîâà�
Ìåëëî�Ïåðåéðà�Êóìàðà [28, 29]. Ìèíèìàëüíàÿ ëÿ-
ïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòà îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà äëÿ ïåðåõîäà Àíäåðñîíà (íà ýòîì îñíîâàí èç-
âåñòíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ñì. ññûëêè â [17]),
è óêàçàííàÿ ñêðûòàÿ ñèììåòðèÿ ìîæåò áûòü ñóùå-
ñòâåííîé ïðè èññëåäîâàíèè ïîñëåäíåãî.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1. Î ÐÀÇÄÅËÅÍÈÈ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ Â ÓÐÀÂÍÅÍÈÈ (31)

Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â çàäà÷å íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ

L̂ P (ρ, ψ) = λP (ρ, ψ) (A.1)

îïåðàòîð L̂ äîëæåí ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå ñóììû
äâóõ îïåðàòîðîâ L̂ρ + M̂ψ, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ρ è
ψ ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèÿ äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ â óðàâíåíèè (31) îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëàáûìè.
Â ïðåäåëå áîëüøèõ L, êîãäà òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ ρ

äîñòàòî÷íî âåëèêè, ìîæíî ïîëîæèòü R = 2, ïîñëå
÷åãî óðàâíåíèå (31) èìååò ñòðóêòóðó

∂P

∂L
=
{
L̂ρ,ψP

}′
ρ

+
{
M̂ψP

}′
ψ
. (A.2)

Ïîäñòàâëÿÿ P = P (ρ)P (ψ) è ðàçäåëèâ íà P (ρ), èìå-
åì

−∂P (ψ)

∂L
+
{
M̂ψP (ψ)

}′
ψ

= (A.3)

=
P (ψ)

P (ρ)

∂P (ρ)

∂L
− 1

P (ρ)

{
L̂ρ,ψP

}′
ρ
.

Ëåâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ρ è åñòü íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ F (ψ). Òîãäà

P (ψ)
∂P (ρ)

∂L
−
{
L̂ρ,ψP

}′
ρ

= F (ψ)P (ρ) (A.4)

8) Áîëåå òî÷íî, ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àéíûé ïîòåíöè-
àë ìàëîé àìïëèòóäû ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèìè êîððåëÿöèÿìè
äëÿ ýíåðãèé âáëèçè êðàÿ èñõîäíîé çîíû. Åñëè ýíåðãèÿ ñðàâ-
íèìà ñ øèðèíîé çîíû, òî âîçíèêàþò ýôôåêòû ñîèçìåðèìîñòè
ôåðìèåâñêîãî èìïóëüñà k̄ ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a0 [22, 23],
÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê óñëîæíåíèþ ñèòóàöèè [24,25].

è èíòåãðèðóÿ ïî ρ ïîëó÷èì F (ψ) ≡ 0, ò.ê. ëåâàÿ
÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, à èíòåãðàë îò P (ρ) ðàâåí
åäèíèöå â ñèëó íîðìèðîâêè. Â ðåçóëüòàòå ïðàâàÿ
è ëåâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (A.3) îáðàùàþòñÿ â íóëü
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, è óðàâíåíèå äëÿ P (ψ)

îòùåïëÿåòñÿ. Ïðè ýòîì ñðåäíèå îò òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé ψ, âõîäÿùèå â (34), (35), îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì P (ψ), óäîâëåòâî-
ðÿùèì óðàâíåíèþ (33).

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2. ÊÐÀÅÂÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ
ÄËß ÐÀÇÌÛÒÎÉ ÃÐÀÍÈÖÛ ÐÀÇÄÅËÀ

Êðàåâûå ìàòðèöû äëÿ ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííîé
íà ðèñ. 4, ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå

Tl =

(
eikd1 0

0 e−ikd1

)
Ta

(
e−ik1d1 0

0 eik1d1

)
Tc

(A.5)

Tr = Tc̃

(
e−ik1d2 0

0 eik1d2

)
Tã

(
eikd2 0

0 e−ikd2

)
,

ãäå

Ta =

(
a1 a2

a2 a1

)
, a1 =

k + k1

2k
, a2 =

k − k1

2k
,

Tc =

(
c c∗

c∗ c

)
, c =

ik1 + κ

2ik1
, (A.6)

Tã =

(
ã1 ã2

ã2 ã1

)
, ã1 =

k1 + k

2k1
, ã2 =

k1 − k
2k1

,

Tc̃ =

(
c̃ c̃∗

c̃∗ c̃

)
, c̃ =

κ+ ik1

2κ
,

Ñðàâíåíèå ñ [16] ïîêàçûâàåò, ÷òî Ta è Tã � ýòî êðà-
åâûå ìàòðèöû äëÿ ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ìåòàëëîâ,
à Tc è Tc̃ � êðàåâûå ìàòðèöû äëÿ ãðàíèöû ðàçäåëà
ìåòàëë�äèýëåêòðèê.

Ñîòàâëÿÿ ïðîèçâåäåíèå TlTr, çàìåòèì, ÷òî ñîîò-
íîøåíèÿ TcTc̃ = 1 è TaTã = 1 ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåí-
íûì óïðîùåíèÿì è ïðè óñëîâèè (57) ïðîèçâåäåíèå
ñâîäèòñÿ ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Tε çàïèøåì

Tε =

(
1 0

0 1

)
+ εTl

(
1 1

−1 −1

)
Tr (A.7)

è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

Tc

(
1 1

−1 −1

)
Tc̃ =

κ

ik1

(
1 1

−1 −1

)
,
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(
e−ik1d1 0

0 eik1d1

) (
1 1

−1 −1

)(
e−ik1d2 0

0 eik1d2

)

=

(
1 eiα

−e−iα −1

)
, (A.8)

Ta

(
1 eiα

−e−iα −1

)
Tã =

=

(
P +Q cosα Q+ P cosα+ i sinα

−Q−P cosα+ i sinα −P −Q cosα

)
,

ïîñëå ÷åãî ñîîòíîøåíèå P2 =Q2 + 1 ïîçâîëÿåò ïðè-
âåñòè Tε ê âèäó (18).

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 3. ÑÒÅÏÅÍÜ ÏÐÎÈÇÂÎËÀ
ÄËß ÊÐÀÅÂÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Ïðèíèìàÿ êðàåâûå ìàòðèöû Tl è Tr â âèäå (60),
ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìàòðèöà Tδ = Tl tδ Tr áûëà èñòèí-
íîé òðàíñôåð-ìàòðèöåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíî-
øåíèÿì (61); ïîñëåäíèå äîñòàòî÷íî íàëîæèòü ïðè
ìàëûõ δ, ÷òî ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì

ad+ bc+ a∗d∗ + b∗c∗ = 0, ab+ c∗d∗ = 0 . (A.9)

Ïåðâîå èç íèõ âìåñòå ñ óñëîâèåì íà äåòåðìèíàíò
(60) ïðèâîäèò ê áîëåå ïðîñòûì ñîîòíîøåíèÿì

2Re ad = 1 , 2Re bc = −1 . (A.10)

Ïîëàãàÿ

a = |a|eiα, b = |b|eiβ , c = |c|eiγ , d = |d|eiδ ,
(A.11)

ïîëó÷èì ïîëíûé íàáîð óñëîâèé

2|b||c| cos (β+γ) = −1 ,

2|a||d| cos (α+δ) = 1 ,

|a||b| = |c||d| , (A.12)

eiα+iβ+iγ+iδ = −1 ,

|a||d| sin (α+δ)− |b||c| sin (β+γ) = 0 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî sin (α+δ) = sin (β+γ),
cos (α+δ) = − cos (β+γ); òîãäà èç ïîñëåäíåãî ñîîò-
íîøåíèÿ â (A.11) èìååì |a||d| = |b||c|, ÷òî âìåñòå
ñ òðåòüèì ñîîòíîøåíèåì äàåò |a| = |c|, |b| = |d|. Â
ðåçóëüòàòå, óñëîâèå òîãî, ÷òî Tδ ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé
òðàíñôåð-ìàòðèöåé, îïðåäåëÿåò 4-ïàðàìåòðè÷åñêèé
ïðîèçâîë äëÿ ìàòðèöû Tl

Tl =

(
|a|eiα |b|eiβ

|a|eiγ |b|eiδ

)
,

eiα+iβ+iγ+iδ = −1 , 1 = −2|a||b| cos(β+γ). (A.13)

Âû÷èñëÿÿ ìàòðèöó Tε

Tε =

(
1− ε̄(a−b)(c−d) ε̄(a−b)2

−ε̄(c−d)2 1 + ε̄(a−b)(c−d)

)
,

(A.14)

è òðåáóÿ, ÷òîáû îíà áûëà èñòèííîé òðàíñôåð-
ìàòðèöåé, ïîëó÷èì

(a−b)(c−d) + (a∗−b∗)(c∗−d∗) = 0 ,

(a−b)2 + (c∗−d∗)2 = 0 , (A.15)

Ïîëàãàÿ

(a−b) = reiθ/2 , (c−d) = r1eiϕ/2 , (A.16)

ïîëó÷èì r = r1, ϕ = π − θ + 2πn, òàê ÷òî

Tε =

(
1− iε̄r2(−1)n ε̄r2eiθ

ε̄r2e−iθ 1 + iε̄r2(−1)n

)
, (A.17)

ãäå n � öåëîå. Çàìå÷àÿ, ÷òî

r2 = |a−b|2 = |a|2+|b|2− 2|a||b| cos(α−β) ,

r2 = |c−d|2 = |a|2+|b|2− 2|a||b| cos(γ−δ) , (A.18)

èìååì (α−β) = ±(γ−δ) + 2πk. Ïðè âåðõíåì çíàêå
ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå , òàê êàê β+γ = π/2 + πk è
ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (A.12) îáðàùàåòñÿ
â íóëü. Ïðè íèæíåì çíàêå èìååì γ= π/2 − α + πk,
δ = π/2 − β + πk′, ãäå k è k′ âûáèðàþòñÿ ÷åòíûìè
ïðè sin(β−α) > 0 è íå÷åòíûìè â îáðàòíîì ñëó÷àå. Â
ðåçóëüòàòå äëÿ ìàòðèöû Tl ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëå-
íèþ (62) ñ òðåõïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîèçâîëîì. Ïðè
÷åòíûõ k, k′ èìååì ÷åòíîå n â âûðàæåíèè (A.17)

äëÿ Tε, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíî ñâîäèòñÿ ê (18) ñ ïàðà-
ìåòðàìè K è γ, îïðåäåëåííûìè â (63). Ïðè íå÷åò-
íûõ k, k′ èìååì íå÷åòíîå n â (A.17), è ïðèâåäåíèå
ê ôîðìå (18) ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì íåñóùåñòâåííîãî
èçìåíåíèÿ çíàêà ε̄.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 4. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ P (ω)

ÏÐÈ E = 0

Äèôôåðåíöèðóÿ (41) è ïðåäïîëàãàÿ ïðè ω →∞
ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó P (ω) ∼ ω−α, ïîëó÷èì
α = 2. Âû÷èñëÿÿ ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå â âèäå ðÿ-
äà ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì ω,

P (ω) = ω−2
∞∑
n=0

Anω
−n , (A.19)
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èìååì ðåêóððåíöèþ

A0 = 1 , A1 = 0 , A2 = −b/a ,

aAn+1 = −bAn−1 + nAn−2 , n ≥ 2 . (A.20)

Äëÿ êðèòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (E = 0) èìååì
b = 0, è êîýôôèöèåíòû ðÿäà íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå

P (ω) =
1

ω2

∞∑
k=0

Γ(k + 2/3)

Γ(2/3)

(
3

aω3

)k
. (A.21)

Ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü ïî Áîðå-
ëþ [26], çàïèñûâàÿ ãàììà-ôóíêöèþ Γ(k+2/3) â âèäå
ïðåäñòàâëÿþùåãî åå èíòåãðàëà è ñóììèðóÿ âîçíèêà-
þùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ïîëàãàÿ a=−1

è ââîäÿ íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, ïîëó÷èì (70).
Âûðàæåíèÿ (A.19), (A.20) ïîëåçíû ïðè ÷èñëåí-

íîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (41) ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ b. Ïðè |ω| > 5 ôóíêöèÿ P (ω) õîðîøî àïïðîê-
ñèìèðóåòñÿ ðÿäîì (A.19), ïîíèìàåìîì â àñèìïòî-
òè÷åñêîì ñìûñëå è ñóììèðóåìîì äî ìèíèìàëüíîãî
÷ëåíà.Òàêóþ àïïðîêñèìàöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðè áîëüøèõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ω è èíòåãðèðîâàòü â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ
ω. 9) Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì ñ
êîíòðîëåì òî÷íîñòè [27] ðåøåíèå àâòîìàòè÷åñêè âû-
õîäèò íà ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó ïðè ω → −∞.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 5. ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ s È ω0 Â
ÇÀÏÐÅÙÅÍÍÎÉ ÇÎÍÅ

Â ãëóáèíå çàïðåùåííîé çîíû êîíñòàíòà C0 â (41)
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà è ðàñïðåäåëåíèå P (ω) ìîæíî
ïðèíÿòü â âèäå

P (ω) = const exp
{
−bω − aω3/3

}
. (A.22)

Ïðè −a = b� 1 ðàñïðåäåëåíèå èìååò ìàêñèìóì ïðè
ω = −1, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî îíî ñâîäèòñÿ ê ãàóñ-
ñîâîé ôîðìå (69). Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ â (38) äàåò

〈sinψ〉 =

〈
− 2ω

1 + ω2

〉
≈
〈

1− ω̃2

2

〉
= 1− 1

4|a|
,

〈
sin2 ψ

〉
=

〈
4ω2

(1 + ω2)2

〉
≈
〈
1− ω̃2

〉
≈ 1 ,

〈cosψ〉 =

〈
ω2 − 1

1 + ω2

〉
≈ 〈−ω̃〉 ≈ 0 , (A.23)

òàê ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ D è v èìååì

D = 2ε̄2 , v = 2δ − ε̄2 , (A.24)

÷òî â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
èç àíàëèçà ìîìåíòîâ [16]; çäåñü ω̃ � îòêëîíåíèå îò
ìàêñèìóìà è ó÷òåíî, ÷òî ïðè |a| = |b| ïàðàìåòð ε

ñâîäèòñÿ ê ε̄.
×òîáû âîñïðèçâåñòè D è v ñ áîëåå âûñîêîé òî÷-

íîñòüþ, ïðîèçâîäåì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå è
òðàíñëÿöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (A.22) ñ −a = b; òîãäà
äëÿ s = 1− s̃, ω0 = s̃+ ω̃0 è s̃, ω̃0 � 1 ïîëó÷èì

D = 2ε̄2
(
1 + 2s̃− ε̄2/δ

)
, (A.25)

v = 2δ − ε̄2 +
(
s̃2 − ω̃2

0

)
δ − ε̄2

(
2ω̃0 + 2s̃+ 9ε̄2/(4δ)

)
,

ãäå ó÷òåíû ñäâèã ìàêñèìóìà ðàñïðåäåëåíèÿ è ñëà-
áîå îòêëîíåíèå îò ãàóññîâñêîé ôîðìû. Ñîïîñòàâëÿÿ
ñ ðåçóëüòàòàìè èç àíàëèçà ìîìåíòîâ [16]

D = 2ε̄2 − 15

2

ε̄2

δ
, v = 2δ − ε̄2 +

27

4

ε̄2

δ
, (A.26)

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ/ε̄2 = 4|Ẽ |3/2, ïîëó÷èì

s = 1 +
11

32

1

|Ẽ |3/2
, ω0 =

−19± i
√

215

32|Ẽ |3/2
, (A.27)

÷òî îáúÿñíÿåò ïîâåäåíèå êðèâûõ â ëåâîé ÷àñòè
ðèñ. 8. Òðàíñëÿöèîííûé ñäâèã ω0 îêàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíûì; äëÿ ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè |ω0| � 1 ïðåíåáðåæåíèå ìíèìîé
÷àñòüþ ω0 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ìîäóëþ êîì-
ïëåêñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (ω).
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