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Â ðàìêàõ äèôðàêöèîííîãî ïîäõîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ 2 → 2(3) òðåõ îäíîìåðíûõ êâàí-

òîâûõ ÷àñòèö ñ ïàðíûìè êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ïîòåíöèàëàìè ïðèòÿæåíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

ñòðîèòñÿ â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé íåîäíîðîäíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è â êðóãå áîëüøîãî ðàäèóñà ñ

óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ íà ãðàíèöå. Ðàññìîòðåíû âîçìîæíûå ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ïîñòðîåííîé ìîäå-

ëè.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èäåè äèôðàêöèîííîãî ïîäõîäà â çàäà÷å ðàññåÿ-
íèÿ òðåõ îäíîìåðíûõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö áûëè ïðåä-
ëîæåíû â ðàáîòàõ [1�3] è ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàç-
âèòèå â ðàáîòàõ [4�7]. Â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáî-
òàõ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ðàññåÿíèÿ òðåõ ÷àñòèö
ñ ïàðíûìè ïîòåíöèàëàìè îòòàëêèâàíèÿ.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ ïàðíûõ ïî-
òåíöèàëîâ ïðèòÿæåíèÿ, ïîääåðæèâàþùèõ ñâÿçàí-
íûå ñîñòîÿíèÿ â êàæäîé ïàðå. Ðåøåíèå çàäà÷è ðàñ-
ñåÿíèÿ 2→ 2(3) áóäåò ïîñòðîåíî â äâà ýòàïà. íà ïåð-
âîì ýòàïå ìû ïðåäëîæèì ñõåìó, ïîçâîëÿþùóþ óñòà-
íîâèòü ñâÿçü àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ ïðîöåññîâ 2→ 2 è
2→ 3. Ýòà ñâÿçü áóäåò ïîëó÷åíà â òåðìèíàõ íåêîòî-
ðîãî âíåøíåãî îáúåêòà � ñðåçàþùåé ôóíêöèè, âëè-
ÿíèå êîòîðîé áóäåò íèâåëèðîâàíî íà âòîðîì ýòà-
ïå. Íà ýòîì (âòîðîì) ýòàïå áóäåò ïðåäëîæåí ÷èñ-
ëåííûé ìåõàíèçì âîññòàíîâëåíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ âî âñåì êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Áóäåò ñôîðìóëèðîâàíà ãðàíè÷íàÿ çàäà-
÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà â êðóãå
áîëüøîãî ðàäèóñà ñ óñëîâèåì èçëó÷åíèÿ íà ãðàíèöå.
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Â ñëó÷àå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 3→ 3 ïîõîæàÿ ñõåìà ðå-
øåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [4] è ðåàëèçîâàíà
÷èñëåííî â ðàáîòàõ [5, 6].

Îòìåòèì, ÷òî îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 2 → 2(3) äëÿ ñëó÷àÿ òðåõìåðíûõ
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [8]
ïðèìåíèòåëüíî ê ðåàêöèÿì, ñâÿçàííûì ñ íàêîïëå-
íèåì àíòèïðîòîíîâ [9�11]. Ïðåäëàãàåìàÿ íàìè ðàáî-
òà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïåðâûé íåîáõîäèìûé
øàã äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé ñõåìû â íàèáîëåå ïðîñòîé
ñèòóàöèè îäíîìåðíûõ ÷àñòèö è ôèíèòíûõ ïàðíûõ
ïîòåíöèàëîâ ïðèòÿæåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðåä-
ëàãàåìàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ çàâåðøåííîé
è èìååò íåçàâèñèìóþ öåííîñòü, íàïðèìåð, ïðè îïè-
ñàíèè ðàññåÿíèÿ íóêëîíîâ â ïàðàëëåëüíûõ ïó÷êàõ.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òðåõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö, äè-
íàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Øðåäèí-
ãåðà

H = − ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
+

3∑
i=1

vi(xi). (1)

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïàðíûå ïîòåíöèàëû vi, i = 1, 2, 3,

ÿâëÿþòñÿ ôèíèòíûìè, ÷åòíûìè, íåïîëîæèòåëüíû-
ìè è ïîääåðæèâàþùèìè îäíî ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå.
Ìû ïîëàãàåìñÿ çäåñü íà êðèòåðèé Êàëîäæåðî [12] (è
åãî îáîáùåíèå äëÿ ïîòåíöèàëîâ, çàäàííûõ íà îñè),
îïðåäåëÿþùèé ÷èñëî ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â ñèñòå-
ìå äâóõ òåë. Ìû ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ïàðà (x, y)
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� åñòü ïàðà êîîðäèíàò ßêîáè, îòâå÷àþùàÿ ñèñòåìå
òðåõ òåë. Çäåñü x ∈ R, y ∈ R. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ìàññû ÷àñòèö è ïàðíûå ïîòåíöèàëû îäèíàêîâû.

Ìû áóäåì èçó÷àòü çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ 2 → 2(3)

òðåõ ÷àñòèö íà îñè, òî åñòü êîîðäèíàòà êàæäîé ÷àñ-
òèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Òî÷-
íåå, ìû áóäåì èçó÷àòü ðàññåÿíèå ñâÿçàííîé ïàðû íà
òðåòüåé ÷àñòèöå, ïîëüçóÿñü ôîðìàëèçìîì äèôðàê-
öèîííîãî ïîäõîäà, ïîäðîáíî îïèñàííûì â ðàáîòàõ
[1,2,4]. Â ðàìêàõ ýòîãî ôîðìàëèçìà êîíôèãóðàöèîí-
íîå ïðîñòðàíñòâî çàäà÷è åñòü ïëîñêîñòü Γ, êàæäàÿ
èç òðåõ ïàð êîîðäèíàò ßêîáè îáðàçóåò îðèåíòèðî-
âàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà Γ, ýòè ñèñòåìû êîîð-
äèíàò (êàê è ñàìè ïàðû êîîðäèíàò ßêîáè, îòâå÷à-
þùèå äâóì ïðîèçâîëüíûì ðàçëè÷íûì ïàðíûì ïîä-
ñèñòåìàì) ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà. Ïîë-
íûé íîñèòåëü ïîòåíöèàëà (îáúåäèíåíèå òðåõ ïàð-
íûõ íîñèòåëåé ïîòåíöèàëà) åñòü ñîâîêóïíîñòü òðåõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ â îäíîé òî÷êå ëó÷åé-"ýêðàíîâ"lj ñ
îêðåñòíîñòÿìè. Â äàííîì ñëó÷àå ôèíèòíûõ ïàðíûõ
ïîòåíöèàëîâ íîñèòåëü ïîëíîãî ïîòåíöèàëà åñòü îáú-
åäèíåíèå òðåõ îðèåíòèðîâàííûõ ïîëîñ íà ïëîñêî-

ñòè, ïðè÷åì øèðèíà êàæäîé ïîëîñû îïðåäåëÿåòñÿ
íîñèòåëåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðíîãî ïîòåíöèàëà.
Êàæäûé èç "ýêðàíîâ"ñ èíäåêñîì j îïðåäåëÿåò îá-
ëàñòü â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîé
÷àñòèöû â ïàðå j ñîâïàäàþò, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî xj = 0. Òàêèì îáðàçîì, âäîëü "ýêðàíà"ñ
èíäåêñîì j ìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà ßêîáè yj , à îðòîãî-
íàëüíî ýêðàíó ìåíÿåòñÿ êîîðäèíàòà ßêîáè xj . Çíàê
êîîðäèíàòû xj îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâ-
êè ÷àñòèö â ïàðå j, à çíàê êîîðäèíàòû yj îïðåäå-
ëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèöû j è öåíòðà
ìàññ ïàðû ÷àñòèö k è l. Ìû ïîëàãàåì çäåñü, ÷òî
òðîéêà èíäåêñîâ (j, k, l) îáðàçîâàíà ïåðåñòàíîâêîé
÷èñåë (1, 2, 3).

Ìû áóäåì òàêæå ïîëàãàòü, ÷òî àñèìïòîòèêà ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

(H − E)Ψ = 0,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè â êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå, óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ψ ∼ e−ip1y1ϕ−1 (x1) +

3∑
j=1

∑
τj∈{+,−}

a
τj
j e

ipjyjϕ
τj
j (xj) +A(X̂,P)

ei
√
EX

√
X

. (2)

Çäåñü

X =

(
x

y

)
∈ R2, P =

(
k

p

)
∈ R2, X =

√
x2 + y2, X̂ =

X

X
.

Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ k ∈ R è p ∈ R äëÿ ìî-
ìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ïî Ôóðüå êîîðäèíàòàì ßêîáè
x è y.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ÷àñ-
òèöû ïàðû j = 1 íàõîäÿòñÿ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè
ϕ−1 ñ ýíåðãèåé κj < 0. Ôóíêöèè ϕτjj óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫
R

|ϕτjj (x)|2dx = 1, j = 1, 2, 3, τj ∈ {+,−}. (3)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (2)

îòâå÷àåò ïàäàþùåé âîëíå. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

y1 < 0, p1 > 0.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (2) îòâå÷àåò ñóïåð-

ïîçèöèè ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí (ïðîöåññû 2→ 2) ñ àì-

ïëèòóäàìè a
τj
j Çäåñü èíäåêñ j = 1, 2, 3 îáîçíà÷àåò

íîìåð ïàðíîé ïîäñèñòåìû, à èíäåêñ τ ∈ {+,−} îïðå-
äåëÿåò ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàòû ÷àñòèöû
j è öåíòðà ìàññ ïîäñèñòåìû ñ èíäåêñîì j. Èíûìè
ñëîâàìè, èíäåêñ τj îòâå÷àåò çíàêó êîîðäèíàòû ßêî-
áè yj è, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåò "ïîëóýêðàí"lτjj .
Äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

yj > 0, pj > 0 èëè yj < 0, pj < 0.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ðàñõîäÿùàÿñÿ âîëíà ñ àì-

ïëèòóäîé a
τj
j îïðåäåëåíà ëèøü íà òîì ïîëóýêðàíå,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñó τj . Íà ïîëóýêðàí ñ
èíäåêñîì −τj îíà ïðîäîëæàåòñÿ íóëåì.

Íàêîíåö, òðåòüå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (2) îò-
âå÷àåò ïðîöåññó ðàñïàäà 2 → 3 è îïèñûâàåò ðàñõî-
äÿùóþñÿ âîëíó ñ àìïëèòóäîé A(X̂,P).
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Ìû ñîáèðàåìñÿ ïîñòðîèòü òåïåðü íàáîð óðàâíå-
íèé, ñâÿçûâàþùèõ àìïëèòóäû a

τj
j ïðîöåññîâ ðàññåÿ-

íèÿ 2→ 2 è àìïëèòóäó A(X̂,P) ïðîöåññà 2→ 3. Ïðè
ýòîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íàì èçâåñò-
íî ëèøü â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè êîíôèãóðàöè-
îííîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè X � 1. Âûâåäåì ñðåçàþ-
ùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñðåæåò ðåøåíèå ïðè îãðàíè-
÷åííûõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ X. Óìíîæàÿ òî÷íîå ðå-
øåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (èëè åãî íåêîòîðóþ ÷àñòü)
íà òàêóþ ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ, ìû ïîëó÷èì íî-
âóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îñòàíåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðè áîëüøèõ X, à ïðè îãðà-
íè÷åííûõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ X õîòÿ è íå áóäåò óæå
òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, íî ïîðî-
äèò èçâåñòíóþ îòëè÷íóþ îò íóëÿ íåâÿçêó â îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ýòîò ôàêò ïîçâîëèò íàì ðåàëèçîâàòü ñëåäóþ-
ùóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Íà ïåðâîì
ýòàïå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà íà ïëîñ-
êîñòè è íàéäåì, ïóñòü è â òåðìèíàõ íåêîòîðîé ñðå-
çàþùåé ôóíêöèè, ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè ðàññå-
ÿíèÿ ïðîöåññîâ 2 → 2 è 2 → 3. Ïðè ýòîì ìû âûäå-
ëèì ÷àñòü ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùóþ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè
ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ñâÿæåì
êëàñòåðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (îòâå÷àþùèå
ïðîöåññàì 2 → 2) ñ ðàñõîäÿùåéñÿ êðóãîâîé âîëíîé
(îòâå÷àþùåé ïðîöåññàì 2 → 3). Íà âòîðîì ýòàïå
ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ìû ïîñòðîèì íåîäíîðîä-
íóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ òîé ÷àñòè ðåøåíèÿ, êî-
òîðàÿ äîïîëíÿåò ïîëíûé íàáîð êëàñòåðíûõ ðåøå-
íèé, äî ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Àñèìï-
òîòèêà ýòîé íåèçâåñòíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ âåäåò ñåáÿ
êàê ðàñõîäÿùàÿñÿ êðóãîâàÿ âîëíà ñ ãëàäêîé àìïëè-
òóäîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü, "ñðåçàííûå"ïðè îãðà-
íè÷åííûõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ X êëàñòåðíûå âîëíû
ïîðîäÿò íåîäíîðîäíîñòü êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ âî
âñåõ êëàñòåðíûõ ðåøåíèÿõ êðîìå ïàäàþùåé âîëíû
îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ àìïëèòóäîé ðàñõîäÿùåéñÿ
âîëíû.

Ðåàëèçóåì òåïåðü îïèñàííóþ âûøå ñõåìó.

3. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ,
ÑÂßÇÛÂÀÞÙÈÕ ÀÌÏËÈÒÓÄÛ

ÐÀÑÑÅßÍÈß ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ 2 → 2 È 2 → 3

Ââåäåì ðàäèàëüíóþ ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ
ζ(X) ∈ C2

[0,∞) ñëåäóþùèì îáðàçîì

ζ(X) =


0, X < R1, R1 � 1,

ðàñòåò îò 0 äî 1, R1 < X < R2,

1, X > R2.

(4)

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå ψτjj (X) = eipjyjϕ
τj
j (xj)

äëÿ ðàññåÿííîé âîëíû, îòâå÷àþùåé ïðîöåññó 2→ 2,
è îáîçíà÷åíèå ψ̃τjj (X) ≡ ψτjj (X)ζ(X) äëÿ ðàññåÿííîé
âîëíû, óìíîæåííîé íà ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ.

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì H − E íà ýðìèòîâñêè
ñîïðÿæåííîå òî÷íîå ðåøåíèå Ψ∗ è íà ôóíêöèþ ψ̃

τj
j :{

(H − E)Ψ∗ = 0,

(H − E)ψ̃
τj
j = −Qτjj .

(5)

Çäåñü îáîçíà÷åíèå Q
τj
j èñïîëüçîâàíî äëÿ íåâÿçêè

ôóíêöèè ψ̃τjj â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà. Äîìíîæèì

ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (5) íà ôóíêöèþ ψ̃
τj
j ,

âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû äîìíîæèì íà ôóíêöèþ
Ψ∗, âû÷òåì âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâîãî è ïðîèí-
òåãðèðóåì ðåçóëüòàò â êðóãå BR ðàäèóñà R > R2.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ãðèíà, ìû ïðèäåì ê
ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ∫

∂BR

(
∂ψ̃

τj
j

∂n
Ψ∗ − ∂Ψ∗

∂n
ψ̃
τj
j

)
dl =

∫
BR

Q
τj
j Ψ∗. (6)

Îòìåòèì, ÷òî íàáîð èíäåêñîâ {j, τj} îïèñûâàåò
îäèí èç øåñòè ïîëóýêðàíîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
ðåàëèçóåòñÿ óðàâíåíèå (6). Ïðè ýòîì âûäåëåííûì
ÿâëÿåòñÿ ïîëóýêðàí, îòâå÷àþùèé ïàäàþùåé âîëíå.
Ðàññìîòðèì äâà ýòè ñëó÷àÿ îòäåëüíî.

Ñëó÷àé {j, τj} 6= {1,−}.
Ñîîòíîøåíèå (6) ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà àñèìïòî-

òèêè (2) è óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (3) ïðèíèìàåò âèä

∫
d
τj
j

A∗(θ,P)
e−i
√
ER

√
R

ipje
iRpj cos(θ−θ

τj
j )ϕ

τj
j (R sin(θ − θτjj ))Rdθ+

+

∫
d
τj
j

A∗(θ,P)
e−i
√
ER

√
R

i
√
EeiRpj cos(θ−θ

τj
j )ϕ

τj
j (R sin(θ − θτjj ))Rdθ + 2ipja

τj
j
∗ =

=

∫
BR

Q
τj
j (X)

(
a
τj
j
∗e−ipjyjϕ

τj
j (xj) +A∗(X̂,P)

e−i
√
EX

√
X

)
dX. (7)
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Îáîçíà÷åíèå dτjj ââåäåíî äëÿ óçêîé äóãè îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà R â îêðåñòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæ-
íîñòè è ïîëóýêðàíà lτjj . Íà êðàÿõ äóãè d

τj
j ôóíêöèÿ

ϕ
τj
j îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Îòìåòèì, ÷òî íåâÿçêà Q

τj
j îòëè÷íà îò íóëÿ â

îêðåñòíîñòè ïîëóýêðàíà l
τj
j , â êîòîðîé ñðåçàþùàÿ

ôóíêöèÿ ζ(X) ìåíÿåòñÿ îò ζ = 0 äî ζ = 1, à èìåííî,
R1 < X < R2. Øèðèíà ýòîé îêðåñòíîñòè îïðåäåëÿ-
åòñÿ øèðèíîé íîñèòåëÿ ïàðíîãî ïîòåíöèàëà vj . Òà-

êèì îáðàçîì Q
τj
j ∼ O

(
1

R2−R1

)
, à ïëîùàäü îáëàñòè

èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (7) òàêæå èìååò ïîðÿäîê R2 − R1. Çíà÷åíèå
èíòåãðàëîâ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû.

Îêîí÷àòåëüíî,

i

√
2π

|pj |
A∗(θ

τj
j ,P)(pj +

√
E)eiR(pj−

√
E)ϕ

τj
j (0)+

+ 2ipja
τj
j
∗ = a

τj
j
∗
∫
BR

Q
τj
j (X)e−ipjyjϕ

τj
j (xj)dX. (8)

Óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ θ, îïðåäåëÿþùàÿ òî÷êó íà ãðà-
íèöå êðóãà BR, ìåíÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå [0, 2π).
Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè θτjj , äàþùèå îñíîâíîé âêëàä â
èíòåãðàëû ïî ãðàíèöå êðóãà BR, ñîâïàäàþò ñ øå-
ñòüþ çíà÷åíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè ïåðåñå÷åíèÿ ïî-
ëóýêðàíîâ lτjj ñ îêðóæíîñòüþ ∂BR. Ìû ó÷ëè òàêæå,
÷òî, â ñâåòå ñêàçàííîãî âûøå, âòîðîå ñëàãàåìîå ïîä
èíòåãðàëîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7) èìååò ñëå-
äóþùèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëàâíûì
âêëàäîì.

Ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè aτjj ïðîöåññîâ ðàññåÿ-

íèÿ 2→ 2 è àìïëèòóäîé A(X̂,P) ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ
2→ 3 ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (8) ïðèíèìàåò âèä

a
τj
j
∗ = A∗(θ

τj
j ,P)

i
√

2π
|pj | (pj +

√
E)eiR(pj−

√
E)ϕ

τj
j (0)∫

BR

Q
τj
j (X)e−ipjyjϕ

τj
j (xj)dX− 2ipj

.

(9)
Ñëó÷àé {j, τj} = {1,−}.

Ïîâòîðÿÿ îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå âû-
êëàäêè, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå ñâÿçè (9)
áóäåò ìîäèôèöèðîâàíî. À èìåííî, ñîîòíîøåíèå (6) ñ
ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà àñèìïòîòèêè (2) è óñëîâèÿ íîð-
ìèðîâêè (3) ïðèâîäèò â ýòîì ñëó÷àå ê ñëåäóþùåìó
óðàâíåíèþ∫

d−1

A∗(θ,P)
e−i
√
ER

√
R

ip1e
iRp1 cos(θ−θ−1 )× (10)

×ϕ−1 (R sin(θ − θ−1 ))Rdθ+

+

∫
d−1

A∗(θ,P)
e−i
√
ER

√
R

i
√
EeiRp1 cos(θ−θ−1 )×

×ϕ−1 (R sin(θ − θ−1 ))Rdθ + 2ip1a
−
1
∗ =

=

∫
BR

Q−1 (X)
(
a−1
∗e−ip1y1ϕ−1 (x1) + eip1y1ϕ−1 (x1)+

+A∗(X̂,P)
e−i
√
EX

√
X

)
dX.

Òåïåðü â èíòåãðàëüíîì ÷ëåíå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ âîçíèêëî äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, îòâå÷à-
þùåå ïàäàþùåé âîëíå. Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ, ïðî-
âåäåííûå â ñëó÷àå {j, τj} 6= {1,−} è ó÷èòûâàÿ ýòîò
äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âû-
ðàæåíèå

a−1
∗ = A∗(θ−1 ,P)

i
√

2π
|p1| (p1 +

√
E)eiR(p1−

√
E)ϕ−1 (0)∫

BR

Q−1 (X)e−ip1y1ϕ−1 (x1)dX− 2ip1

−

(11)

−

∫
BR

Q−1 (X)eip1y1ϕ−1 (x1)dX∫
BR

Q−1 (X)e−ip1y1ϕ−1 (x1)dX− 2ip1

Îòìåòèì, ÷òî âêëàä âòîðîãî ñëàãàåìîãî îêàçûâàåò-
ñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì âñëåäñòâèå îöåíêè∣∣∣∣∣∣

∫
BR

Q−1 (X)eip1y1ϕ−1 (x1)dX

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C

R2 −R1

∣∣∣∣∣
∫ R2

R1

e2ip1ydy

∣∣∣∣∣ = O

(
1

R2 −R1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí ñëåäóþùåãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå ñâÿçè

a−1
∗ = A∗(θ−1 ,P)

i
√

2π
|p1| (p1 +

√
E)eiR(p1−

√
E)ϕ−1 (0)∫

BR

Q−1 (X)e−ip1y1ϕ−1 (x1)dX− 2ip1

.

(12)
Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñâÿçè (9) è (12) îêàçûâà-

þòñÿ äîñòàòî÷íûìè ïðè ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íîé çà-
äà÷è äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

4. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÎÏÈÑÀÍÈß ÏÎËÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Ïîñòðîèì òåïåðü ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëíîãî
ðåøåíèÿ Ψ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 2→ 2(3), îïèðàÿñü íà
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ïîëó÷åííóþ âûøå ñèñòåìó ñâÿçåé (9) ìåæäó àìïëè-
òóäàìè ðàññåÿíèÿ aτjj ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ 2 → 2 è

àìïëèòóäîé A(X̂,P) ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ 2→ 3.
Çàïèøåì ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ Ψ â

ñëåäóþùåì âèäå

Ψ(X,P) = χ(X,P) + Φ(X,P), (13)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (13) ñîäåðæèò ïà-
äàþùóþ âîëíó è íàáîð ðàññåÿííûõ âîëí, îòâå÷àþ-
ùèõ ïðîöåññàì ðàññåÿíèÿ 2→ 2, ñðåçàííûå ôóíêöè-
åé ζ(X) (4) íà âíåøíîñòü êðóãà áîëüøîãî ðàäèóñà ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

χ(X,P) ≡
[
e−ip1y1ϕ−1 (x1) + .

+

3∑
j=1

∑
τj∈{+,−}

a
τj
j e

ipjyjϕ
τj
j (xj)

]
ζ(X).

Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ Φ(X,P) äîïîëíÿåò ïåðâîå
ñëàãàåìîå χ(X,P) äî ïîëíîãî ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷-
íûé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â ðàáî-
òå ( [5]). Ìû áóäåì ñëåäîâàòü àíàëîãè÷íûì èäå-
ÿì. Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2) àñèìïòîòèêà ôóíêöèè
Φ(X,P) ïðè X →∞ èìååò âèä

Φ(X,P) ∼ A(X̂,P)
ei
√
EX

√
X

, (14)

ãäå A(X̂,P) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà îêðóæíîñòè.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, äëÿ ôóíêöèè Φ(X,P)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(H − E)Φ(X,P) = −S(X,P), (15)

S(X,P) = (H − E)χ(X,P).

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15) S(X,P)

îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî øåñòè êîýôôèöèåíòîâ
a
τj
j . Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè êîýôôèöèåíòû îïðåäåëå-
íû ñîãëàñíî (9) è (14) ÷åðåç îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè Φ(X,P) íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R. Îòìå-
òèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèå (15) íà ôóíêöèþ Φ ÿâëÿ-
åòñÿ íåîäíîðîäíûì, ïîñêîëüêó ïàäàþùàÿ âîëíà íå
çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ aτjj è, òàêèì îáðàçîì, íå
çàâèñèò îò Φ.

Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü íåîäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå (15) â êðóãå áîëüøîãî ðàäèóñà R íà ïëîñêîñòè
Γ ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì âèäà(

∂Φ

∂n
− i
√
EΦ

)
|X=R = O(R−3/2). (16)

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è â ñóììå ñ
ôóíêöèåé χ äàåò, ñîãëàñíî (13), ïîëíîå ðåøåíèå èñ-
õîäíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.

5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [8] äëÿ
îïèñàíèÿ ìåõàíèçìà íàêîïëåíèÿ àíòèïðîòîíîâ [13,
14] â áîëåå ïðîñòîé ñèòóàöèè îäíîìåðíûõ ÷àñòèö è
êîðîòêîäåéñòâóþùèõ ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ. ßâëÿÿñü
íåîáõîäèìûì øàãîì äëÿ ðåàëèçàöèè ïîëíîé ñèòóà-
öèè, îïèñàííîé â [8], ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü èìååò è
ñîáñòâåííóþ öåííîñòü. Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìî-
äåëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, çàäà÷ó ðàñ-
ñåÿíèÿ â ïàðàëëåëüíûõ ïó÷êàõ [15�17]. Â ñèòóàöèè,
êîãäà óãîë ðàññåÿíèÿ ïðîäóêòîâ ðàñïàäà îêàçûâà-
åòñÿ ìàëûì, ðàññåÿíèå äâóõ÷àñòè÷íîãî êëàñòåðà íà
òðåòüåé ÷àñòèöå â ñòàðøåì ïîðÿäêå îïðåäåëÿåòñÿ
èìåííî èçëîæåííîé âûøå ñõåìîé.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ òðåõ ÷àñòèö íà îñè îòêðûâàåò
âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî (è ÷èñëåííîãî) èçó÷å-
íèÿ çàäà÷è îäíîìåðíîãî ðàññåÿíèÿ 3 → 2(3) ñ ïàð-
íûìè ïîòåíöèàëàìè ïðèòÿæåíèÿ, ðàçâèâàÿ ðåçóëü-
òàòû ðàáîòû [6].

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàð-
íîñòü Ã.Â.Ðîçåíáëþìó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôè-
íàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà
(ãðàíòà ÐÍÔ 22-11-00046).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Â. Ñ . Áóñëàåâ, Ñ. Ï. Ìåðêóðüåâ, Ñ. Ï. Ñàëèêîâ,

â ñá. Ïðîáëåìû ìàòåì. ôèçèêè, ò.9, èçä-âî ËÃÓ,

Ëåíèíãðàä, (1979), ñ. 14.

2. Â .Ñ .Áóñëàåâ, Ñ. Ï. Ìåðêóðüåâ, Ñ. Ï. Ñàëèêîâ,

Çàï. Íàó÷í. Ñåì. ËÎÌÈ 84, 16 (1979).

3. M. Gaudin and B .Derrida, J. de Phys. 36, 1183
(1975).

4. V. S .Buslaev and S. B. Levin, in: Selected Topics in

Mathematical Physics, Amer.Math.Soc.Transl. 225,
55 (2008).

5. V. S. Buslaev, S. B. Levin, P. Neittaannm�aki, and T.
Ojala, J.Phys.A: Math.Theor. 43, 285205 (2010).

6. Â. Ñ. Áóñëàåâ, ß. Þ. Êîïòåëîâ, Ñ. Á. Ëåâèí, Ä. À.

Ñòðûãèíà, ßÔ 76, 23 (2013).

4 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11)
661



À. Ì. Áóäûëèí, Ñ. Á. Ëåâèí ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022

7. Ñ. Á. Ëåâèí, Çàï. íàó÷. ñåì. ÏÎÌÈ 451, 79 (2016).

8. À. Ì. Áóäûëèí, ß. Þ. Êîïòåëîâ, Ñ. Á. Ëåâèí,

ÆÝÒÔ 160, 3722 (2021).

9. W. A. Bertsche, E. Butler, M. Charlton, and N.

Madsen, J. Phys. B, 48, 232001 (2015).

10. M. Ahmadi, B. X. R. Alves, C. J. Baker, W. Bertsche,

E. Butler, A. Capra, C. Carruth, C. L. Cesar, M.

Charlton, S. Cohen et al., Nat. Commun. 8, 681
(2017).

11. N. Kuroda, S. Ulmer, D. J. Murtagh, S. Van Gorp,

Y. Nagata, M. Diermaier, S. Federmann, M. Leali,

C. Malbrunot, V. Mascagna et al., Nat. Commun. 5,
3089 (2014).

12. F. Calogero, Comm. Math. Phys. 1, 80 (1965).

13. D. Krasnicky, G. Testera, and N. Zurlo, J. Phys. B

52, 115202 (2019)

14. D. Krasnicky, R. Caravita, C. Canali, and G. Testera,
Phys. Rev. A 94, 022714 (2016).

15. Ã. È. Áóäêåð, ÓÔÍ 89, 533 (1966).

16. Á. ß. Çåëüäîâè÷, Â. Â. Øêóíîâ, ÊÝ 9, 393 (1982).

17. N. Cohen and L. Sch�achter, Phys. Rev. Accelerators

and Beams, 23, 111303 (2020).

662


