
ÆÝÒÔ, 2022, òîì 162, âûï. 5 (11), ñòð. 646�656 © 2022

ÎÏÒÈ×ÅÑÊÀß ÁÈÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÜ È ÍÀÐÓØÅÍÈÅ
ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ ÏÐÈ ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÎÌ ÐÀÑÑÅßÍÈÈ ÑÂÅÒÀ ÍÀ
ÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÔÎÒÎÍÍÎÌ ÊÐÈÑÒÀËËÅ Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ

ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÎÉ ÏÎËÎÑÒÜÞ

Ã. Â. Øàäðèíà a,b*, Å. Í. Áóëãàêîâ b

aÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÔÈÖ ÊÍÖ Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

660036, Êðàñíîÿðñê, Ðîññèÿ

bÈíñòèòóò ôèçèêè èì. Ë. Â. Êèðåíñêîãî, ÔÈÖ ÊÍÖ Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

660036, Êðàñíîÿðñê, Ðîññèÿ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30 ìàÿ 2022 ã.,
ïîñëå ïåðåðàáîòêè 10 èþíÿ 2022 ã.

Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 13 èþíÿ 2022 ã.

Èññëåäîâàëàñü îïòè÷åñêàÿ áèñòàáèëüíîñòü è ÿâëåíèå íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè â ñèñòåìå ñâÿçàííûõ

ôîòîííî-êðèñòàëëè÷åñêèõ ìèêðîðåçîíàòîðîâ ñ âêëþ÷åíèåì èç ìàòåðèàëà ñ êåððîâñêîé âîñïðèèì÷èâî-

ñòüþ ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû. Äëÿ ýòîé öåëè ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ìîäàëüíîãî ìåòîäà Ò-ìàòðèöû

íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ ìèêðîðåçîíàòîðîâ, ïîääåðæèâàþùèõ îäíó ìîíîïîëüíóþ ìîäó. Ïîêàçàíî, ÷òî îáà

ÿâëåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò íå òîëüêî îò èíòåíñèâíîñòè âíåøíåãî ïîëÿ, íî è îò óãëà ïàäåíèÿ è ðàçìåðà

ôîòîííîãî êðèñòàëëà. Îáíàðóæåíû è èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ðåæèìû âîçáóæäåíèÿ.

DOI: 10.31857/S0044451022110049
EDN: KYGQJZ

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íåëèíåéíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóðàõ ÿâëÿåòñÿ ïðèâëåêàòåëüíîé îáëà-
ñòüþ èññëåäîâàíèé è ïðèëîæåíèé. Äëÿ ìíîãèõ âàæ-
íûõ ïðèëîæåíèé æåëàòåëüíî èìåòü ñèëüíîå è ïî-
÷òè ìãíîâåííîå âçàèìîäåéñòâèå ñâåòà ñî ñâåòîì â
ìèíèìàëüíîì îáúåìå. Ýòî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ñ
èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíûõ ìàòåðèàëîâ â ôîòîííî-
êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ. Ôîòîííûå êðèñòàëëû
(ÔÊ) îáëàäàþò òàê íàçûâàåìîé ïîëíîé çàïðåùåí-
íîé ùåëüþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü íà èõ îñíî-
âå ïðîñòûå è ðàçâåòâëåííûå âîëíîâîäíûå ñòðóêòó-
ðû, ðåçîíàíñíûå ìèêðîïîëîñòè, çà ñ÷åò ÷åãî óäà-
åòñÿ ýôôåêòèâíî óïðàâëÿòü ëèíåéíûì è íåëèíåé-
íûì ðàñïðîñòðàíåíèåì ñâåòà [1�6]. Íàèáîëåå ÿðêè-
ìè ïðèìåðàìè ïðèëîæåíèé íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ â
ÔÊ-ñòðóêòóðàõ ÿâëÿþòñÿ îïòè÷åñêèå ïåðåêëþ÷àòå-
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ëè [7�13], äèîäû è òðàíçèñòîðû, ãåíåðàöèÿ ãàðìîíèê
[14�17].

Îïòè÷åñêàÿ áèñòàáèëüíîñòü (ÎÁ) � êëàññè÷å-
ñêîå íåëèíåéíîå îïòè÷åñêîå ÿâëåíèå [18], êîòîðîå
èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ïðî-
ñòåéøàÿ íåëèíåéíàÿ ñðåäà � ýòî êåððîâñêàÿ ñðåäà,
êîãäà íåëèíåéíûå ýôôåêòû ìîäåëèðóþòñÿ äîáàâëå-
íèåì ÷ëåíà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî êâàäðàòó ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ, ê ëèíåéíîé äèýëåêòðè÷åñêîé êîíñòàí-
òå. ÎÁ â ìèêðîñòðóêòóðàõ [19�23] ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé
äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé, ïîçâîëÿþùèõ óïðàâ-
ëÿòü ñâåòîì ñ ïîìîùüþ ñâåòà, òàêèõ êàê îïòè÷å-
ñêèå ïåðåêëþ÷àòåëè, îïòè÷åñêèå äèîäû è òðàíçèñòî-
ðû, îïòè÷åñêàÿ ïàìÿòü [24]. ÎÁ íà íàíîìàñøòàáàõ
åñòü êëþ÷åâàÿ êîìïîíåíòà èíòåãðèðîâàííûõ íàíî-
ôîòîííûõ óñòðîéñòâ. Îäíàêî íåëèíåéíûé êîýôôè-
öèåíò ÷ðåçâû÷àéíî ìàë, è äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõî-
äèìîãî ðåçóëüòàòà íóæíà ëèáî áîëüøàÿ âåëè÷èíà
ïàäàþùåãî ïîëÿ, ëèáî áîëüøèå ðàçìåðû óñòðîéñòâà
äëÿ íàêîïëåíèÿ ýôôåêòà. ßñíî, ÷òî òàêèå óñòðîé-
ñòâà íåïðèåìëåìû äëÿ íàíîôîòîíèêè. Îäèí èç ïó-
òåé ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû � ýòî óñè-
ëåíèå íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ çà ñ÷åò çíà÷èòåëüíîãî
óñèëåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàäàþ-
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ùèì. Äëÿ ýòîé öåëè îáû÷íî èñïîëüçóþò ôîòîííî-
êðèñòàëè÷åñêèå ìèêðîðåçîíàòîðû ñ âûñîêîé äîá-
ðîòíîñòüþ. Ëîêàëüíîå ïîëå óñèëèâàåòñÿ â

√
Q ðàç.

Ñòðîãèé àíàëèç [25] ïîêàçûâàåò, ÷òî â îöåíêó ïîðî-
ãà áèñòàáèëüíîñòè âõîäèò òàêæå ìîäàëüíûé îáúåì
(îáúåì ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìûé ðåçîíàíñíîé ìî-
äîé V ) P ∼ V/(n2Q

2). Â ïðèíöèïå, ïîäõîäÿò ëþáûå
ìîäû ñ áîëüøèì Q, íî íàèáîëåå æåëàòåëüíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ìîäû, ó êîòîðûõ Q→∞, à ÷àñòîòà îñòàåòñÿ
ôèêñèðîâàííîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðîñòåéøèå ðåçî-
íàòîðû â âèäå äèýëåêòðè÷åñêîé ñôåðû íå î÷åíü ïîä-
õîäÿò äëÿ íàáëþäåíèÿ ÎÁ [22], òàê êàê ïðè Q→∞
÷àñòîòà ìîäû òàêæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Èíòåðåñíûì àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì, îòêðû-
òûì ñîâñåì íåäàâíî, äëÿ óâåëè÷åíèÿ äîáðîòíîñòè â
äèýëåêòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â êîíòèíóóìå (ÑÑÊ), à èìåííî
íåèçëó÷àþùèõ ñîñòîÿíèé, ïîãðóæåííûõ â êîíòèíó-
óì ñîñòîÿíèé ðàññåÿíèÿ [26]. Ñóùåñòâåííûì ìîìåí-
òîì â èñïîëüçîâàíèè ÑÑÊ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
èñòèííûå ÑÑÊ ïîääåðæèâàþòñÿ ëèøü ïåðèîäè÷å-
ñêèìè íàíîñòðóêòóðàìè, ïðîòÿæåííûìè êàê ìèíè-
ìóì â îäíîì ïðîñòðàíñòâåííîì èçìåðåíèè. Ñàìè ïî
ñåáå ÑÑÊ íå âçàèìîäåéñòâóþò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì
èçëó÷åíèåì, ïàäàþùèì íà ñèñòåìó, îäíàêî áëèæàé-
øèå â ñïåêòðå ìîäû îáëàäàþò ñêîëü óãîäíî âûñîêîé
äîáðîòíîñòüþ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü íàáëþäàòü â
ïðèñóòñòâèè íåëèíåéíîñòè ôàêòè÷åñêè áåñïîðîãî-
âûå ìóëüòèñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ è ñîñòîÿíèÿ ñ íà-
ðóøåííîé ñèììåòðèåé, à òàêæå ýôôåêòèâíî èñïîëü-
çîâàòü òàêèå ìèêðîñòðóêòóðû äëÿ ãåíåðàöèè ãàðìî-
íèê [27�35].

Â öåëîì ýòî ìíîãîîáåùàþùåå íàïðàâëåíèå �
íåëèíåéíîå ðàññåÿíèå ñâåòà çà ñ÷åò ÑÑÊ � íàõî-
äèòñÿ ïîêà íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ. Ïðè âñåé
ïðèâëåêàòåëüíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÑÑÊ-ñòðóêòóð
îíè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûìè. Â ðåàëü-
íîñòè, åñëè ñòðóêòóðà èìååò N ïåðèîäîâ, Q-ôàêòîð
ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íûì è âåäåò ñåáÿ ïî çàêîíó Nα

(êàê ïðàâèëî α ∼ 2÷ 3), è îáû÷íî äëÿ äîñòèæåíèÿ
Q ∼ 106 òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà 100 ïåðèîäîâ [36].

Äðóãèì èíòåðåñíûì ôóíäàìåíòàëüíûì àñïåê-
òîì ôèçèêè íåëèíåéíûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿ-
åòñÿ ÿâëåíèå íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè (ßÍÑ). ßÍÑ
âîçíèêàåò â ñèììåòðè÷íûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ.
Îáû÷íî íåñèììåòðè÷íàÿ ìîäà âîçíèêàåò ïðè íåëè-
íåéíîì âçàèìîäåéñòâèè áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ïî
÷àñòîòå ìîä ðàçíîé ñèììåòðèè. ßÍÑ, íàïðèìåð, íà-
áëþäàëîñü ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ,
ïàäàþùèõ íà íåëèíåéíóþ êåððîâñêóþ ñðåäó [37].

Â íàíîôîòîíèêå ýòî ÿâëåíèå òàêæå íàáëþäàëîñü â
ÔÊ-âîëíîâîäíûõ ñòðóêòóðàõ, ïðè âçàèìîäåéñòâèè
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíîâîäíîé ìîäû ñ íåëèíåé-
íûìè ðåçîíàíñíûìè äåôåêòíûìè ìîäàìè [38�44], è
â äèôðàêöèîííûõ ðåøåòêàõ [28, 29]. Îáû÷íî ÎÁ è
ßÍÑ ñîñóùåñòâóþò â îäíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, íî
ïîðîã âîçíèêíîâåíèÿ ÎÁ ìåíüøå. Â êà÷åñòâå ïðè-
ëîæåíèÿ ßÍÑ ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü äëÿ ðå-
çîíàíñíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ñâåòîâîãî ïîòîêà ìåæäó
ÔÊ-âîëíîâîäàìè [40].

Ðèñ. 1. ÔÊ-ñòðóêòóðà, âèä ñáîêó. à) Ñòðóêòóðà ñ îä-

íîé ìèêðîïîëîñòüþ. á) Ñòðóêòóðà ñ äâóìÿ ìèêðîïîëîñòÿ-

ìè, çäåñü äåôåêòíûå öèëèíäðû ðàçäåëåíû òðåìÿ ñëîÿìè

îáû÷íûõ

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì ïðîñòîé äè-
çàéí îïòè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðû, îòëè÷íûé îò ðà-
íåå èññëåäîâàííîãî â ëèòåðàòóðå [7�13], äëÿ êîòîðî-
ãî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, âîçáóæäàþùåå íåëèíåé-
íûé ìèêðîðåçîíàòîð, ïîäàåòñÿ è ðàññåèâàåòñÿ â ïðè-
ñîåäèíåííûå ÔÊ-âîëíîâîäû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îïðàâ-
äàííûì, åñëè ñàìà ìèêðîñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòîì, èíòåãðèðîâàííûì ñ äðóãèìè ìèêðîóñòðîé-
ñòâàìè ïî îáðàáîòêå ñèãíàëîâ. Îäíàêî äëÿ íàáëþäå-
íèÿ ÎÁ âîëíîâîäíûå êàíàëû îêàçûâàþòñÿ èçëèøíè-
ìè. Â íàøåì ñëó÷àå ìèêðîñòðóêòóðà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ôîòîííûé êðèñòàëë êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, âíóò-
ðè êîòîðîãî çàêëþ÷åíà îäíà èëè íåñêîëüêî âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ðåçîíàíñíûõ ìèêðîïîëîñòåé, â öåí-
òðå êàæäîé ïîìåùåí äèýëåêòðè÷åñêèé öèëèíäð èç
êåððîâñêîãî ìàòåðèàëà (íåëèíåéíûé ìèêðîðåçîíà-
òîð), êàê ýòî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Íà ìèêðî-
ñòðóêòóðó ïàäàåò ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà,
êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî, áëàãîäàðÿ êîíå÷íîé òîë-
ùèíå îêðóæàþùèõ ñòåíîê èç öèëèíäðîâ, âçàèìîäåé-
ñòâóåò ñ ìîíîïîëüíîé ìîäîé ìèêðîðåçîíàòîðà. Ðàñ-
÷åò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ðàññåÿíèè ñâåòà íà
íåëèíåéíîé ñðåäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ ïðî-
áëåìó, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå
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ïîäõîäû [6,21,22,38,45�47]. Êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷è-
âàþòñÿ äâóìåðíûìè ìîäåëÿìè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå
ÔÊ-ïëàñòèíû (ìåìáðàíû), ñîñòîÿùåé èç ïåðèîäè-
÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ öèëèíäðîâ
êîíå÷íîé âûñîòû, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èìååò âñå
íåíóëåâûå êîìïîíåíòû. Ñîáñòâåííûå ìîäû êëàññè-
ôèöèðóþòñÿ êàê ÒÅ-ïîäîáíûå è ÒÌ-ïîäîáíûå [25],
êîòîðûå ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ïëàñòèíû (âû-
ñîòû öèëèíäðîâ) ïåðåõîäÿò â îáû÷íûå äâóìåðíûå
ÒÅ- è ÒÌ-ìîäû. Èñïîëüçîâàíèå äâóìåðíîé ìîäå-
ëè äëÿ ðàñ÷åòà ÔÊ-ìåìáðàíû ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàí-
íûì ïðèáëèæåíèåì, åñëè òîëùèíà äîñòàòî÷íî âåëè-
êà, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðåâûøàåò ïåðèîä â íåñêîëü-
êî ðàç. Ñèòóàöèÿ åùå áîëåå óñëîæíÿåòñÿ, åñëè ñà-
ìà ìåìáðàíà èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû â ïëîñêîñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âîç-
ìîæåí òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ, íàïðèìåð, ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,
ëèáî î÷åíü èçîùðåííûõ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ïîäõî-
äîâ [48]. Ñèòóàöèÿ, êîãäà â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò
íåëèíåéíîñòü, äåëàåò ïðîáëåìó ïðàêòè÷åñêè íåðàç-
ðåøèìîé. Ïîýòîìó ðàçóìíûå óïðîùåíèÿ íåîáõîäè-
ìû. Â äàííîé ðàáîòå ìû ñ÷èòàåì öèëèíäðû äîñòà-
òî÷íî ïðîòÿæåííûìè, ÷òîáû ñ÷èòàòü ïðîáëåìó äâó-
ìåðíîé, êðîìå òîãî, òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äèýëåê-
òðèêàìè ÿâëÿþòñÿ èìåííî öèëèíäðû, äàåò âîçìîæ-
íîñòü èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà ìîùíûé ìåòîä Ò-
ìàòðèöû [49, 50]. Íàì óäàëîñü ïðåîäîëåòü î÷åâèä-
íóþ òðóäíîñòü âêëþ÷åíèÿ íåëèíåéíîñòè â ìåòîä Ò-
ìàòðèöû õîòÿ áû äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîïîëüíîé ðåçîíàíñ-
íîé ìîäû ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì Q-ôàêòîðîì. Áëà-
ãîäàðÿ ýòîìó ïîäõîäó, îïèñàííîìó â Ïðèëîæåíèè,
íàì óäàëîñü ñâåñòè çàäà÷ó ê ðåøåíèþ ñèñòåìû íåëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ÷òî ñóùåñòâåí-
íî îáëåã÷èëî ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû. Íàìè èññëåäîâà-
ëèñü ÿâëåíèÿ îïòè÷åñêîé áèñòàáèëüíîñòè è íàðóøå-
íèÿ ñèììåòðèè ïðè ðàññåÿíèè ïëîñêîé âîëíû ïðè
ðàçëè÷íûõ óãëàõ ïàäåíèÿ. Îáà ÿâëåíèÿ íàáëþäàþò-
ñÿ ïðè íèçêîé ìîùíîñòè ïàäàþùåé âîëíû è ñèëüíî
çàâèñÿò îò óãëà ïàäåíèÿ.

2. ÔÎÒÎÍÍÛÉ ÊÐÈÑÒÀËË Ñ
ÊÅÐÐÎÂÑÊÈÌ ÄÅÔÅÊÒÎÌ

Ôîòîííûé êðèñòàëë, êîòîðûé ìû èññëåäóåì,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 2d-ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó,
ñîñòîÿùóþ èç áåñêîíå÷íûõ âäîëü îñè z äèýëåêòðè÷å-
ñêèõ öèëèíäðîâ (ðèñ. 1), öåíòðû êîòîðûõ îáðàçóþò
êâàäðàòíóþ ðåøåòêó. Õîðîøî èçâåñòíî [25] (ðèñ. 2),
÷òî äàííàÿ ñòðóêòóðà îáëàäàåò ïîëíîé çàïðåùåííîé
ùåëüþ â ñïåêòðå â ñëó÷àå ÒÌ-ïîëÿðèçîâàííîãî èç-

ëó÷åíèÿ. Áëàãîäàðÿ ùåëè ìîæíî ñîçäàâàòü ëîêàëè-
çîâàííûå ðåçîíàñíûå ïîëîñòè, êîòîðûå ïîääåðæèâà-
þò ëîêàëèçîâàííûå ìîäû ðàçíîé ñèììåòðèè � ìî-
íîïîëüíûå, äèïîëüíûå è ò.ä.

Ðèñ. 2. Çîííàÿ ñòðóêòóðà äëÿ ÒÌ-ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó-

÷åíèÿ (ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè ñòåðæ-

íåé) äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè öèëèíäðè÷åñêèõ äèýëåêòðè-

÷åñêèõ ñòåðæíåé (ðàäèóñ ñòðåæíÿ r/a = 0.18 è ε = 11.56,

ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè a) â âîçäóõå

Ðèñ. 3. Ìîíîïîëüíàÿ ìîäà ÷àñòîòû k0a = 0.3588, ëîêàëè-

çîâàííàÿ íà öåíòðàëüíîì äåôåêòíîì öèëèíäðå ñ äèýëåê-

òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε0=3, äëÿ îñòàëüíûõ öèëèí-

äðîâ ÔÊ ε=11.56

Ðåçîíàíñíàÿ ïîëîñòü � ìèêðîðåçîíàòîð � ïîÿâ-
ëÿåòñÿ, åñëè îäèí èç öèëèíäðîâ çàìåíèòü íà äåôåêò-
íûé öèëèíäð, ó êîòîðîãî ëèáî äðóãîé ðàäèóñ, ëèáî
äðóãàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü. Ïðèìåð ëî-
êàëèçîâàííîé ìîäû â ìèêðîðåçîíàòîðå ïîêàçàí íà
ðèñ. 3. Â íàøåì ñëó÷àå ìû áóäåì èçìåíÿòü òîëü-
êî äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü äåôåêòíîãî öè-
ëèíäðà, îñòàâëÿÿ ðàäèóñ ïîñòîÿííûì. Â ýòîì ñëó÷àå
âîçìîæíà òîëüêî ìîíîïîëüíàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ ìî-
äà, ÷àñòîòà êîòîðîé çàâèñèò îò ε0 (ðèñ. 4) è êîòîðàÿ
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Ðèñ. 4. ×àñòîòà ëîêàëèçîâàííîé ìîäû â çàâèñèìîñòè

îò äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ε0 (ðàäèóñ ñòåðæíåé

r/a = 0.18 è ε = 11.56)

ðàñïîëîæåíà ñòðîãî â çàïðåùåííîé ùåëè. Â ñëó÷àå
áåñêîíå÷íîãî ÔÊ äàííàÿ ìîäà ÿâëÿåòñÿ íåçàòóõàþ-
ùåé è îáëàäàåò áåñêîíå÷íîé äîáðîòíîñòüþ. Îäíàêî
åñëè ÔÊ èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû (íåñêîëüêî ñëîåâ
âäîëü íàïðàâëåíèé x è y), äîáðîòíîñòü ðåçîíàíñíîé
ìîäû ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé áëàãîäàðÿ óòå÷êå ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ðàäèàöèîííûé êîíòè-
íóóì îêðóæàþùåãî ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîáðîò-
íîñòü ðåçîíàíñíîé ìîäû òåì âûøå, ÷åì áîëüøå êî-
ëè÷åñòâî ñëîåâ, îòäåëÿþùèõ ðåçîíàíñíóþ ïîëîñòü
îò îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 5). Êàê ïîêàçû-
âàåò ðèñóíîê, äîáðîòíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî
âîçðàñòàåò è ïðè ðàçìåðå ÔÊ 7 × 7 öèëèíäðîâ äî-
ñòèãàåò Q ∼ 106.

Åñëè äåôåêòíûé öèëèíäð èçãîòîâëåí èç ìàòåðè-
àëà, ó êîòîðîãî ïðîíèöàåìîñòü ε0 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàí-
òîé (ò.å. íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû ïîëÿ), òî ïðè ðàñ-
ñåÿíèè âíåøíåé ïëîñêîé âîëíû ìîæíî íàáëþäàòü
ðåçîíàíñíîå ðàññåÿíèå ñâåòà ïðè ÷àñòîòå, áëèçêîé
ê ÷àñòîòå ëîêàëèçîâàííîé ìîäû. Ïðè ñòðîãîì ðå-
çîíàíñå àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëîñòè
ðåçêî ïîâûøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî

√
Q. Ðåçîíàíñ-

íîå óñèëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, êàê èçâåñòíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèåì óñèëåíèÿ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ è
íàáëþäåíèÿ ÎÁ. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî äåôåêòíûé öèëèíäð èçãîòîâëåí èç ìàòåðèàëà
ñ êåððîâñêîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ, òîãäà ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ

n = n0 + n2I, I =
c

8π
|E|2.

Óðàâíåíèå äëÿ Ez-êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
â ñëó÷àå ÒÌ-ìîäû èìååò âèä

∇2Ez(x, y) + εk2
0Ez(x, y) = 0. (1)

Ðèñ. 5. Äîáðîòíîñòü ðåçîíàíñíîé ìîäû â ìèêðîðåçîíàòî-

ðå êàê ôóíêöèÿ ðàçìåðà ÔÊ. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàå-

ìîñòü öèëèíäðîâ òàêàÿ æå, êàê íà ðèñ. 3

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïåðåïèøåì
óðàâíåíèå (1) êàê

∇2ψ(x, y) + k2
0(ε0 + λ|ψ(x, y)|2)ψ(x, y) = 0, (2)

k0 =
ω

c
a, r⇒ r

a
,

λ =
2n0n2c

8π
|E0|2, ψ =

Ez
|E0|

,
(3)

ãäå E0 � íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ âíåøíåé ïëîñêîé âîë-
íû E = E0e

ik·r, ïàäàþùåé íà ÔÊ-ñòðóêòóðó, à a

� ïåðèîä ðåøåòêè ÔÊ. Ïîñòîÿííóþ Êåððà n2 â
íàøèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ âûáèðàåì ðàâíîé
n2 = 2 · 10−12 ñì2/Âò, à ε0 = 3.

Óðàâíåíèå (2) ðåøàëîñü ÷èñëåííî, ñ èñïîëüçîâà-
íèåì Ò-ìîäàëüíîãî ìåòîäà, îïèñàííîãî â Ïðèëîæå-
íèè.

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÐÀÑ×ÅÒÎÂ

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííî-
ãî ðàñ÷åòà âîçáóæäåíèÿ îäíîé ðåçîíàíñíîé ïîëîñòè
(ðèñ. 3) â ñëó÷àå ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû ïîä óã-
ëîì ϕ = 0 â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ
k0 = ω/c è íåëèíåéíîé êîíñòàíòû λ. Àìïëèòóäà ψ �
ýòî àìïëèòóäà âîçáóæäåíèÿ íà íåëèíåéíîì äåôåêò-
íîì öèëèíäðå. Êðèâûå äåìîíñòðèðóþò ïåðåõîä â áè-
ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå ïðè èçìåíåíèè λ. Êàê è îæè-
äàëîñü, ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ðàíüøå äëÿ ðåçîíàíñíîé
ïîëîñòè ñ áîëüøèì Q-ôàêòîðîì. Íà ðèñ. 7 ïîêàçà-
íû çàâèñèìîñòè |ψ| ïðè ðåçîíàíñíîì âîçáóæäåíèè
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Ðèñ. 6. Ðåçîíàíñíîå âîçáóæäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ íà äåôåêòíîì öèëèíäðå |ψ| äëÿ ÔÊ ðàçíûõ ðàçìåðîâ

â çàâèñèìîñòè îò êîíñòàíòû íåëèíåéíîñòè λ. à) Äëÿ ÔÊ

3× 3 öèëèíäðà ñóùåñòâóåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû

íåëèíåéíîñòè λ, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ðåæèì

áèñòàáèëüíîñòè; á) äëÿ êðèñòàëëà 5×5 öèëèíäðîâ ýòî ñî-

áûòèå íàñòóïàåò íà äâà ïîðÿäêà ðàíüøå. â) Óâåëè÷åíèå

ðàçìåðîâ ÔÊ äî 7× 7 öèëèíäðîâ ïðèâîäèò ê åùå áîëüøå-

ìó óìåíüøåíèþ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ λ

ïîëîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå, íî ñ èçìåíÿ-
þùåéñÿ íåëèíåéíîé êîíñòàíòîé λ. Íàäî îòìåòèòü,
÷òî çàâèñèìîñòè íà ðèñ. 6,7 ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî òè-
ïè÷íûìè äëÿ êåððîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, è áèñòà-
áèëüíîñòü íàñòóïàåò ïðè èçìåíåíèè ïîòîêà ìîùíî-

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ïîëÿ |ψ|
íà äåôåêòíîì öèëèíäðå îò êîíñòàíòû íåëèíåéíîñòè λ äëÿ

êðèñòàëëà ðàçìåðîì 5 × 5 öèëèíäðîâ ïðè k0a = 0.35587.

Âñòàâêà: òîò æå ãðàôèê ïåðåñ÷èòàí â ðàçìåðíûõ âå-

ëè÷èíàõ äëÿ íåëèíåéíîñòè íà öåíòðàëüíîì öèëèíäðå

n2 = 2 · 10−12 ñì2/Âò

ñòè âíåøíåé âîëíû (ñì. âñòàâêó íà ðèñ. 7), ïîñêîëü-
êó n2 � ôèêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà.

Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèí ïà-
ðàìåòð, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü ïåðåõîäîì â
áèñòàáèëüíûé ðåæèì � ýòî óãîë ϕ, óãîë ïàäåíèÿ
ïëîñêîé âîëíû íà ÔÊ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ïîêàçû-
âàåò ðèñ. 8, áèñòàáèëüíîå ðåøåíèå ñèëüíî çàâèñèò
îò óãëà ïàäåíèÿ. È áîëåå òîãî, îò óãëà ïàäåíèÿ ϕ

çàâèñèò ñàì ïîðîã ïåðåõîäà â áèñòàáèëüíûé ðåæèì
(ðèñ. 9), ïðè÷åì ýòà çàâèñèìîñòü íîñèò êðàéíå âûðà-
æåííûé õàðàêòåð � ïîðîã ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â òðè
ðàçà. Íà ðèñ. 10 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ïðè ôèêñèðî-
âàííîé ìîùíîñòè âíåøíåé âîëíû êàê ôóíêöèÿ óã-
ëà ïàäåíèÿ. Èíòåðåñíûì íàáëþäåíèåì ÿâëÿåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî áèñòàáèëüíîñòü ïðè ðàçíîé ìîùíîñòè âîë-
íû (ôèîëåòîâàÿ è êðàñíàÿ ëèíèè) ñóùåñòâóåò ïðè
ðàçíûõ óãëàõ ïàäåíèÿ, ïðè÷åì îáëàñòè ñóùåñòâîâà-
íèÿ ÎÁ íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå ñëîæíîãî ñëó-
÷àÿ � äâå áëèçêî ðàñïîëîæåííûå îäèíàêîâûå ðåçî-
íàíñíûå ïîëîñòè. Ïðåæäå âñåãî ñôîêóñèðóåìñÿ íà
ÿâëåíèè íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè ðåøåíèÿ äëÿ ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè ñèììåòðè÷íîì ïàäåíèè ïëîñ-
êîé âîëíû (ϕ = 0). Íà ðèñ. 11à ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé,
êîãäà ìåæäó äåôåêòíûìè öèëèíäðàìè íàõîäèòñÿ
äâà ñëîÿ îáû÷íûõ öèëèíäðîâ. ×åðíîé ëèíèåé ïî-
êàçàíî ðåøåíèå ñ íåíàðóøåííîé ñèììåòðèåé (ðåçî-
íàíñíûå ïîëîñòè âîçáóæäàþòñÿ îäèíàêîâî), ëèíèÿ
ñ äâóìÿ öâåòàìè (ñèíèé è ôèîëåòîâûé) ïîêàçûâà-
åò ðåøåíèå ñ íàðóøåííîé ñèììåòðèåé (ïîëîñòè âîç-
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Ðèñ. 8. (Â öâåòå îíëàéí) Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé àì-

ïëèòóäû ïîëÿ |ψ| íà äåôåêòíîì öèëèíäðå îò êîíñòàíòû

íåëèíåéíîñòè λ ïðè ðàçíûõ óãëàõ ïàäåíèÿ âíåøíåé âîëíû

ñ ÷àñòîòîé k0a = 0.35587 äëÿ êðèñòàëëà 5× 5 öèëèíäðîâ

Ðèñ. 9. Êðèòè÷åñêîå (ïîðîãîâîå äëÿ íàñòóïëåíèÿ ÎÁ) çíà-

÷åíèå êîíñòàíòû íåëèíåéíîñòè λ (ëåâàÿ îñü) è êðèòè÷å-

ñêàÿ ìîùíîñòü âíåøíåé âîëíû Sin (ïðàâàÿ îñü) â çàâè-

ñèìîñòè îò óãëà ïàäåíèÿ íà êðèñòàëë ðàçìåðà 5 × 5 ïðè

÷àñòîòå k0a = 0.35759

áóæäàþòñÿ íåîäèíàêîâî), ïðè÷åì ðàçíûìè öâåòàìè
ïîêàçàíû ðàçíûå ðåøåíèÿ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âî
âñåõ ðàññìîòðåííûõ íàìè ñëó÷àÿõ ßÍÑ íàñòóïàåò,
êàê ïðàâèëî, ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ÎÁ è î÷åíü ñèëüíî èç-
ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ìîùíîñòè âíåøíåé âîëíû
(ñåðïîâèäíàÿ êðèâàÿ î÷åíü áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ â
ðàçìåðå). Íà ðèñ. 11á ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ äëÿ àì-
ïëèòóä |ψ| âîçáóæäåíèÿ ïîëîñòåé, êîãäà ÷èñëî èçî-
ëèðóþùèõ ñëîåâ ðàâíî 3. Êàê âèäíî, õàðàêòåð ðåøå-
íèÿ ðåçêî ïîìåíÿëñÿ � òåïåðü ßÍÑ-ðåøåíèÿ ñòðîãî
èçîëèðîâàíû îò ðåøåíèé íå íàðóøàþùèõ ñèììåò-
ðèþ. Íà ðèñ. 12 äåòàëüíî ïîêàçàíî, êàê âîçáóæäà-

þòñÿ ðåçîíàíñíûå ïîëîñòè â ñëó÷àå ðàçíûõ ðåøå-
íèé. Íà ðèñ. 13 ïðåäñòàâëåíû ïîðîãè äëÿ ïîÿâëåíèÿ

Ðèñ. 10. (Â öâåòå îíëàéí) Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé àì-

ïëèòóäû ïîëÿ |ψ| íà äåôåêòíîì öèëèíäðå îò óãëà ïàäåíèÿ

âíåøíåé âîëíû φ íà êðèñòàëë 5 × 5 öèëèíäðîâ ïðè ðàç-

íûõ êîíñòàíòàõ íåëèíåéíîñòè λ íà ÷àñòîòå k0a = 0.35587.

Ñïðàâà îò λ â ëåãåíäå ïîêàçàíà ìîùíîñòü ïàäàþùåé âîë-

íû, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåòíîìó çíà÷åíèþ λ ïðè

n2 = 2 · 10−12 ñì2/Âò

îáû÷íîé ÎÁ (áåç íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè) è ßÍÑ. Õî-
òÿ âåëè÷èíû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äàæå â òðè ðàçà, â
öåëîì ïîðÿäîê âåëè÷èí îäèí è òîò æå, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò íàì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îáà ÿâëåíèÿ îáû÷íî ñîñó-
ùåñòâóþò ïðèìåðíî ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ
àìïëèòóäû âíåøíåãî ïîëÿ. Ýòîò ìîìåíò íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñòîëü î÷åâèäíûì, õîòÿ è áûë ïðîäåìîíñòðèðîâàí
ðàíåå â ðàáîòå [41], êîãäà èñòî÷íèêîì âîçáóæäåíèÿ
ðåçîíàíñíûõ ïîëîñòåé ÿâëÿëèñü âîëíîâîäíûå ìîäû
ÔÊ.

ßâëåíèå íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè è îïòè÷åñêàÿ áè-
ñòàáèëüíîñòü ÿâëÿþòñÿ ÿðêèì ïðèìåðîì óïðàâëå-
íèÿ ñâåòà ñ ïîìîùüþ ñâåòà íà ìèêðîíûõ ìàñøòà-
áàõ. Îáà ÿâëåíèÿ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïðè óìåðåí-
íûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû âíåøíåãî ïîëÿ, ëåãêî äî-
ñòèãàåìûõ íà ïðàêòèêå, åñëè Q-ôàêòîð ðåçîíàíñíîé
ïîëîñòè Q & 104 − 105.

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîä-
äåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò � 22-
12-00070).

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Îïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è î ðàññåÿíèè ïëîñêîé
âîëíû ñèñòåìîé äèýëåêòðè÷åñêèõ öèëèíäðîâ ñ ïðî-
íèöàåìîñòüþ ε, èñïîëüçóÿ Ò-ìîäàëüíûé ìåòîä [50].

651



Ã. Â. Øàäðèíà, Å. Í. Áóëãàêîâ ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022

Ðèñ. 11. (Â öâåòå îíëàéí) Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ïîëÿ |ψ| íà äâóõ äåôåêòíûõ öèëèíäðàõ äëÿ ÔÊ ðàçìåðîì: à) 5× 8

öèëèíäðîâ, äåôåêòíûå öèëèíäðû ðàçäåëåíû äâóìÿ îáû÷íûìè; á) 5× 9 öèëèíäðîâ, êàê íà ðèñ. 1á. ×åðíûì öâåòîì îáî-

çíà÷åíû ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ, ôèîëåòîâûì è ñèíèì � ñ íàðóøåííîé ñèììåòðèåé

Ðèñ. 12. (Â öâåòå îíëàéí) Âàðèàíòû âîçáóæäåíèÿ äâóõ êåððîâñêèõ ïîëîñòåé â ÔÊ 5 × 9 öèëèíäðîâ íà äëèíå âîëíû

k0a = 0.355575. Âîëíîâûå ôóíêöèè â âåðõíåé ÷àñòè ðèñóíêà ñèììåòðè÷íû, âîëíîâûå ôóíêöèè â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà

îáëàäàþò íàðóøåííîé ñèììåòðèåé

652



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 5 (11), 2022 Îïòè÷åñêàÿ áèñòàáèëüíîñòü è íàðóøåíèå ñèììåòðèè . . .

Ðèñ. 13. (Â öâåòå îíëàéí) Ïîðîãè íàñòóïëåíèÿ îïòè÷åñêîé

áèñòàáèëüíîñòè è ÿâëåíèÿ íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè äëÿ êðè-

ñòàëëîâ ðàçíûõ ðàçìåðîâ

Ðèñ. 14. Ãëîáàëüíàÿ xy è ëîêàëüíûå xjyj , xlyl ñèñòåìû

êîîðäèíàò

Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà ñëåäóåì ðàáîòå [49].
Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â Ò-ìåòîäå ðàçëàãàåòñÿ ïî
öèëèíäðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì êàê âíóòðè, òàê è
âíå j-ãî öèëèíäðà â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(ñì. ðèñ. 14):

Ez =

+∞X

m=−∞
cjmJm(

√
εk0rj)e

imϕj , rj < Rj ,

Ez =

+∞X

m=−∞
ajmJm(k0rj)e

imϕj + (4)

+

+∞X

m=−∞
bjmH

(1)
m (k0rj)e

imϕj , rj > Rj ,

ãäå k0 = ω/c. Êîýôôèöèåíòû ajm � àìïëèòóäû ãàð-
ìîíèê ïàäàþùåãî íà j-é öèëèíäð ïîëÿ, à bjm � àì-
ïëèòóäû ðàññåÿííîãî ïîëÿ. Àìïëèòóäû ajm ïðåä-
ñòàâèì â âèäå

aj,m = aincj,m + arodsj,m , (5)

ãäå
aincj,m = (−1)meik0Rj sin(θinc −θj )−imθinc (6)

� àìïëèòóäû ïàäàþùåé íà ñèñòåìó ïëîñêîé âîë-
íû, Rj , θj � ïîëîæåíèå j-ãî öèëèíäðà îòíîñèòåëü-
íî ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Àìïëèòóäû arodsj,m

ïðåäñòàâëÿþò ïîëå, ðàññåÿííîå îò îñòàëüíûõ öèëèí-
äðîâ l 6= j. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãðàôà, ìîæíî ñâÿ-
çàòü àìïëèòóäû arodsj,m è àìïëèòóäû ðàññåÿííûõ âîëí
bl,m(l 6= j):

arodsj,m =

+∞X

q=−∞

X

l 6=j

bl,qe
i(m−q)θj;l H

(1)
m−q(krj,l) . (7)

Èñïîëüçóÿ (5)�(7), ïîëó÷àåì

aj = Qj +
X

l 6=j

bTj,lbl, (8)

ãäå
aj,m = (aj)m, (9)

bj,m = (bj)m, (10)

(Qj)m = (−1)meik0Rj sin(θinc −θj )−imθinc , (11)

( bTj,l)m,q = ei(q−m)θj;l H
(1)
m−q(k0rj,l). (12)

×òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó (8), èñïîëüçóåì ñâÿçü
àìïëèòóä (bj) è (aj) ÷åðåç äèàãîíàëüíóþ t-ìàòðèöó:

bj = btjaj , (13)

btm,m = −
� √

εk0Jm(k0R)J ′m(k0

√
εR)−

− k0Jm(k0

√
εR)J ′m(k0R)

�
×

×
� √

εk0H
(1)
m (k0R)J ′m(k0

√
εR)−

− k0Jm(k0

√
εR)H(1)′

m(k0R)

� −1

. (14)
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Ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ àì-
ïëèòóä bj :

bj −
X

l 6=j

btj bTj,lbl = btjQj . (15)

Åñëè öèëèíäðû îáëàäàþò êåððîâñêîé íåëèíåé-
íîé ïîïðàâêîé ê äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
ε = ε0 + λ|Ez(r)|2, òî ôîðìóëà (15) ïî-ïðåæíåìó
ïðèãîäíà ïðè óñëîâèè, ÷òî íàì èçâåñòíà ñâÿçü
ìåæäó àìïëèòóäàìè b

(nonlin)
j è a

(nonlin)
j ÷åðåç

íåëèíåéíóþ t-ìàòðèöó:

b
(nonlin)
j = bt(nonlin)

j a
(nonlin)
j . (16)

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñâÿçè â âèäå ôîðìóëû (16) îò-
íþäü íå î÷åâèäíî. Äàëåå ìû âûâåäåì ÿâíîå âûðàæå-
íèå äëÿ bt(nonlin)

j ïðè äâóõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: 1) íåëè-
íåéíûå öèëèíäðû ðàñïîëîæåíû òîëüêî â ðåçîíàíñ-
íûõ ïîëîñòÿõ, 2) ïðè ðåçîíàíñíîì ðàññåÿíèè ñâåòà,
êîãäà íåëèíåéíîñòü íà÷èíàåò èãðàòü ñêîëüêî-íèáóäü
çàìåòíóþ ðîëü, âíóòðè êàæäîé èç ïîëîñòåé âîçáóæ-
äàåòñÿ ìîíîïîëüíàÿ ìîäà, ò.å. íà íåëèíåéíîì öèëèí-
äðå äîìèíèðóåò s-ðàññåÿíèå.

Óðàâíåíèå äëÿ Ez-êîìïîíåíòû ïîëÿ íà íåëèíåé-
íîì öèëèíäðå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
èìååò âèä

�
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
+

+ k2
0

�
ε0 + λ|Ez(r, ϕ)|2

� �
Ez(r, ϕ) = 0 . (17)

Âîëíîâóþ ôóíêöèþ èùåì ïî-ïðåæíåìó â âèäå ðÿäà:

Ez(r, ϕ) =
X

m∈Z
ψm(r)eimϕ . (18)

Óðàâíåíèå (17) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (18) ïðèáëèæåí-
íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñèñòåìû íåñâÿçàííûõ
óðàâíåíèé

ψ
00

m +
1

r
ψ

0

m + k2
0

�
ε0 −

m2

r2

�
ψm = 0, m 6= 0, (19a)

ψ
00

0 +
1

r
ψ

0

0 + k2
0

�
ε0 + λ|ψ0|2

�
ψ0 = 0, m = 0. (19b)

Íåëèíåéíûé ÷ëåí íóæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî â
óðàâíåíèè íà ψ0, â ñèëó òîãî ÷òî |ψm| � |ψ0| ïðè
ðåçîíàíñíîì s-ðàññåÿíèè. Â îòñóòñòâèå æå ðåçîíàí-
ñà íåëèíåéíîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðà-
çîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (19 b).
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðèáëèæåííî, ïî òåîðèè âîçìó-
ùåíèé, ó÷èòûâàÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äàæå ïðè
ðåçîíàíñíîì ðàññåÿíèè λ|ψ0|2 � ε0.

Äëÿ ýòîé öåëè ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíóþ
êðàåâóþ çàäà÷ó:

ψ(r)
00

+
1

r
ψ(r)

0
+ k2

0

�
ε0 + λ|ψ(r)|2

�
ψ(r) = 0, (20)

ψ(r = 0) <∞, ψ(r = R) = A.

Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì ψ ≡ ψ0. Çàäà÷à (20) ìîæåò
áûòü ðåøåíà ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà g(r):

rg
00
(r) + g

0
+

�
k2

0r −
m2

r

�
g(r) = −δ(r − ρ), (21)

g(r = 0) <∞,
g(r = R) = 0.

Óðàâíåíèå (21) èìååò ÿâíîå ðåøåíèå:

g(r, ρ) =
πJm(k0r<)

2Jm(k0R)

�
Jm(k0r<)Ym(k0R)−

− Jm(k0R)Ym(k0r>)
�
, (22)

ãäå r> = max(r, ρ), r< = min(r, ρ). Òîãäà óðàâíåíèå
(20) èìååò ôîðìàëüíîå ðåøåíèå

eψ(r) =

RZ

0

g(r, ρ)
�
k2

0ε0ρA+ λk2
0ρ|ψ|2ψ

�
dρ, (23)

eψ(r) = ψ −A.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

A

RZ

0

g(r, ρ)k2
0ρdρ = A

J0(kr)

J0(kR)
−A, (24)

k =
√
ε0k0,

Òàê, ïðè λ = 0 èìååì

eψ(r) = A

�
J0(kr)

J0(kR)
− 1

�
. (25)

Ïîýòîìó èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (23) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

ψ(r) = ψ(r)g + λk2
0

RZ

0

ρ|ψ(ρ)|2ψ(ρ)g(r, ρ)dρ,

ψ(r)g = A
J0(kr)

J0(kR)
.

(26)

Â ïðèáëèæåíèè λ→ 0 óðàâíåíèå (26) ïðèáëèæåííî
ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì èòåðàöèè. Â ïåðâîì áîðíîâ-
ñêîì ïðèáëèæåíèè íàõîäèì

ψ(r) ≈ ψ(r)g + λk2
0

RZ

0

ρ|ψg(ρ)|2ψg(ρ)g(r, ρ)dρ =

= ψ(r)g + ψcorr(r). (27)
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Ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí ψcorr(r) ìîæåò áûòü ïðèâåäåí
ê âèäó

ψcorr(r) = λk2
0

RZ

0

ρ|ψg|2ψgg(r, ρ)dρ =

=
πγ

2k2
J0(kr)

"
Y0(kr)

J0(kR)

kRZ

0

xJ4
0 (x)dx−

−
RZ

0

xY0(x)J3
0 (x)dx

#

−

− λk2
0Y0(kr)

krZ

0

xJ4
0 (x)dx+

+ λk2
0J0(kr)

krZ

0

xY0(x)J3
0 (x)dx, (28)

γ =
λk2

0|A|A
J3

0 (kR)
.

Çàìåòèì, ÷òî ψcorr(r = R) = 0. Äëÿ ñøèâêè ðå-
øåíèÿ âíóòðè öèëèíäðà (27) ñ âíåøíèì ðåøåíèåì
íåîáõîäèìî çíàíèå ψ′corr(r = R). Îíî íàõîäèòñÿ èç
óðàâíåíèÿ (28):

ψ
0

corr(r = R) = − λ
ε0

|A|2A
RJ4

0 (kR)

kRZ

0

xJ4
0 (x)dx. (29)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âíóòðè öè-
ëèíäðà èìååò âèä

ψ(r) = ψg(r) + ψcorr(r),

ψ(r = R) = A,

ψ
0
(r = R) = k

J
0

0(kR)

J0(kR)
A− { |A|2A,

{ =
λ

ε0

1

RJ4
0 (kR)

kRZ

0

xJ4
0 (x)dx.

(30)

Òåïåðü ìîæíî âûïîëíèòü ñøèâêó ñ âíåøíèì ðåøå-
íèåì

ψ(r) = a0J0(k0r) + b0H
(1)
0 (k0r),

ïîëó÷àåì

b0 = t0a0 −
{ |A|2A

k0H
(1)0

0 (k0R)− k J
0
0 (kR)

J
(
0kR)

H
(1)
0 (k0R)

, (31)

ãäå t0 � ýëåìåíò t-ìàòðèöû ïðè ëèíåéíîì ðàññåÿíèè
(14).

×òîáû èñêëþ÷èòü ïàðàìåòð A èç âûðàæåíèÿ
(31), ìîæíî âçÿòü åãî çíà÷åíèå â ëèíåéíîé çàäà÷å
(λ = 0):

A ≈ b0
�
J0(k0R)

t0
+H

(1)
0 (k0R)

�
+O(Λ). (32)

Òîãäà
t0a0 = b0

�
1 + Λ|b0|2

�
, (33)

Λ =
{

��� J0 (k0R)
t0

+H
(1)
0 (k0R)

���
2 �

J0 (k0R)
t0

+H
(1)
0 (k0R)

�

k0H
(1)0

0 (k0R)− k J0 0(kR)
J0 (kR) H

(1)
0 (k0R)

.

Èòàê, ôîðìóëà (33) çàäàåò íåîáõîäèìóþ ñâÿçü
ìåæäó àìïëèòóäàìè a0 è b0. Â ðåçóëüòàòå â íåëè-
íåéíîì ñëó÷àå ôîðìóëà (15) ïðèîáðåòàåò âèä

�
1 + Λ

X

k∈Nk

|bk0|2 bPk
�
bj −

X

l 6=j

btj bTjlbl = btjQj ,

� bPkbj
�
m

= δjkδ0mbj0,

(34)

ãäå Nk � ìíîæåñòâî íåëèíåéíûõ öèëèíäðîâ. Óðàâ-
íåíèå (34) � çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ àì-
ïëèòóä bj . Â êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ àçèìó-
òàëüíîå ÷èñëî m ïðîáåãàåò êîíå÷íûé ðÿä çíà÷åíèé
m ∈ [−M,−M + 1, . . . ,+M ].
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