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ВТОРАЯ ГРАНИЦА ЗОН УСТОЙЧИВОСТИ И УГЛОВЫЕ
ДИАГРАММЫ ПРОВОДИМОСТИ ДЛЯ МЕТАЛЛОВ

СО СЛОЖНЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ ФЕРМИ
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Рассмотрены некоторые общие аспекты зависимости магнитопроводимости от магнитного поля в ме-
таллах, имеющих сложные поверхности Ферми. Как известно, нетривиальное поведение проводимости
в металлах в сильных магнитных полях обычно связано с появлением незамкнутых квазиклассических
электронных траекторий на поверхности Ферми в магнитном поле. Структура траекторий электронов
сильно зависит от направления магнитного поля и обычно наибольший интерес вызывают открытые
траектории, устойчивые по отношению к малым вращениям направления B. Геометрия соответствую-
щих зон устойчивости на угловой диаграмме в пространстве направлений B представляет собой очень
важную характеристику электронного спектра в металле, связывающую параметры спектра с экспери-
ментальными данными. Здесь мы рассмотрим некоторые весьма общие особенности, присущие угловым
диаграммам металлов с поверхностями Ферми самой произвольной формы. В частности, мы покажем,
что любая зона устойчивости имеет в действительности вторую границу, ограничивающую большую об-
ласть с определенным поведением проводимости. Кроме того, мы обсудим общие вопросы сложности
угловых диаграмм для проводимости и предложим теоретическую схему разделения угловых диаграмм
на «простые» и «сложные» диаграммы. Предложенная схема в действительности будет также тесно
связана с поведением холловской проводимости в металле в сильных магнитных полях. В заключение
мы также обсудим взаимосвязь рассматриваемых вопросов с общими особенностями (абстрактной) уг-
ловой диаграммы, описывающей поведение квазиклассических траекторий электронов на всех уровнях
энергии в зоне проводимости.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В данной работе будут рассмотрены явления,
связанные с некоторыми специальными свойствами
квазиклассического движения электронов вдоль по-
верхности Ферми в нормальных металлах. Согласно
стандартному подходу, будем описывать электрон-
ные состояния в металле с помощью номера энер-
гетической зоны и величины квазиимпульса p. Как
хорошо известно, каждое из значений p должно в
действительности рассматриваться как бесконечное
множество «эквивалентных» значений p ∈ R3, раз-
личающихся векторами обратной решетки L∗. Базис
обратной решетки может быть задан векторами
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a1 = 2π�
l2 × l3

(l1, l2, l3)
, a2 = 2π�

l3 × l1
(l1, l2, l3)

,

a3 = 2π�
l1 × l2

(l1, l2, l3)
,

где (l1, l2, l3) представляют базис прямой решетки
металла. Энергия электронного состояния в зоне s

задается 3-периодической функцией εs(p) в p-про-
странстве, которая также может рассматриваться
как функция на трехмерном торе T3, задающемся
факторизацией p-пространства по векторам обрат-
ной решетки:

T
3 = R

3/L∗.

Хорошо известно также, что электронные состо-
яния в нормальном металле являются занятыми, ес-
ли их энергия меньше энергии Ферми, εs(p) < εF ,
и являются свободными, если εs(p) > εF . Таким
образом, в любом нормальном металле мы име-
ем конечное число полностью заполненных энерге-
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тических зон, конечное число частично заполнен-
ных энергетических зон (зон проводимости) и беско-
нечное количество пустых энергетических зон. По-
верхность Ферми SF нормального металла опре-
деляется как объединение поверхностей εs(p) =

= εF в p-пространстве, где индекс s нумеру-
ет все зоны проводимости. Будем предполагать,
что поверхность Ферми представляет собой глад-
кую 3-периодическую несамопересекающуюся по-
верхность в p-пространстве, которая может содер-
жать различные компоненты связности.

Более точно, коллективное электронное состоя-
ние в металле может быть описано в кинетическом
приближении одночастичной функцией распределе-
ния f(p), которая может отличаться от нуля или
единицы только в узкой области вблизи поверхности
Ферми. Таким образом, все кинетические свойства
нормального металла определяются в действитель-
ности электронными состояниями вблизи поверхно-
сти SF .

Квазиклассическая эволюция электронных со-
стояний при наличии внешних электрических и маг-
нитных полей может быть описана с помощью адиа-
батической системы

ṗ =
e

c
[vgr(p)×B] + eE,

которая может рассматриваться как динамическая
система на торе T

3.
Функция f(p) удовлетворяет кинетическому

уравнению

ft +
e

c

3∑
l=1

[∇ε(p)×B]l
∂f

∂pl
+ e

3∑
l=1

El ∂f

∂pl
=

= I[f ](p, t),

где I[f ] — интеграл столкновений.
Будем рассматривать электрическое поле E как

бесконечно малое. В то же время предполагается,
что величина B магнитного поля достаточно велика.
Более точно, будем предполагать выполнение усло-
вия ωBτ � 1, где τ играет роль времени свободно-
го пробега электрона и ωB = eB/m∗c имеет значе-
ние электронной циклотронной частоты в кристал-
ле. Как следствие указанного условия, рассматрива-
емые явления будут в действительности тесно свя-
заны с геометрией траекторий системы

ṗ =
e

c
[vgr(p)×B] =

e

c
[∇ε(p)×B] . (1.1)

Система (1.1) сохраняет энергию электронного
состояния, а также проекцию квазиимпульса p на

B

Рис. 1. Квазиклассические траектории на поверхности по-
стоянной энергии сложной формы

направление B. Таким образом, траектории систе-
мы (1.1) в p-пространстве могут быть получены
как пересечения поверхностей постоянной энергии
εs(p) = const с плоскостями, ортогональными B.
Надо сказать, тем не менее, что, несмотря на та-
кую аналитическую интегрируемость системы (1.1),
геометрия ее траекторий в p-пространстве на са-
мом деле может быть довольно сложной для энер-
гетических поверхностей, имеющих сложную форму
(рис. 1). Легко видеть также, что в кинетических яв-
лениях в нормальных металлах существенную роль
могут играть только траектории, лежащие на по-
верхности Ферми.

Важная роль геометрии траекторий системы
(1.1) для магнитотранспортных явлений в метал-
лах была впервые открыта школой И. М. Лифши-
ца (И. М. Лифшиц, М. Я. Азбель, М. И. Каганов,
В. Г. Песчанский) в 1950-х гг. В частности, принци-
пиальное различие между замкнутыми и открыты-
ми траекториями системы (1.1), которое проявля-
ется в поведении магнитопроводимости в сильных
магнитных полях, было впервые подробно описано
в работах [1–3]. Так, в работе [1] впервые было ука-
зано, что замкнутые и открытые периодические тра-
ектории системы (1.1) дают совершенно различные
вклады в магнитопроводимость в плоскости, ортого-
нальной B, в пределе ωBτ � 1. Говоря более точно,
вклад замкнутых траекторий в плоскости, ортого-
нальной B, является почти изотропным в пределе
ωBτ � 1 и быстро убывает при ωBτ → ∞. Общий
вид тензора проводимости σkl(B) при наличии толь-
ко замкнутых траекторий на уровне Ферми может
быть выражен следующей асимптотической форму-
лой:
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σkl ≈ ne2τ

m∗ ×

×

⎛
⎜⎝

(ωBτ)
−2 (ωBτ)

−1 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 (ωBτ)

−2 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 (ωBτ)

−1 ∗

⎞
⎟⎠ ,

ωBτ → ∞,

(1.2)

где ẑ = B/B, которая аналогична той же формуле
для газа свободных электронов.

В то же время вклад открытых периодических
траекторий в проводимость сильно анизотропен в
плоскости, ортогональной B, и убывает только в од-
ном направлении (совпадающим со средним направ-
лением открытых траекторий в p-пространстве) в
пределе ωBτ → ∞. Общая формула для асимпто-
тического поведения тензора проводимости в этом
случае может быть записана в виде

σkl ≈ ne2τ

m∗ ×

×

⎛
⎜⎝

(ωBτ)
−2 (ωBτ)

−1 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 ∗ ∗

(ωBτ)
−1 ∗ ∗

⎞
⎟⎠ ,

ωBτ → ∞,

(1.3)

где направление оси x совпадает со средним на-
правлением открытых траекторий в p-пространстве
(здесь и всюду ниже «∗» означает некоторую конс-
танту порядка 1).

Открытые траектории системы (1.1), рассматри-
вавшиеся в работах [2, 3], имеют более общий вид
и не являются периодическими в p-пространстве.
Тем не менее, все (квазипериодические) траектории,
рассматривавшиеся в работах [2, 3], имеют среднее
направление в p-пространстве и также дают анизо-
тропный вклад в проводимость в сильных магнит-
ных полях. Вообще говоря, асимптотическое пове-
дение тензора проводимости не может быть описа-
но здесь простой формулой (1.3), однако оно также
показывает исчезновение проводимости лишь вдоль
одного направления в плоскости, ортогональной B,
и конечную проводимость в ортогональном направ-
лении в пределе ωBτ → ∞. Многие аспекты, свя-
занные с геометрией траекторий системы (1.1), бы-
ли описаны в работах [4–8]. Конечно, приведенные
здесь ссылки не дают полного списка работ, которые
можно было бы упомянуть в связи с этой довольно
широкой областью.

Общая проблема классификации открытых тра-
екторий системы (1.1) была поставлена Новиковым
[9] и интенсивно изучалась в его топологической

Рис. 2. Вид устойчивых открытых траекторий системы
(1.1) в плоскостях, ортогональных B в p-пространстве

школе (С. П. Новиков, А. В. Зорич, С. П. Царев,
И. А. Дынников). Благодаря довольно глубоким ма-
тематическим результатам (см. [10–14]), получен-
ным при исследовании этой проблемы с топологиче-
ской точки зрения, проблема описания возможных
типов открытых траекторий системы (1.1) может
считаться в настоящее время решенной, и мы можем
в действительности использовать полную классифи-
кацию траекторий системы (1.1) в нашем исследова-
нии транспортных явлений в нормальных металлах.

Наиболее важную роль в классификации откры-
тых траекторий системы (1.1) играет в действи-
тельности описание устойчивых открытых траекто-
рий (1.1), т. е. открытых траекторий, которые су-
щественно не меняют своей глобальной геометрии
при малых вращениях B или вариации уровня энер-
гии ε(p) = ε0. Как следует из результатов работ
[10, 11, 13], устойчивые открытые траектории си-
стемы (1.1) обладают следующими замечательными
свойствами:

1) всякая устойчивая открытая траектория си-
стемы (1.1) в p-пространстве лежит в прямой поло-
се конечной ширины в плоскости, ортогональной B,
и проходит ее от −∞ до +∞ (рис. 2);

2) среднее направление всех устойчивых откры-
тых траекторий в p-пространстве задается пересече-
нием плоскости, ортогональной B, с некоторой ло-
кально устойчивой целочисленной плоскостью Γ в
p-пространстве.

Заметим здесь также, что свойство (1) в действи-
тельности было впервые сформулировано Новико-
вым в работе [9] в форме гипотезы и позднее было
доказано в работах [10, 11, 13] для открытых траек-
торий, обладающих свойствами устойчивости в ука-
занном выше смысле.

Замечательные свойства устойчивых открытых
траекторий системы (1.1) можно наблюдать при
непосредственных измерениях магнитопроводимо-
сти нормальных металлов в сильных магнитных по-
лях. Так, в силу геометрических свойств устойчи-
вых открытых траекторий, их вклад в проводимость
в плоскости, ортогональнойB, является сильно ани-
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зотропным в пределе ωBτ � 1, так что направле-
ние наименьшей проводимости (в x-пространстве)
совпадает со средним направлением траекторий в
p-пространстве. Благодаря устойчивости таких тра-
екторий относительно малых вращений B, эта же
ситуация имеет место и для всех близких направ-
лений B, что позволяет наблюдать также целочис-
ленную плоскость Γ, определяемую свойством (2), в
случае наличия устойчивых открытых траекторий
на поверхности Ферми. Отметим здесь, что мы на-
зываем плоскость в p-пространстве целочисленной,
если она порождается двумя векторами обратной
решетки q1, q2:

Γ = {λq1 + μq2, λ, μ ∈ R},
q1 = n1a1 + n2a2 + n3a3,

q2 = m1a1 +m2a2 +m3a3,

(n1, n2, n3,m1,m2,m3 ∈ Z).

В x-пространстве та же самая плоскость может
быть представлена несократимой тройкой целых чи-
сел (M1,M2,M3) с помощью уравнения

M1 (x, l1) +M2 (x, l2) +M3 (x, l3) = 0,

где векторы (l1, l2, l3) представляют базис прямой
решетки.

Числа (M1,M2,M3) были введены в работе [15]
как топологические характеристики электронных
спектров в металлах, которые можно наблюдать
в явлениях переноса в сильных магнитных полях.
Согласно [16, 17], эти числа можно называть топо-
логическими квантовыми числами, наблюдаемыми
в проводимости нормальных металлов. В соответ-
ствии с представленной выше картиной, мы можем
в целом выделить специальные зоны устойчивости
в пространстве направлений B (на единичной сфе-
ре S2), соответствующие наличию устойчивых от-
крытых траекторий на поверхности Ферми, которые
можно наблюдать при исследовании магнитопрово-
димости в сильных магнитных полях.

По определению мы будем называть зоной устой-
чивости Ωα ∈ S2 полную область в пространстве
направлений B, где у нас есть устойчивые откры-
тые траектории системы (1.1) на поверхности Фер-
ми, соответствующие одним и тем же топологиче-
ским квантовым числам (Mα

1 ,M
α
2 ,M

α
3 ). Зоны устой-

чивости, определенные таким образом, могут так-
же называться точными математическими зонами
устойчивости и представляют некоторые области с
кусочно-гладкими границами на единичной сфере
(рис. 3). Нетрудно видеть, что любая зона устой-
чивости инвариантна относительно преобразования

��

Рис. 3. Точная математическая зона устойчивости на еди-
ничной сфере S

2

B → −B и в большинстве случаев состоит из двух
противоположных областей на единичной сфере.

Отметим здесь, что геометрия зон устойчиво-
сти и значения (Mα

1 ,M
α
2 ,M

α
3 ) представляют собой

довольно нетривиальные характеристики электрон-
ных спектров в металлах, которые не определяют-
ся только топологией поверхности Ферми и зависят
также от ее геометрических параметров довольно
нетривиальным образом. Отметим также, что пол-
ные наборы точных математических зон устойчиво-
сти Ωα и топологических чисел (Mα

1 ,M
α
2 ,M

α
3 ) мо-

гут также быть довольно нетривиальными для ме-
талла со сложной поверхностью Ферми. Мы хотели
бы здесь привести ссылку на работу [18], содержа-
щую описание многих математических результатов,
связанных с поведением траекторий системы (1.1) с
произвольным дисперсионным соотношением и гео-
метрией соответствующих зон устойчивости в про-
странстве направлений B. Мы хотели бы также осо-
бо упомянуть здесь работу [19], в которой представ-
лен довольно удобный метод исследования геомет-
рии зон устойчивости для конкретных дисперсион-
ных соотношений, а также содержатся приложения
этого метода к важным аналитическим примерам.
Отметим также, что большое количество физиче-
ских следствий, связанных с результатами матема-
тического исследования системы (1.1), было пред-
ставлено в работах [16, 17, 20, 21].

Числа (Mα
1 ,M

α
2 ,M

α
3 ) описывают «геометриче-

ские свойства» тензора σkl(B) для B/B ∈ Ωα

и представляют хорошо наблюдаемые эксперимен-
тальные величины в пределе ωBτ � 1. В то же вре-
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мя аналитическая зависимость тензора σkl(B) как
от величины, так и от направления B для B/B ∈ Ωα

может быть в действительности достаточно нетри-
виальной даже при выполнении условия ωBτ � 1

[22]. Причиной такого поведения проводимости яв-
ляется в действительности появление периодиче-
ских открытых траекторий системы (1.1) для специ-
альных направлений B/B ∈ Ωα, которые вызывают
иррегулярность в предельных значениях σkl(B) при
B → ∞. В результате, угловая зависимость тензо-
ра σkl(B) на самом деле довольно нерегулярна при
B/B ∈ Ωα, даже для достаточно больших значений
параметра ωBτ . Заметим, что появление периодиче-
ских открытых траекторий системы (1.1) для ирра-
циональных направлений B представляет в общем
случае нетривиальный факт, тесно связанный с воз-
никновением специальных целочисленных плоско-
стей Γα для каждой из зон устойчивости. Так, пери-
одические открытые траектории системы (1.1) воз-
никают на поверхности Ферми при B/B ∈ Ωα вся-
кий раз, когда пересечение плоскости, ортогональ-
ной B, и плоскости Γα имеет рациональное направ-
ление. Нетрудно видеть, что соответствующие на-
правления B образуют в общем случае всюду плот-
ное множество в зоне Ωα.

Другой важной особенностью периодических от-
крытых траекторий системы (1.1), вытекающей из
ее топологической структуры для B/B ∈ Ωα, яв-
ляется то, что они в действительности существуют
и на некоторых специальных множествах вне зо-
ны устойчивости вблизи ее границы (отметим здесь
также, что это явление может появляться и для
некоторых специальных примеров простых поверх-
ностей Ферми, см., например, [23]). Соответствую-
щие направления B не включаются в зоны устой-
чивости, поскольку периодические траектории уже
не являются устойчивыми вне зон Ωα. В общем слу-
чае мы можем иметь либо периодические открытые
траектории, либо очень длинные замкнутые траек-
тории на поверхности Ферми для направлений B,
близких к границе зоны устойчивости Ωα. В резуль-
тате, точная граница зоны устойчивости Ωα, как
правило, не наблюдается в прямых измерениях про-
водимости даже при условии ωBτ � 1. Как указы-
валось в работе [22], мы должны в действительности
ввести на угловой диаграмме расширенные экспери-
ментально наблюдаемые зоны устойчивости Ω̂α, ко-
торые возникают как наблюдаемые зоны устойчиво-
сти при прямых измерениях проводимости (рис. 4).

В то же время точная граница зоны устойчи-
вости представляет собой важную характеристику
электронного спектра в металле, тесно связанную

��

��

��

��

Рис. 4. Математические зоны устойчивости, специальные
направления B, соответствующие появлению периодиче-
ских открытых траекторий системы (1.1) на поверхности
Ферми, и «экспериментально наблюдаемые» зоны устой-

чивости на угловой диаграмме

с геометрическими параметрами поверхности Фер-
ми. Как было отмечено в работе [24], граница точ-
ной математической зоны устойчивости Ωα может
быть в действительности определена при изучении
осцилляционных явлений в металлах, таких как яв-
ление циклотронного резонанса или разных типов
квантовых осцилляций. Как показано в работе [24],
картина (классических или квантовых) осцилляций
претерпевает резкие изменения на границе точной
математической зоны устойчивости, которая может
быть четко зарегистрирована по зависимости осцил-
ляций от значения B. Более точно, изменение зави-
симости осциллирующих значений от величины 1/B

определяется резким исчезновением одного из ос-
новных осциллирующих членов (одной осциллиру-
ющей гармоники) после пересечения границы Ωα на
угловой диаграмме.

В настоящей работе мы рассмотрим некоторые
общие аспекты угловой диаграммы проводимости
и структуру зон устойчивости на S2 для метал-
лов, имеющих (произвольные) сложные поверхно-
сти Ферми. В частности, мы покажем здесь, что
зоны устойчивости обладают в действительности
«вторыми границами» на угловой диаграмме в про-
странстве направлений B, которые также могут
быть обнаружены в таких же исследованиях осцил-
ляционных явлений в сильных магнитных полях.
Область Σα, ограниченная второй границей зоны
устойчивости Ωα, всегда содержит зону Ωα и мо-
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жет иметь разные размеры в зависимости от геомет-
рии поверхности Ферми. Таким образом, мы можем
иметь как ситуации, когда вторая граница близка
к (первой) границе зоны устойчивости, так и когда
она расположена довольно далеко от границы Ωα.
В частности, область Σα может содержать либо всю
экспериментально наблюдаемую зону устойчивости
Ω̂α в данном экспериментальном исследовании про-
водимости, либо только часть зоны Ω̂α.

Одним из существенных свойств области меж-
ду первой и второй границами зоны устойчивости
является то, что она не может содержать направле-
ний B, соответствующих наличию любых устойчи-
вых открытых траекторий на поверхности Ферми (в
то же время здесь могут возникать неустойчивые пе-
риодические траектории для специальных направ-
лений B, упомянутых выше). В настоящей работе
рассматриваются различные явления, возникающие
в области Σα\Ωα при различных направлениях маг-
нитного поля. Как будет показано, картина (клас-
сических и квантовых) осцилляций в этой области
имеет довольно специфические особенности, кото-
рые в действительности могут быть использованы
для исследования геометрии поверхности Ферми. В
то же время, прямые измерения проводимости (при
Ω = 0) также проявляют здесь особенности, которые
будут обсуждаться в следующих разделах.

Мы также рассмотрим здесь наиболее общие осо-
бенности расположения зон устойчивости и соответ-
ствующих им дополнительных областей Σα\Ωα на
угловой диаграмме.

Другим аспектом, который мы затронем в насто-
ящей работе, является распределение зон устойчи-
вости на угловой диаграмме общего вида. Мы пока-
жем, что естественно разделить в общем случае все
угловые диаграммы на «более простые» (типа A) и
«более сложные» (типа B) диаграммы. Оба типа (A
и B) представляют собой абсолютно общие классы,
которые охватывают весь набор угловых диаграмм
и одинаково возможны с теоретической точки зре-
ния. В то же время кажется, что для большинства
реальных материалов мы должны ожидать появле-
ния диаграмм типа А с гораздо большей вероятно-
стью, чем диаграмм типа В. В большинстве случаев
угловые диаграммы типа A характеризуются нали-
чием лишь конечного числа зон устойчивости на S2,
в то время как угловые диаграммы типа B в общем
случае содержат бесконечное число различных зон
устойчивости на единичной сфере. Еще одна важ-
ная особенность угловых диаграмм типа B состоит
в том, что здесь следует ожидать особых направле-
ний B, соответствующих появлению более сложных

(хаотических) открытых траекторий на поверхности
Ферми, что приводит к появлению весьма специаль-
ных асимптотических режимов поведения проводи-
мости в сильных магнитных полях. Как следствие,
появление угловой диаграммы типа B дает гораз-
до большее разнообразие различных типов поведе-
ния проводимости, наблюдаемых экспериментально.
Как мы также покажем, угловые диаграммы разных
типов удобно различать путем изучения холловской
проводимости вне зон устойчивости при ωBτ → ∞.

В разд. 2, 3 мы подробно рассмотрим структу-
ру системы (1.1) для B/B ∈ Σα\Ωα и рассмот-
рим явления, связанные с особенностями ее тра-
екторий в этой области. Наши рассмотрения бу-
дут основаны на результатах, полученных в недав-
них топологических исследованиях задачи Новико-
ва [10,11,13,14,18] и описывающих топологию «носи-
телей открытых траекторий» при наличии устойчи-
вых открытых траекторий на поверхности Ферми.
Как мы увидим, топологическое описание структу-
ры системы (1.1) в зонах устойчивости дает на са-
мом деле также хорошую возможность для описа-
ния свойств ее траекторий в области Σα\Ωα. Как
уже говорилось, основные рассмотрения будут свя-
заны с осцилляционными явлениями в этой области,
имеющими классическую или квантовую природу.

В разд. 4 обсуждаются различные типы угловых
диаграмм и их связь с типами границ зон устойчиво-
сти и поведением холловской проводимости вне зон
устойчивости.

В разд. 5 обсуждается связь между угловы-
ми диаграммами проводимости металлов и угловы-
ми диаграммами для полного дисперсионного соот-
ношения ε(p), описывающими поведение траекто-
рий системы (1.1) на всех уровнях энергии ε. За-
метим здесь, что хотя введение угловой диаграм-
мы для полного дисперсионного соотношения имеет
несколько абстрактный характер в теории нормаль-
ных металлов, такое сравнение, как нам кажется,
весьма полезно с методологической точки зрения.

2. СТРУКТУРА ПОВЕРХНОСТИ ФЕРМИ И
ГЕОМЕТРИЯ ТРАЕКТОРИЙ СИСТЕМЫ (1.1)

ДЛЯ B/B ∈ Σα\Ωα

Начнем с описания структуры поверхности Фер-
ми для B/B ∈ Ωα, которое также даст описание ее
структуры в области Σα\Ωα. Как следует из доволь-
но глубоких топологических теорем, доказанных в
работах [10, 11, 13, 14, 18], при наличии устойчивых
открытых траекторий на уровне ε(p) = εF струк-
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B

Рис. 5. Структура связной компоненты поверхности Фер-
ми, несущей устойчивые открытые траектории систе-

мы (1.1)

B

.

.

.

Рис. 6. Открытые и замкнутые траектории системы (1.1)
на поверхности Ферми при B/B ∈ Ωα

тура соответствующей связной компоненты поверх-
ности Ферми может быть описана следующим обра-
зом.

Представим себе набор параллельных целочис-
ленных плоскостей в p-пространстве, соединенных
цилиндрами конечных высот (рис. 5).

Нетрудно видеть, что если мы выберем направ-
ление B близким к направлениям осей цилиндров,
то мы получим цилиндр замкнутых траекторий на
каждом из цилиндров, показанных на рис. 5, огра-
ниченный сингулярными замкнутыми траектория-
ми на поверхности Ферми (рис. 6). Отметим, что
мы здесь допускаем также появление цилиндров за-
мкнутых траекторий, имеющих точку в качестве ос-
нования. Цилиндры последнего типа можно назвать
тривиальными с топологической точки зрения. Тео-
ретически можно также допустить составную струк-
туру цилиндров, соединяющих плоскости. Это, од-
нако, не влияет на дальнейшие выводы и крайне ма-
ловероятно для реальных поверхностей Ферми, так
что мы не будем рассматривать здесь это усложне-
ние.

В этом случае мы можем видеть, что целочислен-
ные плоскости на рис. 6 в действительности отделе-

B

Рис. 7. Носитель устойчивых открытых траекторий на по-
верхности Ферми для B/B ∈ Ωα

ны друг от друга цилиндрами замкнутых траекто-
рий и представляют собой «носители открытых тра-
екторий» системы (1.1) на поверхности Ферми. Та-
ким образом, каждый носитель открытых траекто-
рий представляет собой периодически деформиро-
ванную целочисленную плоскость (с отверстиями)
в p-пространстве, локально устойчивую при малых
вращениях B (рис. 7). Легко видеть, что каждая
открытая траектория на рис. 6 имеет среднее на-
правление в p-пространстве, заданное пересечением
плоскости, ортогональной B, и целочисленной плос-
кости, соответствующей носителям открытых тра-
екторий.

Отметим здесь, что рис. 5, 6 представляют со-
бой лишь топологическую структуру поверхности
Ферми, несущей устойчивые открытые траектории,
и могут быть визуально намного сложнее. Представ-
ление поверхности Ферми, показанное на рис. 5, 6,
не определено однозначно, так, мы получим разные
представления (одной и той же поверхности Ферми)
в виде рис. 5, 6 для направлений B, лежащих в двух
разных зонах устойчивости Ωα, Ωβ . В то же время
существование структуры, показанной на рис. 5, 6,
на любой поверхности Ферми, несущей устойчивые
открытые траектории системы (1.1), представляет
собой строгую топологическую теорему, верную в
самом общем случае (см. [10, 11, 13, 14, 18]).

Легко видеть, что целочисленные плоскости на
рис. 6 можно в действительности разделить на два
типа в соответствии с направлением движения элек-
трона (назад или вперед) на соответствующих от-
крытых траекториях. Таким же образом все цилин-
дры замкнутых траекторий можно разделить на два
различных типа согласно типу замкнутых траекто-
рий (электронного или дырочного типа) на них. Мы
будем предполагать, что в представлении поверхно-
сти Ферми у нас имеются лишь две неэквивалентные
целочисленные плоскости (имеющие разные типы)
согласно рис. 5, 6. Как можно показать, поверхно-
сти Ферми, имеющие большее число неэквивалент-
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B

B

B

Рис. 8. Исчезновение цилиндра замкнутых траекторий
на поверхности Ферми после пересечения границы зоны

устойчивости на угловой диаграмме

ных целочисленных плоскостей в p-пространстве в
их представлении выше, должны иметь на самом де-
ле очень высокий род, поэтому эта ситуация должна
быть на самом деле довольно редкой для реальных
металлов. В то же время мы будем предполагать,
что в представлении поверхности Ферми мы име-
ем по крайней мере два или более неэквивалентных
цилиндра замкнутых траекторий в соответствии с
рис. 5, 6 (где число топологически нетривиальных
цилиндров в действительности равно g − 1).

Точная граница зоны устойчивости Ωα опре-
деляется исчезновением одного из цилиндров из
множества неэквивалентных нетривиальных цилин-
дров замкнутых траекторий на поверхности Ферми.
Так, для направлений B, близких к границе зоны
устойчивости, высота соответствующего цилиндра
замкнутых траекторий становится очень малой и об-
ращается в нуль на границе Ωα. После пересечения
границы Ωα соответствующий цилиндр больше не

B

��

Рис. 9. Пример поверхности Ферми, имеющей зону устой-
чивости Ωα с простой границей

B

��

Рис. 10. Пример поверхности Ферми, имеющей зону устой-
чивости Ωα с составной границей

разделяет пару целочисленных плоскостей, поэто-
му траектории теперь могут перескакивать с одной
плоскости на другую (рис. 8).

Заметим здесь, что в общем случае мы можем
иметь как ситуацию, когда вся граница зоны устой-
чивости определяется исчезновением одного и того
же цилиндра замкнутых траекторий, так и ситуа-
цию, когда разные части границы Ωα соответствуют
исчезновению различных цилиндров из множества.
Скажем здесь, что в первом случае зона устойчи-
вости имеет простую границу (рис. 9), а во втором
случае зона устойчивости имеет составную границу
(рис. 10). Наши рассуждения будут применимы к
обоим указанным случаям.

Как мы уже сказали, после исчезновения одно-
го из цилиндров замкнутых траекторий на рис. 6
целочисленные плоскости больше не отделены друг
от друга и траектории системы (1.1) могут теперь
перепрыгивать с одной плоскости на другую. В то
же время геометрию траекторий (1.1) все еще мож-
но легко описать вблизи границы зоны Ωα. Дей-
ствительно, в непосредственной близости от грани-
цы Ωα поверхность Ферми, показанная на рис. 6,
по-прежнему разделена на пары связанных целочис-
ленных плоскостей, отделенных друг от друга остав-
шимися цилиндрами замкнутых траекторий систе-
мы (1.1). Эта ситуация будет иметь место до тех пор,
пока второй цилиндр замкнутых траекторий на по-
верхности Ферми не исчезнет, и не станут возможны
скачки траекторий системы (1.1) между связанны-
ми парами прежних носителей открытых траекто-
рий. Назовем соответствующую кривую в простран-
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Рис. 11. Зоны устойчивости, имеющие простую и состав-
ную вторые границы на угловой диаграмме

стве направлений B второй границей зоны устойчи-
вости Ωα и обозначим через Σα область, ограничен-
ную этой кривой на угловой диаграмме. Заметим
здесь, что вторая граница зоны устойчивости Ωα

также может быть простой или составной (рис. 11)
в зависимости от геометрии поверхности Ферми. В
общем случае форма второй границы зоны устойчи-
вости не связана тесно с формой ее первой границы,
как видно из примеров, приведенных на рис. 12.

По определению, область Σα\Ωα определяется
как область, примыкающая к Ωα, в которой поверх-
ность Ферми может быть представлена как совокуп-
ность пар связанных целочисленных плоскостей с
топологическими числами (Mα

1 ,M
α
2 ,M

α
3 ), разделен-

ных цилиндрами замкнутых траекторий системы
(1.1). Как можно видеть, областьΣα\Ωα может быть
связной (рис. 12а,в,д,ж) или может состоять из
нескольких компонент связности (рис. 12б,г,е). Гра-
ницу каждой связной компоненты области Σα\Ωα

можно разделить на две части, т. е. внутреннюю
границу (смежную с Ωα) и внешнюю границу.
Здесь важно то, что для каждой связной компо-
ненты Σα\Ωα ее внутренняя и внешняя границы
соответствуют исчезновению цилиндров замкнутых
траекторий противоположных типов (электронно-
го или дырочного типа) (рис. 12). Видно также,
что мы можем иметь обе ситуации, когда связан-
ные пары бывших носителей открытых траекторий
определены однозначно для всей области Σα\Ωα

(рис. 12а,в,д,ж), или представлены разными спосо-
бами в разных частях Σα\Ωα (рис. 12б,г,е). Еще од-
на особенность, которую можно отметить, состоит
в том, что даже для заданного набора связанных
пар прежних носителей открытых траекторий мы
можем иметь части Σα\Ωα, где они соединены че-
рез один бывший цилиндр замкнутых траекторий,
или где они соединены через два (или более) быв-
ших цилиндра замкнутых траекторий (области I и
II на рис. 12д,е,ж). Соответствующие области также

B

B

B

B

B

B

B
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��

��
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Рис. 12. Примеры поверхностей Ферми, имеющих разные
типы зон Ωα (центральные части) и Σα (все окрашенные

области)

разделены линиями, где наблюдается исчезновение
или появление цилиндра (коротких) замкнутых тра-
екторий, что также можно заметить при изучении
осцилляционных явлений в соответствующем диа-
пазоне частот.
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Рис. 13. Схематическое деление пары бывших носителей
открытых траекторий на слои длинных замкнутых траекто-
рий, разделенных сингулярными замкнутыми траектория-

ми

Область
Ω′

α = Σα\Ωα

можно назвать «производной» зоны устойчивости
Ωα, поскольку поверхность Ферми сохраняет здесь
часть своего специального представления в зоне Ωα,
что по-прежнему дает эффективное описание траек-
торий системы (1.1) в этой области.

Для описания траекторий системы (1.1) на свя-
занных парах бывших носителей открытых траек-
торий мы должны сначала отметить, что траек-
тории, имеющие скачки на фиксированном цилин-
дре, соединяющем пару целочисленных плоскостей
(рис. 8), образуют узкие полосы, ограниченные дву-
мя сингулярными траекториями с близкими значе-
ниями pz. Величина pz постоянна на каждой траек-
тории системы (1.1), поэтому все эти полосы пред-
ставлены прямыми узкими полосками после про-
екции на плоскость, содержащую вектор B/B. Ис-
пользуя проекцию на плоскость, содержащую век-
тор B/B, мы можем отметить соответствующие ци-
линдры кружками (или отрезками) соответствую-
щего размера (Δpz), которые образуют периодиче-
скую структуру в плоскости (рис. 13). Каждая тра-
ектория системы (1.1) будет представлена теперь
прямой pz = const, которая может иметь конечные
точки на кругах, определенных выше. Особые тра-
ектории системы (1.1) представлены линиями, каса-
тельными к окружностям, и разделяют траектории
существенно различной геометрии на поверхности
Ферми. Нетрудно видеть, что для направлений B

общего положения, таких что пересечение плоско-
сти, ортогональной B, и плоскости Γα имеет ирра-
циональное направление в p-пространстве, каждая
траектория системы (1.1) будет в действительности

Рис. 14. Схематическое представление слоев длинных за-
мкнутых траекторий на связной паре бывших носителей

открытых траекторий в p-пространстве

представлена линией конечного размера, ограничен-
ной двумя кругами на обоих концах. В результате
пара бывших носителей открытых траекторий будет
разделена на цилиндры замкнутых траекторий сис-
темы (1.1), которые будут иметь довольно большие
размеры, если направление B/B является близким
к границе зоны Ωα.

Рассмотрим здесь простейшую ситуацию, когда
скачки траекторий между двумя бывшими носите-
лями открытых траекторий происходят только на
одном цилиндре из множества бывших цилиндров
замкнутых траекторий, соединяющих эти носите-
ли. Рисунок 13 представляет схематическое деление
связанной пары бывших носителей открытых траек-
торий на слои длинных замкнутых траекторий по-
сле пересечения границы зоны Ωα. Каждая цвет-
ная полоса на рис. 13 представляет проекции тра-
екторий примерно одного и того же вида на плос-
кость (Π), содержащую вектор B/B. Как легко ви-
деть, мы будем иметь ровно три неэквивалентных
слоя существенно различных длинных замкнутых
траекторий, разделенных сингулярными замкнуты-
ми траекториями, на каждой связной паре бывших
носителей открытых траекторий в p-пространстве
(рис. 14).

В то же время, если пересечение плоскости, ор-
тогональной B, и плоскости Γα имеет рациональное
направление в p-пространстве, а значение Δpz до-
статочно мало, то мы все еще можем иметь пери-
одические открытые траектории на бывших носи-
телях открытых траекторий после пересечения гра-
ницы зоны Ωα (рис. 15). В этом случае мы будем
иметь только один слой длинных замкнутых тра-
екторий и два (противоположных) слоя периодиче-
ских открытых траекторий на связной паре бывших
носителей открытых траекторий. Легко видеть, что
в описанной выше картине мы не можем иметь от-
крытых траекторий системы (1.1), которые могли
бы быть устойчивыми относительно всех малых по-
воротов направления B.
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Рис. 15. Слои периодических открытых траекторий и длин-
ных замкнутых траекторий на связной паре бывших носи-

телей открытых траекторий

S1

S2
S3

Рис. 16. Три различные длинные замкнутые траектории,
возникающие на поверхности Ферми вблизи границы зоны

Ωα в области Ω′
α = Σα\Ωα

Заметим, что длинные замкнутые траектории,
возникающие вблизи границы зоны устойчивости
Ωα, имеют весьма специальную форму, представлен-
ную на рис. 16. Таким образом, здесь должны при-
сутствовать три разных «набора» длинных замкну-
тых траекторий по числу неэквивалентных слоев су-
щественно различных замкнутых траекторий на по-
верхности Ферми.

Можно написать приближенное равенство

S1 ≈ S2 + S3

для площадей, ограниченных траекториями, пока-
занными на рис. 16, в плоскости, ортогональной B

в p-пространстве.
Аналогично, можно также написать

T1 ≈ T2 + T3

для периодов движения по траекториям, показан-
ным на рис. 16, или

1/ω1 ≈ 1/ω2 + 1/ω3

для соответствующих циклотронных частот.
Более точно, слои длинных замкнутых траек-

торий, показанные на рис. 14, должны содержать

Рис. 17. Геометрия цилиндров длинных замкнутых траек-
торий на связной паре бывших носителей открытых траек-

торий в p-пространстве (схематично)

дополнительные особенности, возникающие на ос-
нованиях цилиндров коротких замкнутых траекто-
рий, разделяющих пары бывших носителей откры-
тых траекторий (рис. 17). Эти особенности всегда
появляются на границах сингулярных двумерных
дисков, ортогональныхB, которые в действительно-
сти невидимы при проектировании на плоскость Π.
Это на самом деле означает, что число топологиче-
ски неэквивалентных цилиндров длинных замкну-
тых траекторий (разделенных особыми траектория-
ми) на самом деле больше, чем 3. Тем не менее, если
длина замкнутых траекторий очень велика, то мы
все же можем ввести три семейства похожих длин-
ных замкнутых траекторий, соответствующих трем
существенно различным периодам T1, T2, T3, как по-
казано на рис. 17. Можно также отметить, что ко-
гда длинные замкнутые траектории становятся ко-
роче, мы должны иметь «расщепление» периодов
T1, T2, T3 на большее множество {Ti}, соответству-
ющее числу экстремальных траекторий на всех то-
пологически различных цилиндрах замкнутых тра-
екторий, описанных выше.

Можно также показать, что в случае, когда чис-
ло неэквивалентных цилиндров, соединяющих быв-
шие носители открытых траекторий, равно 2, можно
ввести пять периодов T1, T2, T3, T4, T5 (число ци-
линдров длинных замкнутых траекторий на самом
деле больше), которые можно пронумеровать таким
образом, что мы можем написать соотношения

T4 ≈ T2 + T3, T5 ≈ T1 + T2 + T3 (2.1)

или
S4 ≈ S2 + S3, S5 ≈ S1 + S2 + S3. (2.2)

Как мы уже говорили, такая ситуация может
возникнуть в особых областях в области Ω′

α (облас-
ти II на рис. 12д,е,ж), разделенных специальными
кривыми, наблюдаемыми при изучении осцилляци-
онных явлений на высоких частотах (Ω ≈ ωB). Сле-
дует также отметить, что соотношения (2.1) и (2.2)

9 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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могут быть записаны только для достаточно длин-
ных замкнутых траекторий, и здесь мы также долж-
ны наблюдать расщепление периодов T1, T2, T3, T4,
T5 на большее множество, когда траектории стано-
вятся короче. Теоретически мы можем рассмотреть
и еще более сложные случаи, когда число типичных
периодов может быть еще больше, однако они в дей-
ствительности весьма маловероятны для реальных
металлов. В частности, мы всегда будем иметь си-
туацию с тремя периодами T1, T2, T3 в окрестности
«регулярных» точек первой границы зоны устойчи-
вости (области I на рис. 12д,е,ж).

3. ГЕОМЕТРИЯ ДЛИННЫХ ЗАМКНУТЫХ
ТРАЕКТОРИЙ И ПОВЕДЕНИЕ

ПРОВОДИМОСТИ В ОБЛАСТИ Ω′

Что мы можем сказать о поведении магнито-
проводимости или, в более общем плане, эффектах,
связанных с наличием сильного магнитного поля в
случае, когда направление B принадлежит области
Ω′

α = Σα\Ωα? Отметим, прежде всего, что область
Σα\Ωα всегда содержит узкий участок вблизи гра-
ницы зоны Ωα, где длина длинных замкнутых тра-
екторий очень велика. Как следствие этого, условие
τ/T � 1 в этой части, очевидно, нарушено и длин-
ные замкнутые траектории неотличимы здесь от от-
крытых траекторий с экспериментальной точки зре-
ния. Тензор проводимости (для доступных значе-
ний B) имеет здесь те же геометрические свойства,
что и в зоне устойчивости Ωα, и то же самое спра-
ведливо и для его аналитических свойств (см. [22]).
Как мы уже говорили, положение границы Ωα мо-
жет в общем случае быть установлено путем изуче-
ния особенностей явления циклотронного резонанса
(при высоких внешних частотах) или других (кван-
товых) осцилляционных явлений (см. [24]), которые
связаны с исчезновением цилиндра (коротких) за-
мкнутых траекторий на поверхности Ферми.

Как было отмечено ранее, положение второй гра-
ницы зоны устойчивости в какой-то мере не зави-
сит от положения первой границы. В частности, мы
можем иметь ситуацию, когда вторая граница зо-
ны устойчивости очень близка к ее первой границе,
так что область Ω′

α представляет собой узкую зо-
ну в окрестности границы Ωα. В этом случае пери-
од T движения электрона по длинным замкнутым
траекториям может быть очень большим и усло-
вие τ/T � 1 будет в действительности нарушено
всюду в Ω′

α (рис. 18). В этом случае можно наб-
людать первую и вторую границы зоны устойчивос-

��

��

��

��

Рис. 18. Узкие зоны Ω′
α, Ω′

β (розовые) внутри «экспери-
ментально наблюдаемых» зон устойчивости Ω̂α, Ω̂β (схе-

матично)

ти лишь с помощью изучения осцилляционных яв-
лений внутри экспериментально наблюдаемой зоны
устойчивости Ω̂α.

Заметим здесь, что в стандартной постановке
экспериментального исследования явления цикло-
тронного резонанса часто удобно выбирать направ-
ление электрического поля Einc в падающей волне
ортогональным направлению постоянного магнит-
ного поля B. В этом случае конечные точки на
«тривиальных» цилиндрах замкнутых траекторий
(рис. 6) не дают вклада в картину осцилляций, по-
этому только экстремальные траектории на тополо-
гически нетривиальных цилиндрах замкнутых тра-
екторий привносят осциллирующие члены в зави-
симость физических величин от величины B (или
Ω). Если предположить, что каждый топологически
нетривиальный цилиндр замкнутых траекторий со-
держит только одну экстремальную траекторию, то
число осциллирующих членов внутри зоны устой-
чивости должно быть в точности g − 1, где g — род
поверхности Ферми.

Как было указано в работе [24], картина осцил-
ляций должна испытывать резкие изменения на гра-
нице любой зоны устойчивости из-за исчезновения
цилиндра замкнутых траекторий при пересечении
границы Ωα на угловой диаграмме. Так, для поверх-
ности Ферми рода 3 мы должны наблюдать быст-
рую трансформацию картины, содержащей два ос-
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Рис. 19. Трансформация картины осцилляций циклотрон-
ного резонанса на внутренней и внешней границах узкой
зоны Ω′

α вокруг зоны устойчивости Ωα для поверхности
Ферми рода 3. (Направление электрического поля в пада-
ющей волне ортогонально направлению постоянного маг-

нитного поля B)

циллирующих члена, к картине, содержащей толь-
ко один осциллирующий член, на первой границе
зоны устойчивости. Если предположить теперь, что
вторая граница очень близка к первой границе зо-
ны устойчивости, а длинные замкнутые траектории
не дают никакого вклада в осцилляционные явле-
ния внутри области Σα\Ωα, то мы должны ожи-
дать быструю трансформацию картины, содержа-
щей только один осциллирующий член, к картине,
не содержащей осциллирующих членов, на второй
границе зоны устойчивости Ωα (рис. 19). Для по-
верхностей Ферми более высоких родов картина ос-
цилляций должна быть более сложной. Для сравне-
ния, для поверхности Ферми рода 4 мы должны на-
блюдать быструю трансформацию картины, содер-
жащей три осциллирующих члена, к картине, содер-
жащей два осциллирующих члена, на первой грани-
це зоны устойчивости и быструю трансформацию
картины, содержащей два осциллирующих члена, к
картине, содержащей только один осциллирующий
член, на второй границе (рис. 20). Отметим также,
что изображения, представленные на рис. 19, 20, мо-
гут быть несколько схематичными по своему харак-
теру, так как форма колебаний в осциллирующих
членах может быть различной в разных ситуациях.

Еще одной особенностью, которая может возник-
нуть на сложных поверхностях Ферми, является ис-
чезновение дополнительных цилиндров замкнутых
траекторий между первой и второй границами зо-
ны устойчивости (рис. 12д,е,ж). В этом случае пол-

�

�

�

�
1/B

1/B

1/B

1/B

Рис. 20. Трансформация картины осцилляций циклотрон-
ного резонанса на внутренней и внешней границах узкой
зоны Ω′

α вокруг зоны устойчивости Ωα для поверхности
Ферми рода 4. (Направление электрического поля в пада-
ющей волне ортогонально направлению постоянного маг-

нитного поля B)

�

�

�

�

�

�

1/B

1/B

1/B

1/B

1/B

1/B

Рис. 21. Трансформация картины осцилляций циклотрон-
ного резонанса на внутренней границе, специальной кри-
вой внутри зоны Ω′

α и внешней границе узкой зоны Ω′
α во-

круг зоны устойчивости Ωα для поверхности Ферми рода 4.
(Направление электрического поля в падающей волне ор-
тогонально направлению постоянного магнитного поля B)
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Рис. 22. (В цвете онлайн) Области Ω′
α = Σα\Ωα,

Ω′
β = Σβ\Ωβ (розовые), имеющие «промежуточные» раз-

меры на угловой диаграмме (схематично)

ная картина трансформаций циклотронных осцил-
ляций, вызванных вращением B, может напоминать
ситуацию, показанную на рис. 21.

Как мы уже сказали, в случае узкой области
Ω′

α = Σα\Ωα, целиком лежащей в экспериментально
наблюдаемой зоне устойчивости Ω̂α, резкие транс-
формации осцилляционной картины, аналогичные
показанным на рис. 19–21, дают единственное сви-
детельство существования первой и второй границ
зоны устойчивости Ωα.

Мы можем теперь рассмотреть «промежуточную
ситуацию», когда длинные замкнутые траектории в
области Ω′

α могут иметь «промежуточную длину»,
так что мы имеем отношения

T−1 
 ωB =
eB

m∗c
,

τ

T
� 1, (3.1)

где T — период движения электрона по длинной
замкнутой траектории. Это означает, что область
Ω′

α имеет лишь частичное пересечение с «экспе-
риментально наблюдаемой» зоной устойчивости Ω̂α

(рис. 22), и мы можем наблюдать некоторые специ-
альные особенности поведения проводимости в об-
ласти Ω′

α.
Легко видеть, что здесь мы должны наблюдать

особую картину осцилляционных явлений (класси-
ческих или квантовых), связанных с длинными за-
мкнутыми траекториями, возникающими в Ω′

α. Об-
судим здесь особо картину осцилляций циклотрон-
ного резонанса, связанную с замкнутыми траекто-
риями, удовлетворяющими условию (3.1).

B

Рис. 23. Движение электрона через скин-слой в x-
пространстве, соответствующее движению по длинным за-

мкнутым траекториям в области Ω′
α

В стандартной постановке экспериментального
исследования явления циклотронного резонанса мы
предполагаем, что магнитное поле B параллельно
поверхности металлического образца, и мы исследу-
ем поведение поверхностного тока в поле падающей
электромагнитной волны. Взаимодействие электро-
нов с волновым полем происходит в узком скин-слое,
который обычно намного меньше размера циклот-
ронной орбиты в x-пространстве. В общем случае
длинные замкнутые траектории наклонены относи-
тельно поверхности образца в x-пространстве, по-
этому мы имеем картину движения электрона через
скин-слой, схематически представленный на рис. 23.
Можно видеть, что в x-пространстве траектория
электрона имеет в общем случае также дрейф вдоль
направления B. Заметим здесь, что для длинных за-
мкнутых траекторий этот дрейф на самом деле до-
вольно мал, так как среднее значение vzgr близко к
нулю на траекториях этого типа. (Строго говоря,
это свойство может быть в действительности нару-
шено для очень сложных поверхностей Ферми очень
высоких родов.)

Согласно стандартной теории циклотронного ре-
зонанса (см., например, [7, 25–28]), каждая экстре-
мальная замкнутая траектория дает осциллирую-
щий член в поверхностную проводимость (в ситу-
ации аномального скин-эффекта), который вызван
совпадением частоты падающей волны Ω со значе-
ниями 2πn/Ti, n ∈ N, где Ti — время обращения
электрона по экстремальной замкнутой траектории.
Можно видеть тогда, что каждая экстремальная
замкнутая траектория дает осциллирующий вклад
Δiσ(Ω) в поверхностную проводимость с периодом

ΔiΩ = 2πT−1
i .

Эквивалентно, эти вклады можно рассматривать
как осциллирующие функции 1/B при фиксирован-
ном значении Ω, имеющие периоды, определяемые
геометрией замкнутых экстремальных траекторий в
p-пространстве.
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Мы видим, однако, что в случае длинных за-
мкнутых траекторий, возникающих вблизи грани-
цы зоны устойчивости, все траектории, принадле-
жащие одному и тому же слою (за исключением
траекторий, очень близких к сингулярным), соот-
ветствуют почти одинаковой величине периода Ti.
Как следствие этого, осциллирующие члены в этом
случае создаются фактически целыми слоями длин-
ных замкнутых траекторий и представляют вклады
конечных частей поверхности Ферми. В простейшей
ситуации, описанной выше, слои длинных замкну-
тых траекторий должны давать три осциллирую-
щих члена с тремя разными периодами, удовлетво-
ряющими условию

(Δ1Ω)
−1

= (Δ2Ω)
−1

+ (Δ3Ω)
−1

или(
Δ1

(
1

B

))−1

=

(
Δ2

(
1

B

))−1

+

(
Δ3

(
1

B

))−1

.

К осциллирующим членам, соответствующим
длинным замкнутым траекториям, должны быть в
действительности добавлены осциллирующие чле-
ны, приходящие от коротких экстремальных за-
мкнутых траекторий, возникающих на поверхности
Ферми. Нетрудно видеть, однако, что осцилляции,
задаваемые длинными замкнутыми траекториями,
должны в действительности наблюдаться на более
низких частотах по сравнению с осцилляциями, за-
данными короткими экстремальными траектория-
ми. Действительно, первые пики осцилляций, по-
рождаемых длинными замкнутыми траекториями,
возникают на частотах

Ω1,2,3 = 2π/T1,2,3,

которые должны быть намного меньше ωB соглас-
но (3.1).

Укажем здесь еще одну особенность вклада
длинных замкнутых траекторий в поверхностную
проводимость в сильных магнитных полях. Как уже
говорилось, осцилляции, вызванные длинными за-
мкнутыми траекториями, создаются конечными ча-
стями поверхности Ферми. В то же время осцилля-
ции, создаваемые короткими траекториями, задают-
ся вкладами экстремальных траекторий на поверх-
ности Ферми, удовлетворяющими условию

dTi/dpz = 0.

Можно видеть тогда, что осциллирующие чле-
ны, соответствующие длинным замкнутым траекто-
риям, могут иметь большую амплитуду по сравне-
нию со стандартной ситуацией из-за упомянутого

выше эффекта. В то же время мы можем видеть, что
часть времени, проведенного электронами в скин-
слое (рис. 23), должна быть дополнительно умноже-
на в этом случае на малый параметр rB/L, где L —
длина длинной замкнутой траектории в x-простран-
стве. Таким образом, два рассмотренных выше эф-
фекта фактически играют друг против друга в си-
туации, представленной на рис. 23. Отметим также,
что в области высоких частот Ω ∼ ωB первый эф-
фект исчезает, так как типичная вариация периода
на каждом цилиндре замкнутых траекторий имеет
в действительности порядок ΔTi ∼ 1/ωB. Легко ви-
деть, что эта вариация имеет небольшое относитель-
ное значение в диапазоне 1/ωB 
 1/Ω, тем не менее,
она становится важной, если Ω ∼ ωB. В результате
можно ожидать, что осциллирующие члены, отве-
чающие длинным замкнутым траекториям, имеют
довольно малую амплитуду (или почти невидимы)
в области Ω ∼ ωB.

Другой отличительной особенностью осцилля-
ций, отвечающих длинным замкнутым траектори-
ям, является то, что изменение картины осцил-
ляций не имеет здесь резкого характера с изме-
нениями набора соответствующих периодов (ска-
жем, (T1, T2, T3)), вызванного реконструкциями сло-
ев таких траекторий при смещениях направления
B. Действительно, нетрудно видеть, что вклад ис-
чезающего слоя длинных замкнутых траекторий
стремится к нулю вместе с площадью, покрывае-
мой соответствующими траекториями на поверхно-
сти Ферми. Ситуация является совершенно иной для
осциллирующих членов, вызванных экстремальны-
ми замкнутыми траекториями, так как траектории
такого типа остаются почти неизменными вплоть до
исчезновения соответствующего цилиндра замкну-
тых траекторий.

Обсудим также ситуацию, когда мы тем не менее
предполагаем, что в области Ω � ωB осцилляции,
порождаемые длинными и короткими замкнутыми
траекториями, могут сосуществовать, и мы имеем
картину осцилляций, заданную суммой осцилляций
обоих видов. Легко видеть, что осцилляции, порож-
денные длинными замкнутыми траекториями, име-
ют гораздо меньший период, чем осцилляции второ-
го типа, поэтому мы можем отделить эти осцилли-
рующие члены от слагаемых, порожденных корот-
кими замкнутыми траекториями. Так, любая про-
цедура локального усреднения колебаний на графи-
ке σ(Ω) (или σ(1/B)) на соответствующей длине бу-
дет подавлять осцилляции первого происхождения
и оставит чистую картину осцилляций второго ти-
па. В результате та же схема определения второй
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Рис. 24. Разделение области Ω′
α на части, соответству-

ющие различным значениям T1, T2, T3, между первой и
второй границами зоны устойчивости (очень схематично)

границы зоны устойчивости Ωα, основанная на кар-
тинах, аналогичных рис. 19, 20, может применять-
ся также в «промежуточной ситуации» (3.1) без су-
щественных изменений. Отметим, что то же самое
справедливо и в ситуации наличия «внутренних гра-
ниц» внутри области Ω′

α и появления большего чис-
ла больших периодов (T1, T2, T3, T4, T5) вблизи гра-
ницы зоны устойчивости.

Разделение области Ω′
α на «островки», соответ-

ствующее разным значениям T1, T2, T3, на самом
деле довольно сложно, поскольку плотность «ост-
ровков» становится бесконечной вблизи первой гра-
ницы зоны устойчивости (рис. 24). В то же вре-
мя видно, что соответствующая часть Ω′

α принад-
лежит обычно экспериментально наблюдаемой зоне
устойчивости Ω̂α, поэтому соответствующие длин-
ные замкнутые траектории на самом деле неотличи-
мы здесь от открытых траекторий в эксперименте.

В той части области Ω′
α, которая не принадле-

жит зоне Ω̂α, границы островков, соответствующих
разным значениям T1, T2, T3, могут быть обнару-
жены приблизительно путем наблюдения изменений
картины циклотронного резонанса в частотном диа-
пазоне, соответствующем вкладу длинных замкну-
тых траекторий. Как мы уже говорили, изменения
картины осцилляций здесь не имеют резкой формы
на соответствующих границах.

В общем случае значения T1, T2, T3 являются
непредсказуемыми, тем не менее, кое-что о поведе-
нии этих значений при пересечении границы между
двумя разными островками в Ω′

α можно сказать.
Определим теперь «вертикальные» и «горизон-

тальные» отклонения направления B на угловой
диаграмме вблизи границы зоны устойчивости. Мы
будем называть отклонение направления B в обла-
сти Ω′

α «вертикальным», если оно не меняет направ-
ления пересечения плоскости, ортогональной B, и
целочисленной плоскости Γα (стрелка I на рис. 24).

Легко видеть, что «вертикальные» отклонения на-
правлений B не меняют средних направлений пря-
мых полос и могут изменять только их ширины (и
диаметры окружностей) на диаграмме рис. 13. Лег-
ко видеть также, что в окрестности первой грани-
цы зоны устойчивости диаметры окружностей на
рис. 13 растут, если мы поворачиваем B от грани-
цы Ωα, и уменьшаются, если мы поворачиваем B в
сторону границы.

Точно так же мы определяем «горизонтальные»
отклонения направленияB в Ω′

α, которые не меняют
диаметров окружностей и могут изменять средние
направления прямых полос на диаграмме рис. 13
(стрелка II на рис. 24).

Предположим теперь, что T1 > T2 > T3 (и T1 ≈
≈ T2+T3) в окрестности первой границы зоны устой-
чивости. Тогда мы можем утверждать, что всякий
раз, когда мы пересекаем границу между двумя ост-
ровками в Ω′

α при вертикальном отклоненииB в сто-
рону от границы зоны Ωα (стрелка I на рис. 24), мы
будем иметь одно из следующих простых преобра-
зований тройки (T1, T2, T3):

(T1, T2, T3) → (T2, T2 − T3, T3)

(если T2 − T3 > T3), или

(T1, T2, T3) → (T2, T3, T2 − T3)

(если T3 > T2 − T3).
Точно так же, всякий раз, когда мы пересекаем

границу между двумя островками при вертикаль-
ном отклонении B по направлению к границе зоны
Ωα, мы должны наблюдать одно из следующих об-
ратных преобразований тройки (T1, T2, T3):

(T1, T2, T3) → (T1 + T3, T1, T3)

или
(T1, T2, T3) → (T1 + T2, T1, T2).

Легко видеть, что значения Ti уменьшаются, ес-
ли мы смещаем направление B от границы Ωα, и
возрастают, если мы сдвигаем его к границе зоны
устойчивости. Отметим, что эта ситуация имеет ме-
сто только вблизи первой границы зоны устойчиво-
сти и может меняться на некотором расстоянии от
Ωα. В последнем случае мы можем в действитель-
ности наблюдать все приведенные выше преобразо-
вания при любом «вертикальном» отклонении на-
правления B. Нетрудно также показать, что когда
мы пересекаем границу между двумя островками в
Ω′

α при горизонтальном отклонении B (стрелка II
на рис. 24), все преобразования тройки (T1, T2, T3),
приведенные выше, являются возможными.
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Рис. 25. Более точная типичная форма длинных замкну-
тых траекторий, возникающих вблизи границы зоны устой-

чивости

Мы снова можем сказать, что приведенная вы-
ше картина сохраняет свои ключевые особенности и
в ситуации наличия внутренних границ внутри об-
ласти Ω′

α и появления большего количества боль-
ших периодов (T1, T2, T3, T4, T5) вблизи границы зо-
ны устойчивости. Заметим, что все описанные вы-
ше основные особенности классических осцилляций
имеют место также и для квантовых осцилляций (де
Гааза –Ван Альфена или Шубникова – де Гааза) в
описанной ситуации.

Среди других особенностей картины циклотрон-
ного резонанса, типичных для указанной выше
ситуации, можно отметить глубокое проникнове-
ние электрического тока и электромагнитного по-
ля внутрь металла в виде «всплесков» на доволь-
но больших расстояниях от поверхности. Действи-
тельно, из-за особой формы траекторий, показан-
ных на рис. 23, мы должны наблюдать формиро-
вание второго (и следующих) скин-слоев на рассто-
яниях порядка L, который предполагается намно-
го большим, чем значение rB. Отметим также, что
формирование скин-слоев при наличии длинных за-
мкнутых траекторий имеет в действительности и
многие другие особенности. Действительно, точная
форма длинных замкнутых траекторий достаточно
сложна и может быть схематично представлена на
рис. 25. Согласно стандартному кинетическому под-
ходу, каждая точка траектории, где скорость элек-
трона параллельна границе образца металла, созда-
ет собственный скин-слой на соответствующем рас-
стоянии от границы образца (см., например, [7,28]).
В таком случае, при наличии траекторий, показан-
ных на рис. 25, мы должны иметь довольно слож-
ную структуру множества скин-слоев внутри метал-
ла на довольно больших расстояниях от его границы
(рис. 26). Это явление можно обнаружить в экспери-
ментальном исследовании «размерных эффектов»,
таких как отсечение циклотронных резонансных ор-
бит в тонких металлических пленках в сильных маг-
нитных полях (см., например, [7, 28]).

Сделаем еще одно замечание о циклотронном ре-
зонансе на длинных замкнутых траекториях, удов-
летворяющих условию (3.1). А именно, можно рас-

Рис. 26. Скин-слои, возникающие на разных расстояниях
от границы образца при наличии длинных замкнутых тра-

екторий

смотреть также ситуацию, когда направление от-
крытых орбит в Ωα параллельно поверхности об-
разца металла в x-пространстве. Это будет автома-
тически означать, что длинные замкнутые траекто-
рии в области Ω′

α также будут ориентированы вдоль
границы металлического образца в x-пространстве
(рис. 27), что даст некоторые дополнительные осо-
бенности в картине осцилляций.

Заметим прежде всего, что ширина скин-слоя за-
висит от частоты падающей волны и мы рассматри-
ваем здесь частоты, соответствующие периодам Ti,
которые значительно меньше циклотронной часто-
ты ωB. В качестве теоретической возможности мы
могли бы рассмотреть здесь скин-слой шириной δ,
сравнимой со стандартным циклотронным радиу-
сом rB = m∗vgr/eB в металле (рис. 27). Из стан-
дартной кинетической теории циклотронного резо-
нанса следует, что в случае, показанном на рис. 27а,
первый резонансный пик (Ω = 2π/Ti) в каждом
осциллирующем члене должен иметь значительно
большую амплитуду по сравнению с другими пика-
ми. В ситуации, представленной на рис. 27б, можно
утверждать, что в каждом (из трех) осциллирую-
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а

б

Рис. 27. Длинная замкнутая траектория (проекция на
плоскость, ортогональную B), ориентированная вдоль гра-
ницы металлического образца в x-пространстве. Ситуации

δ > rB (a) и δ < rB (б)

Рис. 28. Длинная замкнутая траектория, ориентированная
вдоль границы образца металла в случае δ � rB

Рис. 29. Короткая часть длинной замкнутой траектории,
попадающая в скин-слой вблизи границы металлического

образца

щих членов четные (Ω = 4πn/Ti) резонансные пи-
ки будут сильно подавляться по сравнению с нечет-
ными (Ω = 2π(2n − 1)/Ti) резонансными пиками.
Отметим, однако, что ситуация, представленная на
рис. 27, на самом деле маловероятна в металлах и в
эксперименте следует ожидать гораздо более силь-
ного соотношения δ 
 rB . В этом случае мы долж-
ны предположить, что только некоторые «части»
траектории попадают в скин-слой, в то время как
большая ее часть лежит вне скин-слоя (рис. 28).

Более того, возвращаясь к точной форме длин-
ных замкнутых траекторий (рис. 25), можно пред-
положить, что скин-слой содержит в действитель-
ности лишь одну очень короткую часть траектории
для большинства длинных замкнутых траекторий
(рис. 29). В результате, частотный анализ зависи-
мости σ(Ω) в диапазоне Ω ∼ 2π/Ti должен фак-
тически показывать здесь ту же картину, что и в
случае «наклонных» длинных замкнутых траекто-
рий (рис. 23). В то же время картина токовых слоев
вблизи границы образца должна быть отличной от
общего случая, так как все нули величины v⊥gr распо-
ложены теперь на расстоянии порядка rB от грани-
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W
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W
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Рис. 30. Сложные длинные замкнутые траектории, возни-
кающие после пересечения второй границы зоны устойчи-

вости

цы образца. Это отличие, в частности, может быть
обнаружено при изучении «размерных эффектов» в
тонких металлических пленках, упомянутых выше.
Заметим также, что благодаря свойству 〈vzgr〉 ≈ 0 на
длинных замкнутых траекториях, требование того,
чтобы B было параллельно поверхности образца ме-
талла, может быть в действительности опущено во
многих рассмотренных здесь ситуациях.

Как мы уже говорили, одним из свойств области
Ω′

α является то, что мы не можем иметь устойчивых
открытых траекторий на поверхности Ферми при
B/B ∈ Ω′

α. Отметим здесь, что устойчивые откры-
тые траектории не появляются сразу также после
пересечения второй границы зоны устойчивости в
точках общего положения. Так, для направлений B

общего положения мы должны сначала наблюдать
появление «сложных длинных замкнутых траекто-
рий» (рис. 30) после пересечения границы Σα, кото-
рые в конечном итоге могут превращаться в откры-
тые траектории.

В общем случае можно констатировать, что пе-
ресечение второй границы зоны устойчивости при-
водит к (резкому) исчезновению одного осцилли-
рующего члена в частотном диапазоне Ω ∼ ωB

(рис. 19, 20) и появлению дополнительного осцил-
лирующего члена, соответствующего появлению но-
вого периода T ≈ Ti1 + Ti2 , в диапазоне «низких»
частот.

Одной из особенностей, возникающих при на-
личии сложных замкнутых траекторий, когда на-
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Рис. 31. Отсечение орбиты циклотронного резонанса после
пересечения второй границы зоны устойчивости в случае,
когда направление открытых траекторий в Ωα параллельно

поверхности металлического образца

правление открытых траекторий в Ωα параллель-
но поверхности металлического образца, является
формирование довольно сложной картины токовых
всплесков внутри образца металла. Другой очевид-
ной особенностью, наблюдаемой при изучении раз-
мерных эффектов, является быстрое изменение тол-
щины образца, соответствующее отсечению цикло-
тронных резонансных орбит после пересечения вто-
рой границы зоны устойчивости (рис. 31). В этой си-
туации для соответствующей толщины образца мы
должны наблюдать исчезновение осциллирующего
члена в области высоких частот Ω ∼ ωB без появ-
ления какого-либо осциллирующего члена в диапа-
зоне «низких» частот сразу после пересечения вто-
рой границы Ωα.

Наконец, рассмотрим ситуацию, когда вторая
граница зоны устойчивости далека от ее первой гра-
ницы (рис. 32). Легко видеть, что в этом случае
можно прийти к ситуации, когда «длинные замк-
нутые траектории» обретают «нормальный размер»
(порядка pF ) в p-пространстве. Осциллирующие
члены, приходящие от всех замкнутых траекторий,
теперь находятся в одном и том же диапазоне час-
тот, поэтому мы имеем, как правило, более слож-
ную картину осцилляций, чем те, которые пока-
заны на рис. 19, 20 вблизи второй границы зоны
устойчивости. Все осциллирующие члены порожда-
ются теперь экстремальными замкнутыми траекто-
риями, поэтому картина осцилляций претерпевает
здесь быструю трансформацию на каждой границе
между двумя «островками» в области Ω′

α\Ω̂α, так

��

���

��

Рис. 32. (В цвете онлайн) Большая область Ω′
α = Σα\Ωα

(розовая) на угловой диаграмме (схематично)

же, как и на второй границе зоны устойчивости (а
также за второй границей). Вероятнее всего, в этой
ситуации наиболее удобным способом отличить вто-
рую границу зоны устойчивости от границы меж-
ду двумя островками является изучение отсечения
резонансных циклотронных орбит в тонких метал-
лических образцах. Так, для соответствующей тол-
щины образца (рис. 31) мы должны наблюдать ис-
чезновение одного осциллирующего члена после пе-
ресечения второй границы зоны устойчивости, ес-
ли среднее направление открытых траекторий в Ωα

параллельно поверхности металла. В то же время,
пересекая границу между двумя островками внутри
области Ω′

α, мы должны наблюдать резкое измене-
ние периодов Ti осциллирующих членов без измене-
ния их числа.

Мы должны, безусловно, указать еще одну об-
щую особенность, характерную для поведения про-
водимости в области Ω′

α. Вернемся теперь к фор-
муле (1.2), определяющей асимптотическое поведе-
ние тензора проводимости σkl(B) внутри металли-
ческого образца в постоянном электрическом поле
(Ω = 0). Формула (1.2) дает вклад замкнутых тра-
екторий в проводимость при ωBτ � 1 и может так-
же использоваться и в той части области Ω′

α, где
выполнены условия τ � Ti. Тензор проводимости в
плоскости, ортогональной B, можно записать здесь
в виде
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σαβ =
ne2τ

m∗

(
c11(ωBτ)

−2 c12(ωBτ)
−1

−c12(ωBτ)
−1 c22(ωBτ)

−2

)
,

ωBτ → ∞,

где cαβ представляют собой некоторые безразмер-
ные константы. Константы cαβ имеют порядок 1 для
замкнутых траекторий нормального размера, одна-
ко они могут иметь очень специальные значения
для сложных протяженных траекторий. В частно-
сти, для длинных замкнутых траекторий, показан-
ных на рис. 16, 25, значения c11 и c22 существен-
но различаются, если ось x выбрана вдоль пересе-
чения плоскости Γα и плоскости, ортогональной B.
Как показывает простой анализ, значение c22 име-
ет в этом случае порядок (ωBT )

2 � 1, в то время
как константа c11 имеет порядок 1. Можно видеть
тогда, что тензор σkl(B) сохраняет в целом анизот-
ропную структуру в плоскости, ортогональной B, в
области Ω′

α с теми же геометрическими свойствами,
что и в зоне Ωα. Заметим, что значения c22 могут
широко варьироваться в пределах области Ω′

α, в то
время как константа c11 сохраняет почти одно и то
же значение в этой области. Таким образом, вторую
границу зоны устойчивости Ωα можно грубо опре-
делить также как границу, за которой проводимость
вдоль направления x в нашей специальной системе
координат может начинать существенно меняться.

Отметим теперь, что в отличие от зон устойчиво-
сти Ωα, различные области Ω′

α могут перекрывать-
ся на угловой диаграмме. Соответствующий при-
мер приведен на рис. 33, где представлены поверх-
ность Ферми в виде «тонкой пространственной се-
ти» и соответствующая ей угловая диаграмма для
магнитопроводности. Нетрудно видеть, что угловая
диаграмма содержит в этом случае шесть доволь-
но малых областей, которые соответствуют трем зо-
нам устойчивости Ω1,2,3, и шесть довольно больших
связных областей, представляющих области Ω′

1,2,3.
Области Ωα и Ω′

α покрывают всю единичную сфе-
ру, и можно легко указать области на S2, которые
покрываются двумя или даже тремя разными об-
ластями Ω′

α одновременно. Замкнутые траектории
системы (1.1) могут быть описаны в этом случае по-
разному в соответствии с разными картинами, соот-
ветствующими различным представлениям поверх-
ности Ферми. В общем случае длинные замкнутые
траектории в области, покрытой двумя разными об-
ластями Ω′

α, Ω′
β , могут простираться только в одном

целочисленном направлении (в p-пространстве), за-
данном пересечением плоскостей Γα и Γβ . Точно
так же в области, покрываемой тремя (или более)
областями Ω′

α, мы не должны ожидать появления

�1�2 �2

�3

�3

2 2

2+3

2+3

2+3

2+3

1+3

1+3

1+2+3

1+2+3
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1+2+3

3

3

1+2 1+2

Рис. 33. Ферми-поверхность в виде «тонкой простран-
ственной сети» и соответствующая ей угловая диаграмма

замкнутых траекторий, простирающихся в каком-
либо специальном направлении, если соответствую-
щие плоскости Γα не имеют общего целочисленного
вектора в p-пространстве. Нетрудно видеть, что по-
следняя ситуация может возникнуть только на зна-
чительном удалении от границ зон устойчивости,
где длинные замкнутые траектории исчезают в ре-
зультате описанных выше перестроек.

Заметим, что можно также в общем случае иметь
ситуацию, когда вторая граница фактически отсут-
ствует на угловой диаграмме. Это будет означать,
что зона Σα покрывает всю сферу S2 и зона устой-
чивости Ωα представляет собой единственную зону
устойчивости на угловой диаграмме. Возможна так-
же ситуация, когда область Ω′

α связывает противо-
положные части зоны Ωα, но соответствующая зона
Σα не покрывает всю сферу S2.
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4. ГРАНИЦЫ ЗОН УСТОЙЧИВОСТИ И
ГЛОБАЛЬНАЯ СТРУКТУРА УГЛОВОЙ

ДИАГРАММЫ

В этом разделе мы рассмотрим некоторые осо-
бенности глобальной структуры угловой диаграм-
мы и ее связь с типами границ зон устойчивости.
Наше рассмотрение будет носить несколько тополо-
гический характер и будет в значительной степени
связано с поведением холловской проводимости на
угловой диаграмме.

Отметим сразу, что холловская проводимость в
металлах традиционно связана с концентрацией и
типом носителей тока в металле, в частности, она
может иметь положительный или отрицательный
знак в зависимости от типа поверхности Ферми.
В большинстве случаев эта классификация носите-
лей в действительности используется для металлов
в присутствии внешнего магнитного поля в случае,
когда на поверхности Ферми присутствуют только
замкнутые траектории. Нам понадобятся, однако,
несколько более точные формулировки о поведении
холловской проводимости в этой ситуации, поэтому
ниже мы рассмотрим этот вопрос более подробно.

Предположим, что поверхность Ферми представ-
лена гладкой (связной или несвязной) 3-периодичес-
кой поверхностью в p-пространстве, заданной урав-
нением

ε(p) = εF (4.1)

для некоторой периодической функции ε(p).
Предположим теперь, что поверхность Ферми

(4.1) содержит только замкнутые (в p-простран-
стве) траектории системы (1.1) при некотором фик-
сированном направлении B. Предположим также,
что направление B не является чисто рациональ-
ным, т. е. плоскость, ортогональная B, не порожда-
ется двумя векторами обратной решетки в p-про-
странстве. В этом случае во всех плоскостях, орто-
гональных B, будем иметь одну из следующих си-
туаций:

I) область больших значений энергии ε(p) > εF
представляет собой «море» в плоскости, ортогональ-
ной B, в то время как области меньшей энергии
ε(p) < εF представляют собой конечные «острова»
в этом море («острова» могут содержать «озера»
больших значений энергии и т. д., рис. 34a).

II) область меньших значений энергии ε(p) < εF
представляет собой «море» в плоскости, ортогональ-
ной B, в то время как области большей энергии
ε(p) > εF представляют собой конечные «острова»
в этом море («острова» могут содержать «озера»
меньших значений энергии и т. д., рис. 34б).
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Рис. 34. Две возможные картины траекторий электронов
в плоскостях, ортогональных B, в случае, когда поверх-
ность Ферми содержит только замкнутые траектории в p-

пространстве

При выполнении сформулированных выше усло-
вий тип ситуации (I или II) не зависит от плоскости,
ортогональной B, и является локально устойчивым
относительно малых вращений B. В то же время
картина может измениться после большого отклоне-
ния направления B для сложных поверхностей Фер-
ми. Тогда в общем случае можно определить облас-
ти на угловой диаграмме, соответствующие нали-
чию только замкнутых траекторий на поверхности
Ферми и описываемые одной из приведенных выше
картин. Нетрудно видеть также, что любые две об-
ласти, соответствующие различным типам картин,
описанных выше, должны быть разделены зонами,
соответствующими наличию открытых траекторий
на поверхности Ферми.

Если все траектории системы (1.1) замкнуты, то
тензор проводимости σkl(B) можно представить в
виде регулярного ряда по степеням (ωBτ)

−1 в пре-
деле ωBτ → ∞ (см., например, [7,27,28]) и написать
для его главных членов

σαβ =

(
a11(ωBτ)

−2 a12(ωBτ)
−1

−a12(ωBτ)
−1 a22(ωBτ)

−2

)
,

ωBτ → ∞ (4.2)

в плоскости, ортогональной B.
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Рис. 35. Периодическая сеть особых траекторий, которая
может возникать для чисто рациональных направлений B

Для величины σ12 = a12(ωBτ)
−1 можно исполь-

зовать формулу

σ12 =
ec

B
(ne − nh) , (4.3)

где ne и nh представляют собой соответственно
«концентрацию электронов» и «концентрацию ды-
рок». Принимая во внимание спиновые переменные,
значения ne и nh можно определить как

ne = 2Ve/(2π�)
3, nh = 2Vh/(2π�)

3,

где Ve и Vh — объемы, ограниченные всеми неэк-
вивалентными цилиндрами замкнутых траекторий
электронного и дырочного типов в p-пространстве.

Таким образом, можно написать формулу для
σ12 в одной из следующих форм:

σ12 =
2ec

(2π�)3B
V− (ситуация I), (4.4)

σ12 = − 2ec

(2π�)3B
V+ (ситуация II), (4.5)

где V− и V+ — объемы, определенные условиями
ε(p) < εF и ε(p) > εF в зоне Бриллюэна.

Таким образом, можно отнести даже протяжен-
ную поверхность Ферми к электронному или ды-
рочному типу, если она содержит только замкнутые
траектории системы (1.1), и это свойство устойчиво
при малых вращениях B. Величина σ12B в силь-
ных магнитных полях постоянна для данного типа
поверхности Ферми и определяется формулой (4.4)
или (4.5). Отметим еще раз, что для протяженных
поверхностей Ферми их тип может зависеть от на-
правления B и не определен, если поверхность Фер-
ми содержит открытые траектории системы (1.1).

Заметим теперь, что описанная выше картина
может быть неверной, если направление B0 явля-
ется чисто рациональным. А именно, в этом слу-
чае возможна ситуация, когда поверхность Ферми

B

Рис. 36. Картины разных типов (I или II), возникающие
в разных плоскостях, ортогональных B, для специального

рационального направления B

содержит только замкнутые траектории системы
(1.1), однако типы картин, возникающих в плос-
костях, ортогональных B0, могут быть различны-
ми в разных плоскостях. «Слои» плоскостей, соот-
ветствующих разным типам (I или II), разделяют-
ся специальными плоскостями в p-пространстве, со-
держащими «периодические сети» особых траекто-
рий системы (1.1) (рис. 35). В этом случае ни одна
из формул (4.4), (4.5) не может использоваться для
величины σ12, хотя формула (4.3) является верной и
в этой ситуации. Нетрудно видеть в действительно-
сти, что соответствующее направление B0 принад-
лежит в этом случае зоне устойчивости с тополо-
гическими числами, определяемыми плоскостью Γ0,
ортогональной B0. В результате любое небольшое
отклонение направления B вызывает появление от-
крытых траекторий на поверхности Ферми, что пре-
пятствует определению ее типа.

Описанную выше ситуацию можно рассматри-
вать в некотором смысле как ситуацию, противопо-
ложную той, где направление B лежит вне любой из
зон устойчивости. Как мы уже сказали, в последнем
случае можно однозначно определить тип поверх-
ности Ферми (электронный или дырочный тип) да-
же для протяженных поверхностей Ферми в p-про-
странстве.

Пример поверхности, упомянутой выше, можно
легко построить, если мы рассмотрим довольно про-
стую поверхность Ферми (ранга 3) и магнитное по-
ле с направлением (001) в базисе обратной решетки
(рис. 36). Соответствующее направлениеB0 принад-
лежит в этом случае зоне устойчивости с топологи-
ческими числами, соответствующими плоскости Γ0,
ортогональной ẑ. В то же время для направления
B0 = (001) открытые траектории отсутствуют и су-
ществуют только замкнутые или сингулярные тра-
ектории на поверхности Ферми.

1204



ЖЭТФ, том 154, вып. 6 (12), 2018 Вторая граница зон устойчивости. . .

Таким образом, описанная выше особая ситуа-
ция в некотором смысле является исключительной
и соответствует только специальным изолирован-
ным направлениям B. В то же время эта ситуа-
ция может быть довольно частой в экспериментах,
поскольку она соответствует центральным точкам
наиболее симметричных зон устойчивости на угло-
вой диаграмме. В результате, она может появляться
довольно часто из-за специальной постановки экспе-
римента. В силу этого обстоятельства мы должны,
таким образом, рассматривать этот случай наравне
с общими случаями I и II.

Заметим теперь, что для многих поверхностей
Ферми может иметь место ситуация, когда мы на-
блюдаем только случай I или случай II всюду за
пределами зон устойчивости на угловой диаграм-
ме. Эта ситуация возникает, когда все зоны устой-
чивости имеют первые границы (простые или слож-
ные), соответствующие исчезновению цилиндров за-
мкнутых траекторий одного и того же (электрон-
ного или дырочного) типа. Действительно, всякий
раз, когда область Ω′

α = Σα\Ωα отделена от зоны
Ωα линией, соответствующей исчезновению цилин-
дра замкнутых траекторий определенного типа, ре-
ализуется ситуация I или II противоположного ти-
па на поверхности Ферми для любого направления
B/B ∈ Ω′

α общего положения. В частности, поверх-
ность Ферми не меняет своего типа при перестрой-
ке замкнутых траекторий внутри области Ω′

α, опи-
санных в предыдущей главе. Такая же ситуация со-
храняется и после пересечения второй границы зо-
ны устойчивости, описанного в предыдущей главе. В
частности, описанная выше ситуация должна иметь
место для угловых диаграмм, содержащих только
конечное число зон устойчивости, которые не делят
сферу S2 на несвязанные области (рис. 37).

Назовем здесь угловые диаграммы, соответству-
ющие приведенной выше ситуации, угловыми диа-
граммами типа А. Таким же образом мы можем на-
звать протяженную поверхность Ферми поверхнос-
тью Ферми типа А, если она имеет угловую диа-
грамму типа А.

В то же время ситуация, когда угловая диаграм-
ма имеет различные области, в которых может на-
блюдаться как ситуация I, так и ситуация II, на по-
верхности Ферми, также соответствует общему слу-
чаю. В частности, такая ситуация должна возникать
всякий раз, когда хотя бы одна зона устойчивости
имеет составную границу, такую, что ее разные час-
ти соответствуют исчезновению цилиндров замкну-
тых траекторий разных (электронных или дыроч-
ных) типов. Действительно, нетрудно видеть, что

Рис. 37. «Простая» угловая диаграмма, содержащая толь-
ко конечное число зон устойчивости и соответствующая
картине одного и того же типа (I) на поверхности Фер-
ми за пределами зон устойчивости (схематично, показаны

только математические границы зон устойчивости)

связные компоненты области Ω′
α, смежные с соот-

ветствующими частями первой границы Ωα, пред-
ставляют собой области, соответствующие различ-
ным картинам (I или II) на поверхности Ферми.
Пример такой поверхности Ферми может быть пред-
ставлен рис. 10. Так, если мы изобразим обе области
Ωα и Σα для представления поверхности Ферми, со-
ответствующего рис. 10, то мы увидим, что возни-
кают разные картины (I или II) в разных связных
частях области Ω′

α = Σα\Ωα (рис. 38).
Как было отмечено, тип картины замкнутых

траекторий на поверхности Ферми не меняется сра-
зу после пересечения второй границы зоны устой-
чивости, поэтому области I и II на рис. 38 долж-
ны быть в действительности расширены за преде-
лы зоны Σα и представляют собой в действительно-
сти большие области на угловой диаграмме. В об-
щем случае ситуации I и II могут сосуществовать
на угловой диаграмме, если соответствующие обла-
сти разделены множествами зон устойчивости, ко-
торые могут иметь довольно сложную структуру в
общей ситуации. Таким образом, следует ожидать,
что полные области, соответствующие режимам I и
II, должны быть разделены на угловой диаграмме
цепочками зон устойчивости, которые при деталь-
ном рассмотрении могут выглядеть довольно нетри-
виально. В частности, эти цепочки должны начи-
наться в угловых точках зоны устойчивости и мо-
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Рис. 38. Пример поверхности Ферми и зоны устойчиво-
сти с составной границей, определяемой исчезновением
цилиндров замкнутых траекторий разных типов на раз-
ных ее частях. Мы имеем здесь различные ситуации (I или
II), возникающие на поверхности Ферми в разных связных

компонентах области Σα\Ωα

жет наблюдаться ситуация, когда следующая зона
устойчивости просто примыкает к угловой точке,
и ситуация, когда бесконечное множество мельчай-
ших зон устойчивости концентрируется вблизи уг-
ловой точки. Первая ситуация соответствует случаю
необщего положения (когда направление B в угло-
вой точке соответствует появлению периодических
траекторий на поверхности Ферми), в то время как
вторая ситуация является основной (и соответствует
случаю, когда направление B в угловой точке соот-
ветствует иррациональному среднему направлению
открытых траекторий). В общем случае области, со-
ответствующие режимам I и II, разделены областя-
ми, содержащими бесконечное число уменьшающих-
ся зон устойчивости, которые сосредоточены вдоль
некоторых кривых на угловой диаграмме (рис. 39).

I

III

II

��

Рис. 39. Схематическое изображение угловой диаграммы,
содержащей области, соответствующие различным режи-
мам (I и II) на поверхности Ферми (очень схематично, по-
казаны только границы конечного числа зон устойчивости)
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Рис. 40. Схематичное представление хаотической траекто-
рии системы (1.1) в плоскости, ортогональной B

Заметим здесь, что области концентрации мел-
ких зон устойчивости могут также содержать специ-
альные направления B, которые соответствуют по-
явлению на поверхности Ферми более сложных хао-
тических траекторий. Поведение таких траекторий
в плоскости, ортогональной B, может быть схема-
тически представлено рис. 40 и напоминает случай-
ное блуждание на плоскости. В результате, прово-
димость в сильных магнитных полях также имеет
весьма специальное поведение в пределе ωBτ → ∞
для соответствующих направленийB [21]. Кроме то-
го, поведение устойчивых открытых траекторий в
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Рис. 41. Схематическое представление устойчивой откры-
той траектории системы (1.1) в плоскости, ортогональной

B, для маленькой зоны устойчивости

малых зонах устойчивости имеет в действительно-
сти особенности как регулярного, так и хаотическо-
го поведения, в зависимости от временных масшта-
бов (рис. 41). В результате, проводимость в сильных
магнитных полях может также проявлять особенно-
сти как регулярного, так и особого поведения в за-
висимости от значения ωBτ . Назовем угловые диа-
граммы, содержащие области, соответствующие как
ситуации I, так и ситуации II, угловыми диаграмма-
ми типа B.

Заметим теперь, что здесь мы рассмотрели ситу-
ацию, когда поверхность Ферми представлена соот-
ношением εs(p) = εF для некоторого дисперсионно-
го закона εs(p). В общем случае можно ожидать, что
полная поверхность Ферми задается объединением
нескольких компонент, соответствующих несколь-
ким дисперсионным соотношениям. В этом случае
мы всегда будем предполагать, что разные компо-
ненты поверхности Ферми не пересекаются друг с
другом.

Довольно часто мы можем в действительности
иметь ситуацию, когда «протяженная» часть по-
верхности Ферми задается только одной компонен-
той εs0(p) = εF , в то время как остальные компонен-
ты являются компактными в p-пространстве. Легко
видеть, что в этом случае угловая диаграмма про-
водимости полностью определяется дисперсионным
соотношением εs0(p). Единственное различие, воз-
никающее здесь, состоит в том, что формулы (4.4),
(4.5) для холловской проводимости вне зон устой-
чивости должны быть теперь заменены их суммой
по всем необходимым дисперсионным соотношени-
ям. Таким образом, угловая диаграмма имеет тип
A, если холловская проводимость может принимать
только одно постоянное значение (при фиксирован-
ном значении B, ωBτ � 1) всюду за пределами зон

устойчивости, и угловая диаграмма имеет тип B, ес-
ли она может принимать два разных значения вне
зон устойчивости.

В общем случае можно предположить, что про-
тяженная часть поверхности Ферми представлена
несколькими протяженными компонентами εs(p) =

= εF , соответствующими разным дисперсионным
соотношениям εs(p). Легко видеть, что полная уг-
ловая диаграмма проводимости дается суперпози-
цией угловых диаграмм для соответствующих дис-
персионных соотношений. Важно, что при сформу-
лированных выше требованиях зоны устойчивости
для разных дисперсионных соотношений могут пе-
рекрываться только в том случае, если они соот-
ветствуют одним и тем же топологическим числам,
определяющим средние направления открытых тра-
екторий. В результате, на самом деле можно опи-
сать полную угловую диаграмму в тех же терми-
нах, что и угловую диаграмму для конкретного дис-
персионного соотношения, если допустить, что неко-
торые зоны устойчивости могут иметь «составную»
структуру, но те же основные особенности поведе-
ния проводимости, что и «простые» зоны устойчиво-
сти. Здесь естественно сказать, что полная угловая
диаграмма имеет тип B, если по крайней мере одна
протяженная компонента поверхности Ферми имеет
угловую диаграмму типа B. Можно также видеть,
что угловая диаграмма имеет тип B, если холлов-
ская проводимость может принимать как минимум
два разных значения (при фиксированном значении
B, ωBτ � 1) вне полных зон устойчивости на угло-
вой диаграмме.

5. ПОЛНАЯ УГЛОВАЯ ДИАГРАММА
ЗАКОНА ДИСПЕРСИИ И ВТОРЫЕ

ГРАНИЦЫ ЗОН УСТОЙЧИВОСТИ ДЛЯ
НОРМАЛЬНЫХ МЕТАЛЛОВ

В этом разделе мы сделаем несколько замеча-
ний о связи между полной угловой диаграммой для
закона дисперсии и объектами, рассмотренными в
предыдущих разделах. Полная угловая диаграмма
для закона дисперсии (дисперсионного соотноше-
ния) была введена Дынниковым в работе [18] и мо-
жет быть описана следующим образом.

Рассмотрим произвольное дисперсионное соот-
ношение, заданное 3-периодической функцией ε(p)

в p-пространстве, удовлетворяющей условию εmin ≤
≤ ε(p) ≤ εmax. Зафиксируем произвольное направ-
ление B и рассмотрим уровни энергии ε(p) = const,
содержащие незамкнутые траектории системы (1.1).
Тогда уровни энергии, содержащие незамкнутые
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Рис. 42. Угловая диаграмма для всего дисперсионного со-
отношения (очень схематично, показано только конечное
число зон устойчивости Ω∗

α и «хаотических направлений»)

траектории системы (1.1), представляют собой ли-
бо связный интервал

ε1(B/B) ≤ ε ≤ ε2(B/B),

либо только одну изолированную точку ε =

= ε0(B/B).
Всякий раз, когда незамкнутые траектории по-

являются в конечном энергетическом интервале
[ε1(B/B), ε2(B/B)], все неособые открытые траекто-
рии системы (1.1) имеют регулярную форму, пока-
занную на рис. 2, с одним и тем же средним направ-
лением, заданным пересечением плоскости, ортого-
нальной B, и некоторой целочисленной плоскости Γ

в p-пространстве.
Открытые траектории и целочисленная плос-

кость Γ являются устойчивыми относительно малых
вращений B, так что полный набор направлений B,
соответствующих одной и той же плоскости Γ, пред-
ставляет собой конечную область с кусочно-гладкой
границей на угловой диаграмме (единичная сфера
S2). Область Ω∗

α, соответствующая наличию устой-
чивых открытых траекторий с одной и той же цело-
численной плоскостью Γα, может быть названа зо-
ной устойчивости для дисперсионного соотношения
ε(p). Отметим также, что границы зон устойчиво-
сти в этом случае имеют как «электронный», так и
«дырочный» типы, поскольку они соответствуют ис-
чезновению одновременно двух цилиндров замкну-
тых траекторий противоположных типов. Все зоны
устойчивости Ω∗

α образуют плотное множество на

угловой диаграмме (рис. 42), которая может содер-
жать либо одну, либо бесконечно много разных зон
устойчивости.

Для направлений B общего положения величи-
ны ε1(B/B) и ε2(B/B) совпадают со значениями
некоторых глобально определенных непрерывных
функций ε̃1(B/B) и ε̃2(B/B), таких, что ε̃1(B/B) =

= ε̃2(B/B) всюду на границах зон устойчивости. В
то же время для тех направлений B, которые соот-
ветствуют чисто рациональным средним направле-
ниям открытых траекторий, мы имеем соотношения

ε1(B/B) ≤ ε̃1(B/B), ε2(B/B) ≥ ε̃2(B/B). (5.1)

Дополнение к множеству {Ω∗
α} на единичной

сфере представляет собой очень сложное множество
(канторового типа) и состоит из направлений B, со-
ответствующих появлению хаотических открытых
траекторий только на одном энергетическом уровне:

ε0(B/B) = ε̃1(B/B) = ε̃2(B/B).

Отметим только, что структура множества та-
ких специальных направлений и свойств хаотичес-
ких траекторий в настоящее время интенсивно ис-
следуется и представляет собой очень интересную
ветвь теории динамических систем (см., например,
[14, 18, 21, 29–31,33–46]).

Возвращаясь к теории нормальных металлов, мы
видим, что незамкнутые траектории возникают на
поверхности Ферми, если выполнено одно из следу-
ющих соотношений:

ε1(B/B) < εF < ε2(B/B) или εF = ε0(B/B).

В результате в реальных металлах мы можем на-
блюдать лишь некоторые части Ωα зон Ω∗

α, кото-
рые теперь не являются всюду плотными на еди-
ничной сфере. Соотношение (5.1) также дает воз-
можность существования периодических открытых
траекторий на поверхности Ферми вне зон устойчи-
вости Ωα на соответствующей угловой диаграмме.

Таким образом, для любой зоны устойчивости
Ωα мы всегда имеем включение Ωα ⊂ Ω∗

α на угло-
вой диаграмме. Можно также показать, что всег-
да имеется включение Ω∗

α ⊂ Σα для областей Σα,
введенных в предыдущих разделах. Так, можно
в действительности утверждать, что производная
Ω′

α = Σα\Ωα любой зоны устойчивости Ωα всегда
содержит полную границу соответствующей зоны
Ω∗

α. Другая связь между полной угловой диаграм-
мой закона дисперсии и угловой диаграммой для
фиксированной поверхности Ферми может быть об-
наружена в типе диаграммы (A или B), введенном
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в предыдущем разделе. Действительно, тип угловой
диаграммы реального металла тесно связан с поло-
жением уровня Ферми εF по отношению к значени-
ям ε̃1(B/B) и ε̃2(B/B) при различных направлени-
ях B. Так, угловая диаграмма металла имеет тип
А, если везде на S2 выполняется одно из следующих
соотношений:

εF ≤ ε̃2(B/B) (электронный тип)

или
εF ≥ ε̃1(B/B) (дырочный тип).

В то же время угловая диаграмма металла име-
ет тип B, если в разных частях S2 можно найти оба
соотношения

εF > ε̃2(B/B)

и
εF < ε̃1(B/B).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрен ряд общих вопросов, касающихся по-
ведения электропроводности нормальных металлов
в присутствии сильного магнитного поля. Основ-
ные обсуждения были посвящены особенностям уг-
ловой диаграммы проводимости в случае появления
устойчивых открытых квазиклассических электрон-
ных траекторий на поверхности Ферми при опре-
деленных направлениях B. В частности, было по-
казано, что каждая зона устойчивости Ωα на уг-
ловой диаграмме, соответствующая наличию устой-
чивых открытых траекторий на поверхности Фер-
ми, имеет вторую границу, ограничивающую специ-
альную область Ω′

α вокруг зоны Ωα. Для направ-
лений B, принадлежащих области Ω′

α, квазиклас-
сические электронные траектории на поверхности
Ферми допускают эффективное описание, связан-
ное с описанием устойчивых открытых траекторий
для зоны Ωα. Эффективное описание квазикласси-
ческих электронных траекторий позволяет указать
ряд особенностей поведения проводимости и других
величин в области Ω′

α, что позволяет отличить эту
область от других областей на угловой диаграмме.
С экспериментальной точки зрения, наиболее удоб-
ным методом определения границ (первой и второй)
зоны Ωα и исследования внутренней структуры об-
ласти Ω′

α является изучение осцилляционных явле-
ний (классических и квантовых) для соответствую-
щих направлений магнитного поля.

Другим вопросом, обсуждаемым в статье, явля-
ется сложность распределения зон Ωα и Ω′

α на уг-
ловой диаграмме для металла с произвольной по-
верхностью Ферми. В частности, мы рассматриваем

здесь теоретическую возможность разделения всех
угловых диаграмм на два типа, предполагающих бо-
лее простую и более сложную структуры для рас-
положения этих зон в пространстве направлений B.
Как можно также показать, сложность угловой диа-
граммы тесно связана с поведением холловской про-
водимости вне зон устойчивости в присутствии силь-
ного магнитного поля.

В заключение, мы сравниваем описанные
свойства угловых диаграмм для проводимости в
металлах со свойствами угловых диаграмм для
полных дисперсионных соотношений, которые
могут быть введены на теоретическом уровне. В
этом случае можно указать на ряд существенных
взаимосвязей между угловыми диаграммами обоих
типов.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект №18-11-00316).
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