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При использовании уравнения второго порядка типа Шредингера с эффективным потенциалом поля
Шварцшильда доказано существование стационарного состояния частиц со спином 1/2 с энергией E = 0.
Для каждого из значений квантовых чисел j, l физически значимая энергия состояния E = 0 (энергия
связи Eb = mc2) реализуется при значении гравитационной константы связи α ≥ αmin. Частицы с
E = 0 с подавляющей вероятностью находятся на расстоянии от горизонта событий в интервалах от
нуля до долей комптоновской длины волны фермиона в зависимости от величины гравитационной кон-
станты связи и величин j, l. В работе анонсируются аналогичные решения уравнения второго порядка
для связанных состояний фермионов в полях Райсснера –Нордстрёма, Керра, Керра –Ньюмена. Систе-
мы атомного типа — коллапсары с фермионами, находящимися в связанных состояниях, — предложены
в качестве частиц темной материи.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В квантовой механике для описания движения
частиц со спином 1/2 общепринятым является ис-
пользование уравнения Дирака с биспинорной вол-
новой функцией. Практически одновременно Ди-
раком было также предложено уравнение второго
порядка для электронов и позитронов во внешнем
электромагнитном поле [1]. Используя соотношение
между верхним и нижним спинорами дираковского
биспинора, уравнение второго порядка можно запи-
сать в виде двух отдельных уравнений со спинор-
ными волновыми функциями. При этом для обес-
печения самосопряженности необходимо в каждом
из двух уравнений второго порядка со спинорными
волновыми функциями провести соответствующие
неунитарные преобразования подобия (см., напри-
мер, [2]). Такие преобразования сохраняют энергии
квантовомеханических состояний, но не сохраняют
вероятности состояний. В результате использова-
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ние самосопряженных уравнений второго порядка
со спинорными волновыми функциями в квантовой
механике частиц со спином 1/2 во внешних элек-
тромагнитных и гравитационных полях может при-
водить к новым физическим следствиям.

В данной работе мы обсуждаем стационарные
решения уравнения Дирака и уравнения второго по-
рядка в гравитационном поле Шварцшильда [3].

Ранее в многочисленных работах в простран-
стве-времени Шварцшильда показано существова-
ние нестационарных решений уравнения Дирака,
соответствующих связанным состояниям дираков-
ских частиц с комплексными энергиями, экспонен-
циально распадающимися со временем. Существо-
вание резонансных состояний в поле Шварцшильда
для массивных скалярных частиц с использованием
уравнения Клейна – Гордона обсуждалось в работах
[4–7]. Аналогичная проблема для дираковских час-
тиц исследовалась в работах [8–13].

В данной работе мы получили стационарное ре-
шение уравнения Дирака с энергией фермиона E =

= 0 (энергия связи Eb = mc2, где m — масса фер-
миона). Однако это решение нефизично, поскольку
волновая функция состояния с E = 0 не являет-
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ся квадратично-интегрируемой из-за логарифмиче-
ской расходимости нормировочного интеграла вбли-
зи горизонта событий. В этом смысле мы подтвер-
дили доказанное ранее в работах [14–17] отсутствие
физически значимых стационарных решений урав-
нения Дирака в классических полях Шварцшиль-
да, Райсснера –Нордстрёма [18], Керра [19], Кер-
ра –Ньюмена [20].

Для стационарных решений уравнения второго
порядка ситуация качественно изменяется. Реше-
нию E = 0 соответствуют квадратично-интегрируе-
мые собственные волновые функции, обращающие-
ся в нуль на горизонте событий. Волновые функции
зависят от гравитационной константы связи α и от
квантовых чисел углового и орбитального моментов
частицы со спином 1/2.

В качестве анонса в работе приводятся также
решения уравнения второго порядка, соответству-
ющие энергиям связанных состояний частиц со спи-
ном 1/2 для полей Райсснера –Нордстрёма, Кер-
ра, Керра –Ньюмена. Обоснование этих результатов
требует отдельного рассмотрения.

Работа построена следующим образом. В разд. 2
для связности изложения приведен самосопряжен-
ный дираковский гамильтониан в поле Шварцшиль-
да с плоским (без весового множителя Паркера [21])
скалярным произведением волновых функций. Га-
мильтониан ранее был получен в работе [22] с помо-
щью методов псевдоэрмитовой квантовой механики,
примененных в [22–24] для получения самосопря-
женных дираковских гамильтонианов в произволь-
ных гравитационных полях, в том числе зависящих
от времени. В разд. 2 проводится также разделение
переменных, приводятся уравнения и асимптотика
для радиальных функций.

В разд. 3 приведены два самосопряженных урав-
нения второго порядка с эффективными потенци-
алами. Каждое уравнение относится только к од-
ной из двух преобразованных радиальных волно-
вых функций. В разделе исследуются особенности
и асимптотики эффективных потенциалов, опре-
деляются асимптотики волновых функций уравне-
ния второго порядка, устанавливается существова-
ние регулярного стационарного решения с E = 0

с соответствующими квадратично-интегрируемыми
волновыми функциями.

В разд. 4 для численного решения уравнения
второго порядка осуществляется преобразование
Прюфера [25–28] от уравнения второго порядка к
двум нелинейным дифференциальным уравнениям
первого порядка, содержащим фазовую функцию
Φ(r). Здесь же устанавливаются граничные условия

при r → ∞, r → r0 (r0 — гравитационный радиус),
кратко комментируется численный метод решения
уравнения с Φ(r).

В разд. 5 приведены результаты численных рас-
четов. Показано, что для значений α > 0.25 суще-
ствует единственное стационарное связанное состо-
яние фермионов с E = 0. Частицы с E = 0 с подав-
ляющей вероятностью находятся на расстоянии от
горизонта событий в интервалах от нуля до долей
комптоновской длины волны фермиона в зависимо-
сти от величины гравитационной константы связи α
и от величин квантовых чисел j, l.

В разд. 6 приведены энергии связанных состоя-
ний частиц со спином 1/2 в полях Райсснера –Норд-
стрёма, Керра, Керра –Ньюмена.

В разд. 7 коллапсары Шварцшильда со стацио-
нарно-связанными дираковскими частицами рас-
смотрены в качестве кандидатов на роль частиц
темной материи.

В разд. 8 обсуждается возможность перехода от
квантовой механики к классическому описанию.

В Заключении излагаются и обсуждаются основ-
ные результаты работы.

В Приложениях A, B приводятся процедура по-
лучения и явный вид эффективных потенциалов
уравнения второго порядка в поле Шварцшильда.

2. УРАВНЕНИЕ ДИРАКА В ПОЛЕ
ШВАРЦШИЛЬДА

Решение Шварцшильда характеризуется точеч-
ным источником гравитационного поля массой M и
гравитационным радиусом (горизонтом событий)

r0 = 2GM/c2. (1)

ЗдесьG — гравитационная постоянная, c — скорость
света. Для пробной частицы с массой m безразмер-
ная гравитационная константа связи равна

α =
GMm

�c
=
Mm

M2
P

=
r0
2lc

. (2)

В формуле (2) MP =
√
�c/G = 2.2 · 10−5 г — план-

ковская масса, lc = �/mc — комптоновская длина
волны частицы.

В отличие от констант взаимодействия в Стан-
дартной модели константа связи может достигать
очень больших значений. Для электрона величине
α ≈ 1 соответствует источник гравитации с массой
M = 0.5 · 1015 кг. Тогда, например, гравитационное
взаимодействие электрона с источником с солнечной
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массой M = M� ≈ 2 · 1030 кг определяется величи-
ной α ≈ 4 · 1015.

Ниже будем, как правило, использовать систему
единиц � = c = 1, сигнатуру пространства-времени
Минковского

gαβ = diag[1,−1,−1,−1]. (3)

Здесь подчеркивание введено для локальных индек-
сов. Обозначения γα и γα соответствуют мировым и
локальным матрицам Дирака. В качестве локаль-
ных матриц будем использовать матрицы в пред-
ставлении Дирака –Паули.

Метрика Шварцшильда

ds2 = fSdt
2 − dr2

fS
− r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2). (4)

В формуле (4) fS = 1− r0/r.
В работе [23] для метрики Шварцшильда полу-

чен стационарный самосопряженный дираковский
гамильтониан с плоским (без весового множителя
Паркера [21]) скалярным произведением волновых
функций:

Hη = H+
η =

√
fSmγ

0 − i
√
fS γ

0×

×
{
γ1
√
fS

(
∂

∂r
+

1

r

)
+ γ2

1

r

(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)
+

+ γ3
1

r sin θ

∂

∂ϕ

}
− i

2
γ0 γ1

∂fS
∂r

. (5)

В (5) индекс «+» означает эрмитово сопряжение.
Уравнение Дирака с гамильтонианом (5) имеет вид

i
∂Ψη

∂t
= HηΨη. (6)

2.1. Разделение переменных

Уравнение Дирака (6) допускает разделение уг-
ловых и радиальных переменных. Для стационар-
ных состояний удобно биспинор Ψη(r, t) определить
в виде [13]

Ψη(r, θ, ϕ, t) =

(
F (r)ξ(θ)

−iG(r)σ3ξ(θ)

)
e−iEteimϕϕ (7)

и использовать уравнение Брилла –Уилера [29][
−σ2

(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)
+ iσ1mϕ

1

sin θ

]
ξ(θ) =

= iκξ(θ). (8)

Чтобы воспользоваться уравнением (8), необхо-
димо в гамильтониане (5) провести эквивалентную
замену γ-матриц:

γ1 → γ3, γ3 → γ2, γ2 → γ1. (9)

В равенствах (7), (8) спинор ξ(θ) представляет
собой сферические гармоники для спина 1/2, σi —
двумерные матрицы Паули, mϕ — азимутальная
компонента углового момента j, κ — квантовое чис-
ло уравнения Дирака:

κ = ∓1,∓2, . . . =

{
−(l + 1), j = l+ 1/2,

l, j = l− 1/2.
(10)

Здесь j, l — квантовые числа углового и орбиталь-
ного моментов дираковской частицы.

Спинор ξ(θ) можно представить в виде [13]

ξ(θ) =

(
−1/2Yjmϕ (θ)

1/2Yjmϕ (θ)

)
= (−1)mϕ+1/2 ×

×
√

1

4π

(j −mϕ)!

(j +mϕ)!

(
cos(θ/2) sin(θ/2)

− sin(θ/2) cos(θ/2)

)
×

×
(

(κ−mϕ + 1/2)P
mϕ−1/2
l (θ)

P
mϕ+1/2
l (θ)

)
. (11)

В (11) выражение после квадратного корня в
круглых скобках является двумерной матрицей,
P

mϕ±1/2
l (θ) — присоединенные функции Лежандра.
В результате разделения переменных получаем

уравнения для радиальных функций F (ρ), G(ρ). Да-
лее эти уравнения будем записывать в безразмерных
переменных ε = E/m, ρ = r/lc, r0/lc = 2α, lc = m−1.
Ниже рассматривается движение фермиона относи-
тельно покоящегося источника поля Шварцшильда,
т. е. m�M .

2.2. Уравнения и асимптотика для
радиальных волновых функций

Система уравнений для радиальных функций
F (ρ), G(ρ) имеет вид

(
1− 2α

ρ

)
dF

dρ
+

⎛
⎜⎜⎝
1 + κ

√
1− 2α

ρ

ρ
− α

ρ2

⎞
⎟⎟⎠F −

−
(
ε+

√
1− 2α

ρ

)
G = 0,

(
1− 2α

ρ

)
dG

dρ
+

⎛
⎜⎜⎝
1− κ

√
1− 2α

ρ

ρ
− α

ρ2

⎞
⎟⎟⎠G+

+

(
ε−

√
1− 2α

ρ

)
F = 0.

(12)

Рассмотрим асимптотику решений (12).
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При ρ → ∞ ведущие члены асимптотик равны
(см., например, [13])

F = C1ϕ1(ρ) e
−ρ

√
1−ε2 + C2ϕ2(ρ) e

ρ
√
1−ε2 ,

G =

√
1− ε

1 + ε

(
−C1ϕ1(ρ) e

−ρ
√
1−ε2 +

+ C2ϕ2(ρ) e
ρ
√
1−ε2

)
.

(13)

Здесь ϕ1(ρ), ϕ2(ρ) — степенные функции от ρ. Для
обеспечения финитного движения дираковских час-
тиц необходимо использовать лишь экспоненциаль-
но убывающие решения (13), т. е. в этом случае
C2 = 0.

При ρ → 2α(r → r0) представим функции F (ρ),
G(ρ) в виде

F |ρ→2α = νs
∞∑
k=0

fkν
k,

G|ρ→2α = νs
∞∑
k=0

gkν
k,

(14)

где ν = |ρ− 2α|.
Определяющее уравнение для системы (12) при-

водит к решению

s = −1

2
± i2αε. (15)

Из (15) видно, что осциллирующие части решений
(14) исчезают при нулевой энергии фермиона ε = 0.

Формально решение ε = 0 является единствен-
ным регулярным решением системы (12), однако это
решение не соответствует реальной физической си-
туации из-за логарифмической расходимости нор-
мировочного интеграла

ND =

∫
(F ∗(ρ)F (ρ) +G∗(ρ)G(ρ)) ρ2dρ (16)

вблизи горизонта событий.
В результате мы так же, как и авторы [14–17],

приходим к выводу об отсутствии решений уравне-
ния Дирака, соответствующих стационарным свя-
занным состояниям фермионов в поле Шварцшиль-
да. Ниже рассмотрим эту проблему применительно
к решениям уравнений второго порядка со спинор-
ными волновыми функциями.

3. УРАВНЕНИЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА ДЛЯ
ФЕРМИОНОВ В ПОЛЕ ШВАРЦШИЛЬДА

Для получения уравнения второго порядка необ-
ходимо осуществить три этапа:

1) получение самосопряженного гамильтониана
или получение самосопряженного уравнения Дира-
ка;

2) переход в уравнении второго порядка от бис-
пинорных к спинорным волновым функциям;

3) проведение неунитарного преобразования по-
добия для обеспечения самосопряженности урав-
нения второго порядка со спинорными волновыми
функциями.

Преобразование подобия обеспечивает сохране-
ние энергии фемиона при переходе от уравнения Ди-
рака к уравнению второго порядка.

Процедура получения уравнений второго поряд-
ка для фермионов в поле Шварцшильда представ-
лена в Приложении A. Уравнения для радиальных
функций ψF (ρ), ψG(ρ) имеют вид уравнения Шре-
дингера с эффективными потенциалами UF

eff (ρ),
UG
eff (ρ), нелинейно зависящими от энергии ε:

d2ψF (ρ)

dρ2
+ 2

(
ESchr − UF

eff (ρ)
)
ψF (ρ) = 0, (17)

d2ψG(ρ)

dρ2
+ 2

(
ESchr − UG

eff (ρ)
)
ψG(ρ) = 0. (18)

В формулах (17), (18)

ESchr =
1

2
(ε2 − 1), (19)

ψF (ρ) = gF (ρ)F (ρ), (20)

ψG(ρ) = gG(ρ)G(ρ). (21)

Явный вид Ueff (ρ) и g(ρ) приведен в Приложении B.
Уравнения (17), (18) переходят друг в друга при

ε → −ε, κ → −κ. Отсюда следует, что уравнения
(17), (18) описывают движение частиц и античастиц.
В данной работе для частиц используется уравне-
ние (17) для функции ψF (ρ) с эффективным потен-
циалом UF

eff . Основанием для этого может служить
нерелятивистский предел уравнения Дирака с ис-
чезающим при нулевом импульсе частицы (p = 0)
нижним спинором, пропорциональным G(ρ). Ана-
логично нижний спинор с функцией G(ρ) исчезает
для частицы при преобразовании Фолди –Ваутхай-
зена с любым значением импульса p [30]. Наоборот,
для античастицы в нерелятивистском пределе p = 0

и при преобразованииФолди –Ваутхайзена исчезает
верхний спинор дираковской биспинорной волновой
функции, пропорциональный F (ρ).
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3.1. Стационарное решение ε = 0

3.1.1. Асимптотики эффективного потенциала

Эффективный потенциал UF
eff (ρ) при ε = 0 мож-

но представить в виде (см. Приложение B)

UF
eff (ρ, ε = 0) = −3

8

α2

ρ2(ρ− 2α)2
+

1

ρ− 2α
×

×
(
− α

2ρ2
+
ρ

2
+
κ2

2ρ

)
+

1

2

κ

ρ3/2(ρ− 2α)1/2
− 1

2
. (22)

Эффективный потенциал является веществен-
ным вне горизонта событий (ρ > 2α) и комплексным
(из-за предпоследнего слагаемого) под горизонтом
событий (ρ < 2α). Эффективный потенциал сингу-
лярен на горизонте событий (ρ = 2α). Ведущая осо-
бенность потенциала (22) по обе стороны горизонта
событий равна

UF
eff (ε = 0)|ρ→2α = − 3

32

1

(ρ− 2α)2
+

+O

(
1

|ρ− 2α|
)
. (23)

Коэффициент в правой части (23) 3/32 < 1/8

свидетельствует об отсутствии режима «падения»
частиц на горизонт событий [31,32] и о возможности
существования стационарного связанного состояния
с ε = 0.

Асимптотика потенциала (22) при ρ → ∞ имеет
классический ньютоновский вид:

UF
eff (ε = 0)|ρ→∞ = α/ρ. (24)

При ρ → 0 асимптотика эффективного потенци-
ала имеет вид отталкивающего барьера:

UF
eff (ε = 0)|ρ→∞ =

5

32

1

ρ2
. (25)

3.1.2. Квадратичная интегрируемость
радиальных волновых функций

Рассмотрим проблему квадратичной интегриру-
емости волновых функций на примере уравнения
(17). Первоначально рассмотрим поведение волно-
вой функции уравнения (17) в окрестности горизон-
та событий ρ→ 2α. Пусть

ψF (ρ)|ρ→2α = νs
∞∑
k=0

ϕnν
s, (26)

где ν = |ρ− 2α|.
Определяющее уравнение для (17) с учетом (23)

записывается как

s(s− 1) + 3/16 = 0. (27)

Решения (27) имеют вид s1 = 3/4, s2 = 1/4.
Оба решения приводят к регулярным квадратич-

но-интегрируемым решениям для волновой функ-
ции ψF (ρ, ε = 0). Для однозначного выбора реше-
ния обратимся к асимптотике (14) для радиальной
функции уравнения Дирака F (ρ) с s = −1/2 при
ε = 0 и к преобразованию (20):

gF |ρ→2α ∼ ρ3/4. (28)

В результате получаем

ψF (ε = 0)|ρ→2α = C3|ρ− 2α|1/4. (29)

Асимптотика (29) соответствует представлению (26)
с решением определяющего уравнения (27) s2 = 1/4.

Аналогично рассмотрение при ρ → ∞ с учетом
асимптотики (13) и gF |ρ→∞ ∼ ρ приводит к асимп-
тотике

ψF |ρ→∞ = C1ϕ1(ρ)ρe
−ρ

√
1−ε2 . (30)

Формально при ρ → 0 определяющее уравне-
ние для (17) с учетом асимптотики (25) приводит
к двум решениям s1 = 5/4, s2 = −1/4. Оба решения
соответствуют квадратично-интегрируемым волно-
вым функциям ψF (ε = 0)|ρ→0.

3.1.3. Область определения радиальной
волновой функции ψF (ρ)

Наше рассмотрение привело к разбиению перво-
начальной области определения ψF (ρ), ρ ∈ (0,∞),
на две области:

ρ ∈ [2α,∞), (31)
ρ ∈ (0, 2α]. (32)

Области (31), (32) на горизонте событий ρ = 2α

отделены друг от друга бесконечно глубокими по-
тенциальными ямами

U ∼ − 3

32

1

(ρ− 2α)2

(см. (23)). Волновые функции на горизонте событий
равны нулю (см. (29)). В области (31) эффектив-
ный потенциал (22) и радиальная волновая функ-
ция ψF (ρ) являются вещественными. В области (32),
наоборот, эти величины становятся комплексными.
В области под горизонтом событий отсутствует воз-
можность постановки краевой задачи существова-
ния стационарных связанных состояний частиц с по-
луцелым спином из-за наличия двух решений опре-
деляющего уравнения для (17) при ρ → 0. Оба ре-
шения соответствуют квадратично-интегрируемым
решениям для волновой функции ψF (ε = 0)|ρ→0.
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Ниже мы будем рассматривать область (31) с
ρ ≥ 2α. Для этой области вне горизонта собы-
тий решению уравнения второго порядка ε = 0 со-
ответствуют регулярные вещественные квадратич-
но-интегрируемые радиальные волновые функции
ψF (ε = 0, ρ), которые обращаются в нуль при ρ =

= 2α. Ниже мы продемонстрируем это численными
решениями уравнения (17).

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ
ВТОРОГО ПОРЯДКА

Для решения уравнения (17) используем преоб-
разование Прюфера [25–28].

4.1. Преобразование Прюфера

Пусть

ψF (ρ) = P (ρ) sinΦ(ρ),

dψF (ρ)

dρ
= P (ρ) cosΦ(ρ).

(33)

Тогда

ψF (ρ)

ψF (ρ)/dρ
= tgΦ(ρ) (34)

и уравнение (17) можно записать в виде системы
нелинейных дифференциальных уравнений первого
порядка:

dΦ

dρ
= cos2 Φ + 2(ESchr − UF

eff ) sin
2 Φ, (35)

d lnP

dρ
=
(
1− 2(ESchr − UF

eff )
)
sinΦ cosΦ. (36)

Отметим, что уравнение (36) должно решаться по-
сле определения собственных значений εn и соб-
ственных функций Φn(ρ) из уравнения (35).

4.2. Асимптотика функций Φ(ρ), P (ρ)

4.2.1. Для связанных состояний и ρ → ∞ с уче-
том (30) и (34) получаем

tg Φ|ρ→∞ = − 1√
1− ε2

,

Φ|ρ→∞ = − arctg
1√

1− ε2
+ kπ.

(37)

Для экспоненциально растущих решений в асимпто-
тике (13) C2 �= 0 и с учетом (34) имеем

tgΦ|ρ→∞ =
1√

1− ε2
,

Φ|ρ→∞ = arctg
1√

1− ε2
+ kπ.

(38)

В формулах (37), (38) k = 0,±1,±2, . . .

4.2.2. Пусть при ρ→ 2α

Φ|ρ→2α = kπ +A (|ρ− 2α|) . (39)

Тогда sinΦ|ρ→2α  A(|ρ− 2α|), cosΦ|ρ→2α  1.
Из совместности (39) с уравнением (35) с учетом

ведущей особенности

UF
eff (ε = 0)|ρ→2α = − 3

32

1

(ρ− 2α)2

(см. (23)) получаем

1 +
3

16
A2 = A (40)

с решениями A1 = 4, A2 = 4/3.
Далее интегрируем уравнение (36) при ρ→ 2α с

учетом ведущей особенности эффективного потен-
циала (23). В результате с учетом (33) получаем

P |ρ→2α = C4

{
|ρ− 2α|−3/4, A1 = 4,

|ρ− 2α|−1/4, A2 = 4/3,
(41)

ψ(ε = 0)|ρ→2α =

= C4

⎧⎨
⎩

4|ρ− 2α|1/4, A1 = 4,

4

3
|ρ− 2α|3/4, A2 = 4/3.

(42)

Сравнение с выражением (29) показывает, что для
нашего рассмотрения приемлемыми являются реше-
ния (39), (41), (42) с решением уравнения (40)A1 = 4

и C3 = 4C4.

4.3. Численный метод решения уравнений
(35), (36). Общие свойства фазовых

функций Φ(ρ)

При численном решении уравнений (35), (36)
необходимо иметь в виду, что точки ρ = ∞, ρ = 2α

являются особыми точками. Поведение интеграль-
ных кривых уравнения (35) в окрестностях особых
точек приводит к тому, что единственно верным яв-
ляется интегрирование уравнений «справа налево»
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(от ρ = ρmax до ρ = ρmin). В этом случае при зада-
нии начальных условий (37), (38) при интегрирова-
нии фазовая функция Φ(ρ) достигает окрестности
горизонта событий с асимптотикой (39) с A1 = 4.
Хорошую сходимость численных результатов обес-
печивает выбор ρmax = 107 и ρmin = 2α+ 10−8.

В данной работе применен следующий числен-
ный способ решения уравнения (35). Для разрешен-
ного набора значений −1 < ε < 1 численно решает-
ся задача Коши с начальными условиями (37), (38)
при ρ → ∞. Для решения задачи Коши использу-
ется неявный метод Рунге –Кутты пятого порядка
с контролем размера шага (схема Ила трехстадий-
ного метода Радо IIA [33]). Определив спектр εn и
собственные функции Φn(ρ) и интегрируя уравне-
ние (36), можно определить функции Pn(ρ) и с уче-
том (33) — волновые функции (ψF )n(ρ). Далее мож-
но определить плотность вероятности обнаружения
частиц на расстоянии ρ в сферическом слое dρ:

w(ρ) = P 2
n(ρ) sin

2 Φn(ρ), (43)

и вероятность обнаружения частиц в интервале
[2α, ρ]:

W (ρ) =

ρ∫
2α

P 2
n(ρ) sin

2 Φn(ρ) dρ. (44)

В задачах с определением спектра εn целесообразно
использовать функцию Φ(ε, ρmin) = Φ(ε)|ρ=ρmin .

Численные эксперименты показали наличие сле-
дующих важных свойств функции Φ(ε, ρmin) (подоб-
ные свойства функции Φ для более простых потен-
циалов, не зависящих от ε, строго доказаны в рабо-
тах [25–27]).

1. Функция Φ(ε, ρmin) монотонна по ε.
2. В случае существования связанных состояний

с |ε| < 1 поведение функции Φ(ε, ρmin) носит скачко-
образный характер. В задачах с хорошо определен-
ными граничными условиями при достижении соб-
ственного значения εn функция Φ(ε, ρmin) изменя-
ется скачком на π:

[Φ(ε0 −Δε, ρmin)− Φ(εn +Δε, ρmin)]|Δε→0 =

= ±nπ. (45)

3. В случае отсутствия связанных состояний из-
менение функции Φ(ε, ρmin) во всем интервале |ε| <
< 1 меньше величины π.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ СОБСТВЕННЫХ

ФУНКЦИЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ε = 0

5.1. Анализ границ физической
приемлемости решения ε = 0

Решение ε = 0 формально справедливо для лю-
бого значения гравитационной константы связи α.
Однако для достижения столь сильной связи εb =

= 1 необходимы достаточно большие значения α ≥
≥ αmin. Например, энергия связанного электрона
εe = 0 в кулоновском поле ядра с числом протонов
Z в состоянии 1S1/2 достигается при значении элек-
тромагнитной константы связи αfsZ ≈ (1/137)Z ≈
≈ 1.06(Z ≈ 140). Для 2S1/2- и 3S1/2-состояний ана-
логичные значения αfsZ ≈ 1.42 и 1.9 [34].

Для установления величины αmin обратимся к
стационарному регулярному решению для метрики
Керра (см. разд. 6)

εK =
αamϕ

2α(ρ+)k
. (46)

Здесь (ρ+)k = α ±√α2 − α2
a, αa = a/lc = J/Mclc,

α2 > α2
a.

В отсутствие вращения αa = 0, метрика Керра
переходит в метрикуШварцшильда с решением (46)
εS = 0.

Максимальное значение αa соответствует экстре-
мальному полю Керра: α2

a = α2. В этом случае

εextrK = mϕ/2α. (47)

Для достижения максимальной энергии связан-
ного состояния вблизи εmax ∼ 1 (при этом εmax < 1)
минимальное значение αmin в (47) должно подчи-
няться условию

αmin > mϕ/2, mϕ > 0. (48)

При уменьшении αa от αa = αmin до αa = 0 энер-
гия связанного состояния в (46) со значением αmin

из (48) уменьшается от εextrK (экстремальное поле
Керра) до εS = 0 (поле Шварцшильда). Минималь-
ное значение αmin в (48) соответствует минимально-
му значению (mϕ)min = 1/2, т. е. αmin > 0.25.

5.2. Результаты численных расчетов

В таблице для различных значений α, j, l при-
ведены определенные из расчетов расстояния ρm от
максимумов плотностей вероятности до горизонтов
событий. На рис. 1, 2 для некоторых значений α, j,
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Таблица. Значения ρm в зависимости от κ (j, l) и α

κ

(j, l)
−1

(j = 1/2, l = 0)
+1

(j = 1/2, l = 1)
−2

(j = 3/2, l = 1)
+2

(j = 3/2, l = 2)
−3

(j = 5/2, l = 2)
+3

(j = 5/2, l = 3)

α 0.25 0.5 0.9 1 1.4 1.5

ρm 0.043 0.028 0.017 0.015 0.011 0.01

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

1

2

3

4

5

6

7

8

9

� �– 2

w

� �= 1.4, = 3 ( =5/2, =2)– j l

� �= 0.9, = 2 ( =3/2, =1)– j l

� �= 0.25, = 1 ( =1/2, =0)– j l

Рис. 1. Нормированная плотность вероятности w(ρ − 2α)

при ε = 0

0

1.0

0.5 1.0 2.0 2.51.5

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
0.8

0.9

� �= 1.4, = 3 ( =5/2, =2)– j l

� �= 0.9, = 2 ( =3/2, =1)– j l

� �= 0.25, = 1 ( =1/2, =0)– j l

� �– 2

W

Рис. 2. Интегральная вероятность W (ρ− 2α) при ε = 0

l приведены нормированные плотности вероятности
(43) и интегральные вероятности (44).

Видно, что в отличие от электронной структуры
атомов периодической системы локализация частиц
вблизи горизонта событий увеличивается по мере
увеличения j, l.

Для αmin ≈ 0.25 приведем примеры допустимых
значений масс коллапсара и частицы со спином 1/2.
Из соотношения (2) видно, что для электрона с мас-

сой m = me ≈ 0.5 МэВ минимально возможная мас-
са коллапсара должна быть равна M ≈ 1017 г. Для
нейтрино с массой m = mν ≈ 1 эВ минимально воз-
можная масса коллапсара M ≈ 0.6 · 1025 г. Есте-
ственно, бо́льшие массы коллапсаров также обеспе-
чивают достижение связи εb = 1.

6. СТАЦИОНАРНЫЕ СВЯЗАННЫЕ
СОСТОЯНИЯ ЧАСТИЦ СО СПИНОМ 1/2 ВО

ВНЕШНИХ ПОЛЯХ
РАЙССНЕРА–НОРДСТРЁМА, КЕРРА,

КЕРРА–НЬЮМЕНА

Ниже представлены энергии связанных состо-
яний дираковских частиц в полях Шварцшильда,
Райсснера –Нордстрёма, Керра, Керра –Ньюмена.
Решения для последних трех полей получены ме-
тодологически, таким же образом, как и для поля
Шварцшильда в данной работе.

6.1. Поле Шварцшильда

εS = 0. (49)

6.2. Поле Райсснера –Нордстрёма

(ρ+)RN = α+
√
α2−α2

Q, (ρ−)RN = α−
√
α2−α2

Q,

α2 > α2
Q,

εR−N = αem/(ρ+)RN , ρ ∈ [ρ+,∞), (50)

εR−N = αem/(ρ−)RN , ρ ∈ (0, ρ−]. (51)

6.3. Поле Керра

(ρ+)K = α+
√
α2−α2

a, (ρ−)K = α−
√
α2−α2

a,

α2 > α2
a,
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εK =
mϕαa

α2
a + (ρ+)2K

, ρ ∈ [ρ+,∞), (52)

εK =
mϕαa

α2
a + (ρ−)2K

, ρ ∈ (0, ρ−]. (53)

6.4. Поле Керра –Ньюмена

(ρ+)KN = α+
√
α2 − α2

a−α2
Q,

(ρ−)K = α−
√
α2 − α2

a−α2
Q, α2 > α2

a + α2
Q,

εK−N =
mϕαa + αem(ρ+)KN

α2
a + (ρ+)2KN

, ρ ∈ [ρ+,∞), (54)

εK−N =
mϕαa + αem(ρ−)KN

α2
a + (ρ−)2KN

, ρ ∈ (0, ρ−]. (55)

В формулах (50)–(55) введены новые обозначения:

αQ =
rQ
lc
, rQ =

√
GQ

c2
, αem =

eQ

�c
,

αa =
a

lc
, a =

J

Mc
.

Всюду разрешенным интервалом энергии части-
цы в связанном состоянии является интервал

−1 < ε < 1. (56)

Для каждого из решений (50)–(55) существу-
ет квадратично-интегрируемая собственная волно-
вая функция, являющаяся решением уравнения ти-
па Шредингера с эффективным потенциалом. Обос-
нование указанных решений, а также поиск интер-
валов изменения α, αQ, αem, αa, mϕ, при которых
возможно существование стационарных связанных
состояний исследуемых фермионов, требует отдель-
ного рассмотрения.

7. СТАЦИОНАРНЫЕ СВЯЗАННЫЕ
СОСТОЯНИЯ И ЧАСТИЦЫ ТЕМНОЙ

МАТЕРИИ

Атомные системы со стационарными связанны-
ми состояниями частиц со спином 1/2 в полях кол-
лапсаров, определяемыми решениями (49)–(55), мо-
гут являться кандидатами на роль частиц темной
материи. Действительно, рассмотрим, например, ре-
шение (49) εS = 0 для поля Шварцшильда. В этом
случае для коллапсара Шварцшильда с массой M

возможна атомная система со связанной частицей
со спином 1/2 и εS = 0.

Атомная система — коллапсар Шварцшильда с
незаряженной дираковской частицей с εS = 0 — вза-
имодействует с другими объектами лишь гравита-
ционным образом. Из-за отсутствия квантовых пе-
реходов между состояниями с различными j, l такая
система не излучает и не поглощает свет и другие
излучения. Обнаружить такую систему можно толь-
ко через гравитационное взаимодействие. Массы та-
ких систем при α ≥ αmin ограничены соотношением
Mm/M2

p ≥ αmin (см. (2)) и должны выбираться из
условия наилучшего согласия со Стандартной кос-
мологической моделью.

Другие решения (50)–(55) применительно к про-
блеме темной материи здесь не обсуждаются.

8. ПЕРЕХОД ОТ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ
К КЛАССИЧЕСКОМУ ОПИСАНИЮ

Квантовая механика неиспаряющихся коллапса-
ров и черных дыр вблизи горизонтов событий не
имеет классических аналогов, так как рассматри-
ваемые объекты являются проявлением чрезвычай-
но сильных гравитационных полей. Связанные сос-
тояния фермионов с ε = 0 и локализацией частиц
вблизи горизонтов событий коллапсаров, так же как
для черных дыр резонансные состояния фермионов,
распадающиеся со временем [8–13], сами по себе не
могут иметь классических аналогов. Однако атом-
ные системы, рассмотренные в разд. 7, с достаточ-
но большим количеством связанных частиц со спи-
ном 1/2 могут привести к их классическому опи-
санию. Рассмотрим атомную систему с коллапса-
ром Шварцшильда массой M , связанным фермио-
ном с массой m1, ε1 = 0 и константой гравитаци-
онного взаимодействия α1. Следующий фермион с
массой m2 будет находиться в гравитационных по-
лях, генерируемых метрикой Шварцшильда с мас-
сойM и фермионом с массойm1. Эффективная кон-
станта взаимодействия для массы m2 будет боль-
ше, чем первоначально для массы m1 (α2 > α1) и
второй фермион также может быть связан с энер-
гией ε2 = 0. Этот процесс может быть продолжен,
и в случае

∑
mi � M в условиях самосогласован-

ного гравитационного поля влияние горизонта со-
бытий на вновь присоединяемые фермионы будет
практически отсутствовать. В этом случае рассмат-
риваемая система может описываться классической
небесной механикой, и для тестовых частиц будут
существовать замкнутые кеплеровы орбиты.

6 ЖЭТФ, вып. 4 (10)
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9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В пределах применимости одночастичной кван-
товой механики в работе доказано существование
стационарного решения уравнения второго поряд-
ка для частиц со спином 1/2 в поле Шварцшиль-
да. Решение соответствует энергии состояния E = 0

(энергия связи Eb = mc2). Для каждого из значе-
ний квантовых чисел j, l решение реализуется при
значении гравитационной константы связи α > 0.25.
Связанные частицы с E = 0 с подавляющей вероят-
ностью находятся на расстоянии от горизонта собы-
тий в интервалах от нуля до долей комптоновской
длины волны фермиона в зависимости от величин
α, j, l.

Сингулярность эффективного потенциала
в окрестности горизонта событий при εS =

= 0
(∼ −(3/32)/(ρ− ρ+)

2
)
допускает существование

связанных состояний фермионов. Для решения εS =

= 0 важным является сохранение этой особенности
потенциала при координатных преобразованиях
метрики Шварцшильда к другим статическим, ста-
ционарным метрикам, предложенным в свое время
с целью устранения координатной сингулярности
исходной метрики на горизонте событий.

В работе [35] сохранение особенности эффектив-
ного потенциала (23) доказано для статической мет-
рики Шварцшильда в изотропных координатах [36],
для стационарной метрики Эддингтона –Финкель-
штейна [37, 38], для стационарной метрики Пенле-
ви – Гуллстранда [39, 40].

В работе обращается внимание на возможность
использования в Стандартной космологической мо-
дели в качестве частиц темной материи коллапсаров
Шварцшильда с фермионами, находящимися в свя-
занных состояниях с εS = 0. Атомные системы тако-
го типа не поглощают и не испускают свет и другие
излучения и взаимодействуют с окружающей сре-
дой только гравитационным образом.

В итоге наше рассмотрение показывает, что ис-
пользование самосопряженного уравнения второго
порядка расширяет возможности получения регу-
лярных решений квантовой механики движения
частиц со спином 1/2 во внешних гравитационных
и электромагнитных полях.

Авторы благодарят В. Е. Шемарулина за плодо-
творные дискуссии и А. Л. Новоселову за существен-
ную техническую помощь в подготовке статьи.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Самосопряженное уравнение второго
порядка для частиц со спином 1/2 в
гравитационном поле Шварцшильда

Уравнение Дирака (6) с гамильтонианом
(5) для стационарных состояний ψη(t, ρ, θ, ϕ) =

= e−iεtψη(ρ, θ, ϕ) можно записать в виде

(ε−Hη)ψη(ρ, θ, ϕ) = 0. (A.1)

Умножим слева равенство (A.1) на оператор
(ε+Hη):

(ε+Hη)(ε−Hη)ψη(ρ, θ, ϕ) = 0. (A.2)

С учетом (5) получаем{
ε2−fS+

(
fS

∂

∂ρ
+
1

ρ
− α

ρ2

)(
fS

∂

∂ρ
+
1

ρ
− α

ρ2

)
+

+
fS
ρ2

[(
∂

∂θ
+
1

2
ctg θ

)(
∂

∂θ
+
1

2
ctg θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

+ iΣ3 ∂

∂θ

(
1

sin θ

)
∂

∂ϕ

]
− iγ0γ3fS

d

dρ

(√
fS

)
+

+ fS
d

dρ

(√
fS

1

ρ

)[
iΣ3

(
∂

∂θ
+
1

2
ctg θ

)
−

− iΣ1 1

sin θ

∂

∂ϕ

]}
ψη(ρ, θ, ϕ) = 0. (A.3)

В формуле (A.3), как и ранее в разд. 2.1, проведена
эквивалентная замена матриц (9);

Σk =

(
σk 0

0 σk

)
.

Уравнения Дирака для верхних и нижних ком-
понент биспинора

ψη(ρ, θ, ϕ, t) =

(
U(ρ, θ, ϕ)

W (ρ, θ, ϕ)

)
e−iεt (A.4)

имеют вид(
ε−

√
fS

)
U =

(
−iσ3

(
fS

∂

∂ρ
+

1

ρ
− α

ρ2

)
−

− iσ1
√
fS

1

ρ

(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)
−

− iσ2
√
fS

1

ρ

1

sin θ

∂

∂ϕ

)
W,

(
ε+

√
fS

)
W =

(
−iσ3

(
fS

∂

∂ρ
+

1

ρ
− α

ρ2

)
−

− iσ1
√
fS

1

ρ

(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)
−

− iσ2
√
fS

1

ρ

1

sin θ

∂

∂ϕ

)
U.

(A.5)
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В результате с учетом (A.5) уравнение (A.3)
можно записать для одного из спиноров U(ρ, θ, ϕ)

или W (ρ, θ, ϕ). Для спинора U(ρ, θ, ϕ) уравнение
(A.3) имеет вид{

ε2 − fS +

(
fS

∂

∂ρ
+

1

ρ
− α

ρ2

)2

+

+
fS
ρ2

[(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)2

+
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

+ iσ3 ∂

∂θ

(
1

sin θ

)
∂

∂ϕ

]
+ fS

d

dρ

(√
fS

1

ρ

)
×

×
[
iσ2

(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)
− iσ1 1

sin θ

∂

∂ϕ

]
+

+ fS
d

dρ

(√
fS

) 1

ε+
√
fS

×

×
[
−fS ∂

∂ρ
− 1

ρ
+
α

ρ2
− iσ2

√
fS

1

ρ

(
∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)
+

+ iσ1
√
fS

1

ρ

1

sin θ

∂

∂ϕ

]}
U(ρ, θ, ϕ) = 0. (A.6)

Далее можно провести разделение переменных.
Из представления (7) следует

U(r, θ, ϕ) = F (ρ)ξ(θ)eimϕϕ. (A.7)

Используя уравнение Брилла –Уилера (8) и его
квадрированное представление [41][(

∂

∂θ
+

1

2
ctg θ

)2

+
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ iσ3 ∂

∂θ
×

×
(

1

sin θ

)
∂

∂ϕ

]
ξ(θ)eimϕϕ = −κ2ξ(θ)eimϕϕ, (A.8)

можно получить уравнение второго порядка для ра-
диальной функции F (ρ):{

ε2 − fS +

(
fS

∂

∂ρ
+

1

ρ
− α

ρ2

)2

− fSκ
2

ρ2
+

+ fSκ
d

dρ

(√
fS

1

ρ

)
−fS d

dρ

(√
fS

) 1

ε+
√
fS

×

× κ
√
fS
ρ

− fS
d

dρ

(√
fS

) 1

ε+
√
fS

×

×
(
fS

∂

∂ρ
+

1

ρ
− α

ρ2

)}
F (ρ) = 0. (A.9)

В уравнении (A.9) третье и последнее слагаемые не
являются самосопряженными. Для самосопряжен-
ности (A.9) проведем неунитарное преобразование
подобия

F (ρ) = g−1
F (ρ)ψF (ρ). (A.10)

Если обозначить в уравнениях (12)

A(ρ) = − 1

fS

(
1 + κ

√
fS

ρ
− α

ρ2

)
, (A.11)

B(ρ) =
1

fS

(
ε+

√
fS

)
, (A.12)

C(ρ) = − 1

fS

(
ε−

√
fS

)
, (A.13)

D(ρ) = − 1

fS

(
1− κ

√
fS

ρ
− α

ρ2

)
(A.14)

и кроме этого ввести обозначения

AF (ρ) = − 1

B

dB

dρ
−A−D, (A.15)

AG(ρ) = − 1

C

dC

dρ
−A−D, (A.16)

то искомое преобразование запишется как

gF (ρ) = exp

(
1

2

∫
AF (ρ

′) dρ′
)
. (A.17)

В результате, если мы представим уравнение (A.9)
в виде

M̂F (ρ) = 0,

то преобразованное самосопряженное уравнение
имеет вид

gF M̂g−1
F ψF (ρ) = 0. (A.18)

Уравнение (A.18) можно записать в виде уравнения
второго порядка типа Шредингера с эффективным
потенциалом UF

eff (ρ):

d2ψF

dρ2
+ 2

(
ESchr − UF

eff

)
ψF = 0, (A.19)

где

ESchr =
1

2
(ε2 − 1), (A.20)

UF
eff = −1

4

1

B

d2B

dρ2
+

3

8

(
1

B

dB

dρ

)2

−

− 1

4
(A−D)

1

B

dB

dρ
+

1

4

d

dρ
(A−D)+

+
1

8
(A−D)2 +

1

2
BC + ESchr. (A.21)

В уравнении (A.19) выделено и одновременно до-
бавлено в (A.21) слагаемое ESchr (A.20). Это сде-
лано, с одной стороны, для придания уравнению
(A.19) вида уравнения типа Шредингера, а с другой
стороны, для обеспечения классической асимптоти-
ки эффективного потенциала при ρ→ ∞.
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Для нижнего спинора W (ρ, θ, ϕ) с радиальной
функцией G(ρ) соответствующие формулы имеют
вид

G(ρ) = g−1
G ψG(ρ), (A.22)

gG(ρ) = exp

(
1

2

∫
AG(ρ

′) dρ′
)
, (A.23)

d2ψG

dρ2
+ 2

(
ESchr − UG

eff

)
ψG = 0, (A.24)

UG
eff = −1

4

1

C

d2C

dρ2
+
3

8

(
1

C

dC

dρ

)2

+
1

4

A−D

C

dC

dρ
−

− 1

4

d

dρ
(A−D)+

1

8
(A−D)2+

1

2
BC+ESchr. (A.25)

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Эффективный потенциал поля
Шварцшильда в уравнении типа

Шредингера

В соответствии с (A.11)–(A.14), (A.21) можно по-
лучить

3

8

1

B2

(
dB

dρ

)2

=
3

8

(
2α

ρ(ρ− 2α)
−

− α

ερ (ρ(ρ− 2α))
1/2

+ ρ(ρ− 2α)

)2

, (B.1)

− 1

4

1

B

d2B

dρ2
= − 2α2

ρ2(ρ− 2α)2
− α

ρ2(ρ− 2α)
+

+
5

4

α2

ερ5/2(ρ− 2α)3/2 + ρ2(ρ− 2α)2
+

+
α

2
[
ερ5/2(ρ− 2α)1/2 + ρ2(ρ− 2α)

] , (B.2)

1

4

d

dρ
(A−D) =

κ(ρ− α)

2ρ3/2(ρ− 2α)3/2
, (B.3)

− 1

4

A−D

B

dB

dρ
= − ακ

ρ3/2(ρ− 2α)3/2
+

+
ακ

2
[
ερ2(ρ− 2α) + ρ3/2(ρ− 2α)3/2

] , (B.4)

1

8
(A−D)2 =

κ2

2ρ(ρ− 2α)
, (B.5)

1

2
BC = −1

2

ρ2ε2

(ρ− 2α)2
+

1

2

ρ

ρ− 2α
. (B.6)

Сумма выражений для ESchr и (B.1)–(B.6) при-
водит к искомому выражению для эффективного
потенциала UF

eff . Асимптотика для него имеет вид

UF
eff (ε = 0)|ρ→2α = − 3

32(ρ− 2α)2
. (B.7)
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