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Получены соотношения неопределенностей для произвольных состояний атома водорода. Показано, что
для круговых ридберговских состояний достигается минимальное значение соотношения неопределенно-
стей ΔprΔr → �/2.

DOI: 10.1134/S0044451018090109

Хорошо известны соотношения неопределеннос-
тей в одномерных задачах квантовой механики:
ΔpxΔx ≥ �/2 [1]. Цель данной работы — получить
аналогичные соотношения в центральном потенциа-
ле и рассмотреть наиболее интересный случай куло-
новского потенциала. Обозначим через R нормиро-
ванную вещественную радиальную волновую функ-
цию связанного состояния с квантовыми числами n,
l. В центральном потенциале эрмитов оператор ра-
диального импульса имеет вид [2]

p̂r = −i

(
d

dr
+

1

r

)
.

Уравнение Шредингера для радиальной функ-
ции имеет вид (всюду � = m = 1)

p̂2rR(r) = k2(r)R(r), k2 = 2 [E − Ueff (r)] ,

Ueff (r) = U(r) +
l(l + 1)

2r2
,

∞∫
0

r2dr R2(r) = 1.
(1)

Определим среднее значение координаты и ее флук-
туации:
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〈r〉 =
∞∫
0

R2(r)r3dr, δr = r − 〈r〉. (2)

Покажем, что среднее значение эрмитова оператора
радиального импульса равно нулю. Будем обозна-
чать штрихом дифференцирование по радиальной
координате. Получаем

i〈p̂r〉 =
∞∫
0

r2dr R

(
R′ +

R

r

)
=

∞∫
0

r2dr R′R+

+

∞∫
0

r dr R2 = −
∞∫
0

dr R(r2R)′ +

∞∫
0

r dr R2 =

= −
∞∫
0

r2dr R

(
R′ +

R

r

)
= 0, (3)

так как величина среднего значения радиального
импульса получилась равной сама себе с противопо-
ложным знаком. Итак, оператор флуктуации ради-
ального импульса равен самому оператору импуль-
са: δp̂r = p̂r.

Следуя методу Вейля [1], рассмотрим вспомога-
тельный интеграл

I(α) =

∞∫
0

r2dr|(αδr − ip̂r)R|2 ≥ 0. (4)
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Его можно переписать в вещественной форме:

I(α) =

∞∫
0

r2dr

{
αRδr −R′ − R

r

}
×

×
{
αRδr −R′ − R

r

}
≥ 0. (5)

Вычисляем три отдельных слагаемых этого инте-
грала:

I1(A) = α2

∞∫
0

r2dr R2(r)(δr)2 = α2〈δr2〉. (6)

Далее,

I2(α) =

∞∫
0

r2dr

(
R′ +

R

r

)2

=

=

∞∫
0

dr
{
r2R′2 + 2rRR′ +R2

}
=

=

∞∫
0

dr
{−R(r2R′)′ + 2rRR′ +R2

}
=

=

∞∫
0

dr
{−r2RR′′ +R2

}
=

= −
∞∫
0

r2dr R

(
R′′ +

2

r
R′

)
= 〈δp̂2r〉. (7)

При этом было использовано, что
∞∫
0

r dr RR′ = −
∞∫
0

dr R(rR)′ =

= −
∞∫
0

r dr RR′ −
∞∫
0

dr R2,

2

∞∫
0

r dr RR′ = −
∞∫
0

dr R2.

(8)

Наконец, третий интеграл имеет вид (с учетом (3))

I3(α) = −2α

∞∫
0

r2dr

{
R(r − 〈r〉)

(
R′ +

R

r

)}
=

= −2α

∞∫
0

r3dr R

(
R′ +

R

r

)
=

= −2α

∞∫
0

r3dr RR′ − 2α. (9)

Так как
∞∫
0

r3dr RR′ = −
∞∫
0

dr R(r3R)′ =

= −
∞∫
0

r3dr RR′ − 3,

∞∫
0

r3dr RR′ = −3

2
,

(10)

то из (9) находим, что I3(α) = α.
Итак, интеграл (5) равен

I(α) = α2〈δr2〉+ α+ 〈δp̂2r〉 ≥ 0. (11)

Это выражение можно переписать в виде{
α
√

〈δr2〉+ 1

2
√〈δr2〉

}2

− 1

4〈δr2〉+〈δp̂2r〉 ≥ 0, (12)

откуда получаем соотношение неопределенностей

〈δp̂2r〉〈δr2〉 ≥
�
2

4
. (13)

Определим волновую функцию, для которой до-
стигается знак равенства в (13). Из (12) находим

α = − 1

2〈δr2〉 . (14)

Согласно (4) и (14) получаем уравнение(
r − 〈r〉
2〈δr2〉 +

d

dr
+

1

r

)
R(r) = 0. (15)

Его решение имеет вид

R(r) =
C

r
exp

[
− (r − 〈r〉)2

4〈δr2〉

]
. (16)

Оно имеет сингулярность в начале координат. Ей
в принципе можно пренебречь, если 〈r2〉 � 〈δr2〉,
чтобы экспоненциальная малость погасила степен-
ной рост.

Теперь рассмотрим состояния атома водорода.
Для произвольного состояния nl атома водорода
дисперсия координаты равна

〈δr2〉 = n2(n2 + 2)− l2(l + 1)2

4
. (17)

При этом радиальные матричные элементы коорди-
наты и ее квадрата вычисляются методом обобщен-
ной теоремы вириала Крамерса [3].
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Обратимся теперь к дисперсии радиального им-
пульса. Из (1) имеем

〈δp̂2r〉 = 〈p̂2r〉 = 2〈En〉+ 2

〈
1

r

〉
− l(l+ 1)

〈
1

r2

〉
=

=
1

n2
− 2l(l + 1)

n3(2l + 1)
.

Здесь матричные элементы от обратных степеней
координаты вычисляются элементарно [4]. Для про-
изведения неопределенностей получим

〈δr2〉〈δp̂2r〉 =
{
n2 + 2

4
− l2(l + 1)2

4n2

}
×

×
[
1− 2l(l+ 1)

n(2l + 1)

]
. (18)

Это выражение минимально при максимальном зна-
чении орбитального квантового числа l = n−1 (кру-
говые орбиты):

〈δr2〉〈δp̂2r〉min =
2n+ 1

4(2n− 1)
>

1

4
. (19)

При n → ∞ оно действительно стремится к преде-
лу 1/4. Это утверждение, как было сказано выше,
следует из неравенства

〈r〉2 = n4 � 〈δr2〉 = n3/2, n � 1. (20)

Итак, для квазиклассических состояний при усло-
вии 〈r〉2 � 〈δr2〉 достигается минимальное значение
�
2/4 в соотношении неопределенностей.
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