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EVOLUTION OF ATOMIC ENTANGLEMENT FOR DIFFERENT

CAVITY-FIELD STATISTICS IN SINGLE-MODE TWO-PHOTON PROCESS

Sudha Singh, Karuna Gilhare

Изучена эволюция запутанности для пары двухуровневых ридберговских атомов, которые последова-
тельно проходят через идеальный резонатор, возбужденный одной модой СВЧ-поля. Атомы взаимодей-
ствуют с полем резонатора за счет двухфотонных переходов. Исходное коллективное состояние двух
атомов, один за другим входящих в резонатор, является незапутанным. Взаимодействия, обусловлен-
ные фотонным полем моды в резонаторе, приводят к образованию конечного двухатомного состояния
смешанно-запутанного вида. Для количественной оценки запутанности используется хорошо известная
мера для смешанных состояний, называемая запутанностью формирования. В работе вычислена запу-
танность формирования коллективного состояния двух атомов в зависимости от угла Раби для поля
в фоковском состоянии, когерентного и теплового поля внутри резонатора. Обсуждается зависимость
величины атомной запутанности от числа фотонов в резонаторе.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Запутанность является не только одним из наи-
более существенных понятий, определяющих фун-
даментальное различие между классической и кван-
товой физикой, но также лежит в основе мно-
гих приложений, таких как квантовые компью-
теры [1], квантовая обработка информации [2] и
квантовая криптография [3]. Перспективным сред-
ством осуществления квантовой обработки инфор-
мации считаются методы квантовой электродина-
мики в резонаторах. Простейшей схемой для изуче-
ния атомно-полевой запутанности является модель
Джейнса –Каммингса [4], описывающая взаимодей-
ствие двухуровневого атома с квантованным полем
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моды в приближении вращающейся волны. Изуче-
ние квантовой запутанности между двумя атомами,
взаимодействующими за счет двухфотонного про-
цесса на одной моде, представляет значительный
интерес, поскольку запутанность может вызывать
усиление взаимодействия за счет увеличения кор-
реляции между двумя фотонами, участвующими в
атомных переходах. В данной работе изучается эво-
люция запутанности между двумя двухуровневыми
атомами, которые один за другим подвергаются дей-
ствию различных полей в резонаторе посредством
двухфотонного вырожденного процесса. Поскольку
атомы друг с другом непосредственно не взаимодей-
ствуют, следует ожидать, что поле излучения будет
оказывать значительное влияние на природу атом-
ной запутанности. Исследовано влияние различных
статистик поля на величину запутанности двух ато-
мов. Результаты сравниваются с невырожденным
процессом, описанным в работе [5].
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2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Рассмотрен бездиссипативный резонатор с од-
ной модой, через который один за другим проходят
два двухуровневых ридберговских атома. Благода-
ря взаимодействию первого атома с полем в резо-
наторе, статистика поля начинает изменяться. По-
скольку потерь в резонаторе нет, изменения оста-
ются внутри резонатора до тех пор, пока в него не
попадает второй атом. Таким образом, второй атом
взаимодействует с полем, измененным за счет вза-
имодействия с первым атомом. В данном процес-
се оба атома могут становиться запутанными [5–8],
хотя и не взаимодействуют непосредственно друг с
другом или одновременно с полем в резонаторе. Га-
мильтониан модели для такой системы записывает-
ся в приближении вращающейся волны следующим
образом:

Ĥ =
�ω0σ̂3

2
+ �ωâ†â+ �g(P̂+ + P̂−), (1)

где P̂+ = σ̂+â
2 и P̂− = σ̂−â†

2

. Здесь ω0 — частота пе-
рехода в атоме, g — константа связи между атомом
и полем, σ̂3 — оператор инверсии, σ̂+, σ̂− — повыша-
ющий и понижающий операторы Паули, â† и â — со-
ответственно операторы рождения и уничтожения.
Считается, что вначале оба атома находятся в воз-
бужденных состояниях, поэтому начальное условие
для системы в момент вхождения первого атома в
резонатор имеет вид

|ψ(t = 0)〉 =
∞∑

n=0

Cn|a1, n〉, (2)

где |n〉 обозначает состояния по числу фотонов в ре-
зонаторе с исходным распределением Pn = |Cn|2.

Возбужденное состояние первого атома обозначает-
ся |a1〉. В резонансе выполняется условие 2ω ≈ ω0,
при котором временную эволюцию волновой функ-
ции системы атом–поле можно записать в следую-
щем виде [9]:

|ψ(t)〉 = e−iĤt|ψ(t = 0)〉. (3)

Зависимость |ψ(t)〉 можно получить, разлагая eıHt

и действуя каждым членом разложения на началь-
ное состояние [9]. Суммируя полученные слагаемые,
получаем

|ψ1(t)〉 = cos
{
gt
√
(n+ 1)(n+ 2)

}
|a1, n〉−

− i sin
{
gt
√
(n+ 1)(n+ 2)

}
|b1, n+ 2〉, (4)

где t — время взаимодействия атома с полем. В мо-
мент времени t, когда первый атом уже покинул ре-
зонатор, туда попадает второй атом в возбужден-
ном состоянии. Поскольку потерь в резонаторе нет,
статистика поля в резонаторе за это время остается
неизменной. Начальное условие для второго атома
можно записать в виде |ψ2(t = 0)〉 = |a2〉|ψ1(τ)〉, по-
этому

|ψ2(t = 0)〉 = cos
{
gt
√
(n+1)(n+2)

}
|a2, a1, n〉−

− i sin
{
gt
√
(n+ 1)(n+ 2)

}
|a2, b1, n+ 2〉, (5)

где |a2〉 и |b2〉 обозначают соответственно возбуж-
денное и основное состояния второго атома. В усло-
виях резонанса при 2ω ≈ ω0 операторы P+ и P−
становятся независящими от времени в гейзенбер-
говском рассмотрении. При выводе уравнений (4) и
(5) использовались следующие свойства комбиниро-
ванных операторов для атома и поля:

P̂−|a, n〉 =
√
(n+ 1)(n+ 2) |b, n+ 2〉; P̂+|a, n〉 = 0,

P̂+P̂−|a, n〉 = (n+ 1)(n+ 2)|a, n〉; P̂ 2
−|a, n〉 = 0,

P̂−P̂+P̂−|a, n〉 = (n+ 1)3/2(n+ 2)3/2|b, n+ 2〉; P̂ 2
+P̂−|a, n〉 = 0.

(6)

Вектор состояния, представляющий два атома и
резонатор для времени t > 2τ , имеет следующий
вид:

|ψ(t)A−A−F = α|a2, a1, n〉+ β|a2, b1, n+ 2〉+
+ γ|b2, a1, n+ 2〉+ δ|b2, b1, n+ 4〉. (7)

Множители α, β, γ и δ определяются выражениями

α = cos2
{
gt
√
(n+ 1)(n+ 2)

}
,

β =
[
cos
{
gt
√
(n+ 3)(n+ 4)

}]
×

×
[
−i sin

{
gt
√
(n+ 1)(n+ 2)

}]
,

γ =
[
cos
{
gt
√
(n+ 1)(n+ 2)

}]
×

×
[
−i sin

{
gt
√
(n+ 1)(n+ 2)

}]
,

δ =
[
−i sin

{
gt
√
(n+ 1)(n+ 2)

}]
×

×
[
−i sin

{
gt
√
(n+ 3)(n+ 4)

}]
.

(8)
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Здесь предполагается, что второй атом взаимодей-
ствует с полем в резонаторе в течение такого же
промежутка времени t. Это условие можно достичь
в экспериментах с микромазерами при помощи ис-
пользуемого в них фильтра скоростей.

3. ВЛИЯНИЕ СТАТИСТИК ПОЛЯ НА
ДИНАМИКУ ЗАПУТАННОСТИ АТОМОВ

Оператор плотности поля системы двух атомов
и поля в резонаторе ρA−A−F задается в виде

ρA−A−F = |ψ(t)〉〈ψ(t)|, (9)

где |ψ(t)〉 определяется выражением (7). Оператор
плотности системы атом–атом получается по фор-
муле

ρA−A = TrF ρA−A−F . (10)

Поскольку связанное состояние двух атомов на вы-
ходе из резонатора не является чистым, их запу-
танность определяется с помощью меры совпадения,
введенной в работах [10, 11]. Совпадение определя-
ется следующим образом:

C(ρ) = max
{
0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4

}
, (11)

где λi — расположенные в порядке убывания четыре
собственных значения неэрмитовой матрицы

R = ρ(σy ⊗ σy)ρ
∗(σy ⊗ σy). (12)

Здесь σy — матрица Паули по координате y, ρ —
матрица плотности 4×4 системы двух атомов. Мак-
симально возможная запутанность достигается при
C = 1, в то время как C = 0 означает полную раз-
деленность атомов. При C > 0 состояние является
запутанным (неразделимым). Для количественного
определения запутанности можно использовать дру-
гую монотонную по C функцию Ef (ρ), называемую
запутанностью формирования. Она определяется в
следующем виде:

Ef (ρ) = h

(
1 +

√
1− C2(ρ)

2

)
, (13)

где h(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1 − x).
На основании работ по изучению стандартных

взаимодействий в модели Джейнса –Каммингса
[6–8] ожидается, что статистика поля в резонаторе
может оказывать заметное влияние на запутанность
атомов. В дальнейшем изучается влияние поля в
резонаторе на запутанность атомов для различных
статистик.

3.1. Поле резонатора в фоковском состоянии

Если состояние поля в резонаторе является соб-
ственным для оператора числа частиц N = â†â, то
нормированное состояние со смешанной плотностью
для двух атомов после прохождения через поле вы-
ражается следующим образом:

ρA−A = α2|a2a1〉〈a2a1|+ β2|a2b1〉〈a2b1|+
+ βγ∗|a2b1〉〈b2a1|+ γβ∗|b2a1〉〈a2b1|+

+ γ2|b2a1〉〈b2a1|+ δ2|b2b1〉〈b2b1|. (14)

Для поля в фоковском состоянии |n〉 четыре соб-
ственных значения матрицы R в выражении (12)
равны

λ1 = 0,

λ2 = λ3 = |α|2|δ|2,
λ4 = 4|β|2|γ|2,

(15)

где величины α, β, γ, δ определяются из выраже-
ния (8). Таким образом, мера совпадения системы,
составленной из двух атомов, равна

C = max
[
0, sin 2gt

√
(n+ 1)(n+ 2) ×

× sin gt
{√

(n+3)(n+4)−
√
(n+1)(n+2)

}]
. (16)

Для вакуумного состояния n = 0 она сводится к
выражению

C = max
[
0, sin

(
2
√
2 gt
)
×

× sin
{(

2
√
3−

√
2
)
gt
}]
. (17)

Следовательно, вакуумное состояние может вы-
зывать запутанность при условии, что функции
sin(2

√
2gt) и sin{(2√3 − √

2)gt} имеют одинаковый
знак. На рис. 1 показана запутанность формирова-
ния, являющаяся монотонной функцией меры сов-
падения, для n = 0, 2, 5. Как видно, вакуумное поле
вызывает значительную запутанность. Это происхо-
дит за счет взаимодействия первого атома в возбуж-
денном состоянии с вакуумным полем резонатора, в
процессе чего его состояние изменяется и переста-
ет быть вакуумным при вхождении второго атома.
Поэтому состояние атомов становится запутанным.

Для n �= 0 аргументы синусов возрастают с уве-
личением n, что приводит к более частому появ-
лению ненулевой меры совпадения. С ростом чис-
ла фотонов наблюдается увеличение запутанности
формирования Ef . Сравнение величин Ef для n =

= 0, n = 2 и n = 5, полученных на рис. 1а–в в рам-
ках невырожденной двухфотонной модели Джейн-
са –Каммингса [5], показывает, что запутанность

463



Судха Сингх, Каруна Гилхаре ЖЭТФ, том 154, вып. 3 (9), 2018

1

1

1

2

2

2

3

3

3

4

4

4

5

5

5

6

6

6

7

7

7

0

0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.2

0.4

0.6

0.8

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Ef

Ef

Ef

gt

gt

gt

а

б

в

Рис. 1. Эволюция запутанности атомов, изначально нахо-
дящихся в возбужденных состояниях, для поля в фоковс-

ком состоянии при n = 0 (а), 2 (б), 5 (в)

формирования Ef для вырожденного двухфотонно-
го процесса оказывается больше, чем в случае невы-
рожденного процесса.

3.2. Поле резонатора в когерентном
состоянии

Для когерентного состояния поля в резонаторе
полную волновую функцию модели можно записать
в следующем виде:

|ψ(t)〉 =
∞∑
n=0

Cn [α|a2, a1, n〉+ β|a2, b1, n+ 2〉 +

+ γ|b2, a1, n+ 2〉+ δ|b2, b1, n+ 4〉] , (18)

где

|Cn(α)|2 = Pn(n̄) = |〈n|α〉|2 = exp(−n̄) n̄
n

n!
. (19)

Функции Pn(n) выражают распределение вероятно-
сти когерентного поля для числа фотонов в пуассо-
новской статистике. Когерентные состояния |α〉 вы-
ражаются следующим образом:

|α〉 = exp

(
−1

2
|α|2

) ∞∑
n=0

αn

√
n!

|n〉. (20)

Состояние нормированной плотности обоих ато-
мов после исключения полевых переменных записы-
вается в виде

ρ(t)A−A =

=

∞∑
n=0

〈n|[|ψ(t)A−A−F 〉〈ψ(t)A−A−F |]|n〉 . (21)

Используя данное выражение, получаем следующие
матричные элементы ρA−A:

ρ11 =
∞∑
n=0

|Cn|2 cos4 gt
√
(n+ 1)(n+ 2), (22a)

ρ12 =

∞∑
n=0

Cn+2

(
cos2 gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
×

× C∗
n

(
i sin gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
×

×
(
cos gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
, (22b)

ρ13 =

∞∑
n=0

Cn+2

(
cos2 gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
×

× C∗
n

(
i sin gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
×

×
(
cos gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
, (22c)

ρ14 =

∞∑
n=0

Cn+4

(
cos2 gt

√
(n+ 5)(n+ 6)

)
×

× C∗
n

(
i sin gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
×

×
(
i sin gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
, (22d)

ρ21 = −ρ12, (22e)

ρ22 =
∞∑

n1=0

|Cn|2
(
cos2 gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
×

×
(
sin2 gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
, (22f)

ρ23 =

∞∑
n=0

|Cn|2
(
−i sin gt

√
(n+ 1)(n+ 2) ×

× cos gt
√
(n+ 3)(n+ 4)

)
×

×
(
i sin gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
×

×
(
cos gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
, (22g)
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ρ24 =

∞∑
n1=0

Cn+2

(
−i sin gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
×

×
(
cos gt

√
(n+ 5)(n+ 6)

)
×

× C∗
n

(
i sin gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
×

×
(
i sin gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
, (22h)

ρ31 = −ρ13, (22i)
ρ32 = ρ23, (22j)

ρ33 =
∞∑

n=0

|Cn|2
(
cos2 gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
×

×
(
sin2 gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
, (22k)

ρ34 =

∞∑
n1=0

Cn+2

(
−i sin gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
×

×
(
cos gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
×

× C∗
n

(
i sin gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
×

×
(
i sin gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
, (22l)

ρ41 = ρ14, (22m)
ρ42 = −ρ24, (22n)
ρ43 = −ρ34, (22o)

ρ44 =

∞∑
n1=0

|Cn|2
(
sin2 gt

√
(n+ 1)(n+ 2)

)
×

×
(
sin2 gt

√
(n+ 3)(n+ 4)

)
. (22p)

Для исследования запутанности двух атомов бы-
ла проведена численная оценка Ef (ρ) из выраже-
ния (13). Запутанность формирования Ef вычисле-
на отдельно для большого и малого числа фотонов.
На рис. 2 построены зависимости запутанности фор-
мирования Ef от угла Раби gt для 〈n〉 = 10, 20,
40. Отметим, что атомы периодически распутыва-
ются. Эта особенность следует из уменьшения и вос-
становления инверсии заселенности, происходящих
в двухуровневом атоме в резонаторе через двух-
фотонный процесс. Поскольку запутанность атомов
вносится полем за счет двухфотонного процесса, его
влияние также наблюдается в запутанности двух
атомов. Обнаружено, что величина запутанности
атомов увеличивается с ростом среднего числа фо-
тонов n. Такое поведение согласуется с результа-
тами для невырожденного двухфотонного процесса
[5] и зависящей от интенсивности модели Джейн-
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Рис. 2. Эволюция запутанности атомов, изначально нахо-
дящихся в возбужденных состояниях, для поля с одной
модой в когерентном состоянии с разными числами фото-

нов: 〈n〉 = 10 (а), 20 (б), 40 (в)

са –Каммингса [8], но отличается от результатов
моделей Джейнса –Каммингса [12] и Тэвиса –Кам-
мингса [13].

На рис. 3 показаны зависимости Ef от угла Раби
gt для n = 0.5, 0.1, 0.05, 0.01. Для малых величин n
наблюдается изменение вида графиков, а также уве-
личение высоты пиков запутанности формирования
с уменьшением числа фотонов в резонаторе n = |α|2.
Для малых величин n получены узкие острые пики
пуассоновского распределения, которые уширяются
при увеличении n. При увеличении среднего числа
фотонов также наблюдается сдвиг пиков запутанно-
сти формирования влево, как ожидается для коге-
рентного поля.

Из сравнения рис. 3 данной работы с рис. 3 из
работы [5] для модели Джейнса –Каммингса с дву-
мя модами можно сделать вывод, что максимальная
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Рис. 3. Эволюция запутанности атомов, изначально находящихся в возбужденных состояниях, для поля с одной модой
в когерентном состоянии с разными числами фотонов: 〈n〉 = 0.5 (а), 0.1 (б), 0.05 (в), 0.01 (г)

величина запутанности для вырожденного двухфо-
тонного процесса в обоих случаях много больше, чем
для невырожденного процесса.

3.3. Поле резонатора с одной модой в
тепловом состоянии

Среднее число фотонов при температуре T [К]
для поля в тепловом равновесии, подчиняюще-
гося статистике Бозе –Эйнштейна, равно 〈n〉 =

= (exp(�ω/kT )− 1)
−1. Статистика фотонов задает-

ся следующим распределением Pn:

Pn =
〈n〉n

(1 + 〈n〉)n+1
. (23)

Коллективное состояние резонатора с двумя ато-
мами получается суммированием по всем n, а запу-
танность формирования вычисляется так же, как в
разд. 3.2. На рис. 4 построена зависимость Ef (gt)

для 〈n〉 = 0.5, 0.1, 0.05, 0.01. Аналогично лестничной
модели с двумя модами [5] обнаружено, что вели-
чина запутанности атомов возрастает с уменьшени-
ем числа фотонов в резонаторе. Однако, сравнивая
рис. 4 с рис. 4 из работы [5] для лестничной моде-
ли с двумя модами, построенными для 〈n〉 = 0.5, 0.1,
0.05 и 0.01, можно увидеть, что величины пиков Ef в
данном случае намного больше. Таким образом, за-
путанность в вырожденном случае с двумя модами
оказывается намного больше, чем в невырожденном
случае.
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Рис. 4. Эволюция запутанности атомов в тепловом поле с одной модой с разными числами фотонов: 〈n〉 = 0.5 (а),
0.1 (б), 0.05 (в), 0.01 (г)

4. ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ

В данной работе рассмотрена эксперименталь-
ная ячейка на микромазере [14], в которой два ато-
ма последовательно проходят через резонатор, не
пересекаясь друг с другом. Изучена динамика за-
путанности между атомами, обусловленная взаимо-
действием через двухфотонный вырожденный про-
цесс. Результаты сравниваются с результатами рабо-
ты [5], в которой было рассмотрено взаимодействие
через двухфотонный невырожденный процесс. Для
исходного когерентного поля в резонаторе наблю-
далось периодическое запутывание и распутывание,
причем высота пиков Ef немного увеличивается с

ростом n для больших фотонных чисел. Для малых
значений n получаются зависимости другого типа с
узкими острыми пиками. Это является характерной
особенностью пуассоновского распределения с мак-
симумом при n, которое уширяется при увеличении
n. Для случая малых значений числа фотонов на-
блюдалось увеличение запутанности между двумя
атомами при уменьшении среднего числа фотонов
как для исходного когерентного, так и для теплово-
го поля. Эволюция величины Ef для двухфотонного
процесса с одной модой ведет себя похожим обра-
зом. Квантовые эффекты, усиливающиеся в основ-
ном при малых значениях n, способствуют увеличе-
нию высоты пиков Ef .
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