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Уравнение Дорохова –Мелло –Перейра –Кумара (ДМПК), описывающее эволюцию диагональных эле-
ментов многоканальной трансфер-матрицы, используемой для исследования неупорядоченных систем,
выводится при минимальных предположениях о свойствах каналов. В общем случае получается уравнение
диффузионного типа с тензорным характером коэффициента диффузии и ненулевыми недиагональны-
ми элементами. Предложено три варианта диагонального приближения, один из которых воспроизводит
обычное уравнение ДМПК и его обобщение, полученное Мутталибом с соавторами. Два других вари-
анта приводят к уравнениям одинаковой структуры, но с различными определениями входящих в них
параметров. Они содержат дополнительные вклады, отсутствующие в первом варианте. Конечность ко-
эффициентов при дополнительных вкладах за пределами металлической фазы устанавливается путем
вычисления ляпуновских экспонент и их сопоставления с численными экспериментами. Обсуждается
значение полученных уравнений для проблемы распределения кондактансов и для статуса результатов,
полученных с помощью нелинейных сигма-моделей.

DOI: 10.1134/S0044451018070131

1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнение Дорохова –Мелло –Перейра –Кумара
(ДМПК) [1–4] является эффективным инструмен-
том для исследования квазиодномерных неупоря-
доченных систем и имеет многочисленные физи-
ческие приложения (см. обзор [5]). Оно описыва-
ет эволюцию диагональных элементов многоканаль-
ной трансфер-матрицы при увеличении длины си-
стемы. Уравнение ДМПК получается из принципа
максимума энтропии (т. е. в предположении макси-
мальной случайности, совместимой с симметрийны-
ми ограничениями) и идеологически близко к тео-
рии случайных матриц Вигнера –Дайсона [6]. Оно
зависит от одного параметра (длины системы, обез-
размеренной на корреляционный радиус) и отража-
ет универсальность, характерную для металличе-
ской фазы. Уравнение ДМПК эквивалентно супер-
симметричной сигма-модели [7], выведенной из мик-
роскопических гамильтонианов [8, 9], но в отличие
от нее позволяет работать с распределениями фи-
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зических величин. Решение уравнения ДМПК [3, 4]
воспроизводит универсальные флуктуации кондак-
танса и квантовые поправки к нему, полученные из
диаграммных вычислений [10, 11].

Метод трансфер-матрицы, лежащий в основе
подхода ДМПК, в принципе, не ограничен квази-
одномерной геометрией. Рассматривая систему N

связанных одномерных цепочек и укладывая цепоч-
ки в соответствии с симметрией d-мерной решетки,
можно переходить к системам более высокой раз-
мерности. Однако предположения, лежащие в ос-
нове уравнения ДМПК, приводят к статистической
эквивалентности всех цепочек, что устраняет вся-
кую информацию о топологии пространства в по-
перечном направлении. Это не позволяет использо-
вать уравнение ДМПК для исследования перехода
Андерсона и ограничивает его применимость усло-
виями реализации металлической фазы в соответ-
ствующем d-мерном пространстве. При переходе в
локализованную фазу d-мерной системы уравнение
ДМПК оказывается неадекватным даже для квази-
одномерной геометрии: предсказываемая им мини-
мальная ляпуновская экспонента всегда оказывает-
ся порядка 1/N , тогда как разумные микроскопи-
ческие модели приводят к результату O(1) [12, 13].
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Последнее легко понять в режиме сильной локали-
зации, когда проводимость квазиодномерной систе-
мы определяется одной резонансной траекторией1)

и система фактически становится строго одномер-
ной.

Из сказанного ясно, что в общем случае пред-
положения, лежащие в основе уравнения ДМПК,
должны быть ослаблены, что в частности необхо-
димо для исследования универсальности, возникаю-
щей вблизи перехода Андерсона. Проблема вывода
наиболее общей формы уравнения ДМПК осозна-
ется научным сообществом и признается достаточ-
но фундаментальной [3, 4, 13, 15]. В частности, одно
из возможных обобщений предложено Мутталибом
с соавторами [15–17].

Как показано ниже, уравнение типа ДМПК мо-
жет быть выведено при минимальных предположе-
ниях о свойствах каналов. В общем случае получа-
ется уравнение диффузионного типа с тензорным
характером коэффициента диффузии и ненулевы-
ми недиагональными элементами. Мы рассмотрим
три варианта диагонального приближения, один из
которых воспроизводит обычное уравнение ДМПК
и его обобщенную форму, предложенную в работах
[15–17]. Два других варианта приводят к уравнени-
ям одинаковой структуры, но с различными опреде-
лениями входящих в них параметров. Они содержат
дополнительный член, отсутствующий в первом ва-
рианте и оказавшийся весьма актуальным в недав-
нем исследовании распределения кондактансов [14].

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Представляя систему как набор N связанных
одномерных цепочек, будем рассматривать ее как
«черный ящик», к которому присоединены контак-
ты, состоящие из идеальных одномерных проводни-
ков2). Тогда систему можно рассматривать как эф-
фективный рассеиватель и характеризовать тран-
сфер-матрицей T , связывающей амплитуды волн
слева (Ane

ikx + Bne
−ikx в n-м канале) и справа

(Cne
ikx +Dne

−ikx) от него (рис. 1):

1) Простой пример построения резонансных траекторий
приведен в примечании 4 работы [14]. В режиме сильной
локализации вклад резонансных траекторий в проводимость
имеет экспоненциальный разброс и она определяется самым
прозрачным каналом.

2) Тем самым представление о «каналах» используется в
координатном представлении, что в частности устраняет все
проблемы, связанные с затухающими модами [18].
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Рис. 1. Многоканальная трансфер-матрица T̂ связывает
амплитуды плоских волн слева (An, Bn) и справа (Cn,

Dn) от рассеивателя
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где A, B, C, D — векторы с компонентами An, Bn,
Cn, Dn. При записи в векторной форме вид уравне-
ния (1) не зависит от числа каналов, а трансфер-
матрица естественным образом представляется в
блочном виде; она допускает параметризацию [3,19]

T̂ =

(
u1 0

0 v1

) ( √
1 + λ

√
λ√

λ
√
1 + λ

)
×

×
(

u 0

0 v

)
, (2)

где u, v, u1, v1 — унитарные матрицы, а λ — диа-
гональная матрица с положительными элементами
λi, которые являются собственными значениями эр-
митовой матрицы T12T

+
12. При наличии инвариант-

ности относительно обращения времени возникают
соотношения [2, 3]

v = u∗, v1 = u∗
1, (3)

которые, как правило, не будут для нас существен-
ны.

Основной интерес представляют параметры λi,
которые в частности определяют проводимость

g =
∑
i

1

1 + λi
(4)

(в определении Эконому –Соукоулиса [20, 21]).
Уравнение ДМПК описывает эволюцию их совмест-
ной функции распределения P (λ1, λ2, . . . , λN ) ≡
≡ P{λ} при изменении длины системы L:
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∂P{λ}
∂L

= α
∑
i

∂

∂λi

[
λi(1+λi)J{λ} ∂

∂λi

P{λ}
J{λ}

]
,

J{λ} =
∏
i<j

|λi − λj |β ,
(5)

где β = 1 для ортогонального ансамбля (обычные
системы со случайным потенциалом), β = 2 для
унитарного ансамбля (системы в сильном магнит-
ном поле), β = 4 для симплектического ансамбля
(системы с сильным спин-орбитальным взаимодей-
ствием); параметр α имеет смысл обратной корреля-
ционной длины квазиодномерной системы. Величи-
на J{λ} хорошо известна в теории случайных мат-
риц [6] и возникает из якобиана преобразования∏

ij

dHij = J{λ} J̃{Q}
∏
i

dλi

∏
ij

dQij (6)

при переходе от интегрирования по элементам мат-
рицы Ĥ к интегрированию по ее собственным зна-
чениям λi и элементам диагонализующей матри-
цы Q̂ (Ĥ = Q̂−1Λ̂Q̂). Фактически J{λ} является
функцией распределения уровней, если они нахо-
дятся в ограниченном интервале с периодически-
ми граничными условиями (дайсоновский круговой
ансамбль). В реальных приложениях функция рас-
пределения содержит дополнительный множитель,
обеспечивающий локализацию спектра в конечном
интервале и мало влияющий на распределение близ-
ких уровней. Аналогично, распределение P{λ} =

= J{λ} является формальным решением уравне-
ния (5), но не обеспечивает условие нормировки;
неизбежно существование дополнительного множи-
теля, эволюция которого и описывается уравнением
ДМПК. Как показывает точное решение (5) при β =

= 2 [22], дополнительный множитель не сводится к
плавной огибающей, определяющей форму плотно-
сти состояний, и распределение P{λ} отличается от
J{λ} уже на локальном уровне; корреляции λi опре-
деляются якобианом J{λ} лишь в области малых
L, когда λi малы. В контексте обобщений уравне-
ния ДМПК это обстоятельство приобретает глубо-
кий смысл (см. примечание 9) в разд. 5.

В строго одномерной системе имеем J{λ} = 1 и
уравнение (5) сводится к виду

∂P (λ)

∂L
= α

∂

∂λ

[
λ(1 + λ)

∂P (λ)

∂λ

]
, (7)

а λ совпадает с ландауэровским сопротивлением ρ

[23]; такое уравнение получено во многих работах
[24–28]. В недавней работе автора [14] показано, что
общая форма уравнения эволюции в одномерном
случае имеет вид

∂P (λ)

∂L
=

= α
∂

∂λ

[
−γ(1 + 2λ)P (λ) + λ(1 + λ)

∂P (λ)

∂λ

]
, (8)

а дополнительный член, определяемый параметром
γ, является физически значимым: его введение в
схему Шапиро [29] позволило объяснить все суще-
ственные моменты в распределении кондактансов,
чего не удавалось сделать на основе уравнения (7).
Вполне естественно, что этот член не воспроизво-
дится уравнением (5) — он исчезает в приближении
случайных фаз, использованном при выводе послед-
него. Однако он не воспроизводится и обобщенным
уравнением ДМПК, полученным в работах Мутта-
либа с соавторами [15–17],

∂P{λ}
∂L

=

= α
∑
i

Kii
∂

∂λi

[
λi(1 + λi)Ji{λ} ∂

∂λi

P{λ}
Ji{λ}

]
,

Ji{λ} =
∏
j<k

|λj − λk|βi
jk , βi

jk = 2Kjk/Kii,

(9)

и содержащим в качестве параметров элементы Kij

некоторой матрицы K̂3). Это показывает, что по-
пытки обобщения уравнения ДМПК не являются
достаточно продвинутыми и не воспроизводят всех
физически существенных вкладов. Это обстоятель-
ство и явилось главной мотивацией настоящей ра-
боты.

3. ФИЗИЧЕСКИЕ СООБРАЖЕНИЯ

Вывод уравнения эволюции основан на соотно-
шении

T̂L+ΔL = T̂L T̂ΔL , (10)

где T̂ΔL — матрица, близкая к единичной. Фор-
ма уравнения ДМПК зависит от статистических
свойств параметров εk, определяющих отклонение
T̂ΔL от единичной матрицы. Эти параметры можно
разделить на две группы: для первой

〈εk〉 �= 0 , (11)

тогда как для второй

〈εk〉 = 0 , 〈ε2k〉 �= 0 . (12)

3) Зависимость Ji{λ} от i была не замечена в [16] (см. При-
ложение B), но в практическом смысле она не очень актуаль-
на [30].
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Наличие параметров типа (12) является необходи-
мым для возникновения уравнения диффузионного
типа: поскольку в первом порядке по εk эффект от-
сутствует, все вычисления нужно проводить с уче-
том членов второго порядка, что и приводит к появ-
лению вторых производных, характерных для урав-
нения диффузии. Общая стратегия состоит в том,
чтобы проводить усреднение только по параметрам
(12), ничего не предполагая о параметрах первой
группы.

Для вывода наиболее общей формы уравнения
ДМПК нужно выделить категорию величин, для ко-
торых свойство (12) не является модельным пред-
положением, а внутренне присуще самой их при-
роде. Такие величины хорошо известны и связа-
ны с диагональным беспорядком. В качестве при-
мера рассмотрим уравнение Шредингера со случай-
ным потенциалом, который для наглядности будем
задавать на узлах решетки набором независимых
случайных переменных Vn (как в модели Андерсо-
на). Функции распределения переменных Vn долж-
ны быть одинаковы для сохранения пространствен-
ной однородности в среднем. Если среднее значение
〈Vn〉 отлично от нуля, то оно одинаково для всех n и
может быть исключено путем сдвига начала отсчета
энергии E, так как случайный потенциал входит в
комбинации Vn−E. Таким образом, можно принять
без ограничения общности

〈Vn〉 = 0 , 〈V 2
n 〉 = W 2 , (13)

как это и делается в большинстве теоретических ра-
бот.

Это обстоятельство можно использовать следую-
щим образом. Типичная квазиодномерная система
представляет собой брусок, вырезанный из d-мер-
ной решетки и содержащий случайно расположен-
ные примеси (рис. 2а). Разобьем ее на последо-
вательность эффективных рассеивателей, содержа-
щих много узлов решетки (рис. 2б). Каждый рас-
сеиватель обеспечивает существование двух эффек-
тов: (а) частичное отражение падающих на него
волн и (б) перемешивание каналов. Эти два про-
цесса удобно представлять несколько разнесенными
в пространстве (рис. 2в), так что имеется область,
где происходит отражение волн без перемешивания
каналов, и есть области, которые обеспечивают пе-
ремешивание каналов для прошедших и отражен-
ных волн, но не приводят к их отражению. Такое
предположение не является существенным, так как
о степени пространственной разделенности мы ни-
чего не предполагаем, и она может быть чисто сим-
волической. Фактически конструкция, представлен-

=

а

б

в

Рис. 2. а) Типичная квазиодномерная система представ-
ляет собой брусок, вырезанный из d-мерной решетки, в
который внесены случайно расположенные примеси. б) Си-
стему можно разделить на эффективные рассеиватели,
трансфер-матрицы которых перемножаются. в) Каждый
рассеиватель обеспечивает частичное отражение падаю-
щих на него волн и перемешивание каналов; два этих про-
цесса удобно представлять несколько разнесенными в про-

странстве

ная на рис. 2в, соответствует каноническому пред-
ставлению трансфер-матрицы в виде произведения
(2): нетрудно видеть, что средняя матрица обеспечи-
вает отражение волн без перемешивания каналов, а
правая и левая — перемешивание каналов без отра-
жения волн.

Среднюю часть эффективного рассеивателя
(рис. 2в) можно описывать трансфер-матрицей

(
1− iε −iε

iε 1 + iε

)
, (14)

соответствующей диагональному беспорядку, созда-
ваемому точечными рассеивателями на независи-
мых одномерных цепочках, так что ε — диагональ-
ная матрица с действительными элементами εk, об-
ладающими свойствами (12). Выделяя из (14) мно-
жители, не связанные с рассеиванием, примем сле-
дующее представление для матрицы T̂ΔL:

T̂ΔL =

(
w1 0

0 w2

) (√
1 + ε2 −iε

iε
√
1 + ε2

)
×

×
(
w3 0

0 w4

)
, (15)

где w1, w2, w3, w4 — унитарные матрицы, близкие к
единичной, а элементы εk малы. Принимая для T̂L

каноническое представление (2) и составляя произ-
ведение (10), легко видеть, что матрицы w1, w2 при-
водят к малой перенормировке матриц u и v, кото-
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рой можно пренебречь4). Нетрудно видеть, что для
приведения матрицы T̂L+ΔL к канонической форме
(2) достаточно привести к этой форме произведение

T̂ ′ =

( √
1 + λ

√
λ√

λ
√
1 + λ

) (
u 0

0 v

)
×

×
( √

1 + ε2 −iε

iε
√
1 + ε2

)
. (16)

При этом диагональные элементы λ′
i матрицы T̂ ′ бу-

дут совпадать с диагональными элементами матри-
цы T̂L+ΔL.

Предположение о диагональном беспорядке для
средней части эффективного рассеивателя (рис. 2в)
не является существенным. Действительно, пред-
ставление о слабых рассеивателях является неиз-
бежным при выводе дифференциального уравнения
— в противном случае можно получить лишь урав-
нение в конечных разностях. Если ориентироваться
на описание перехода Андерсона, то следует рабо-
тать вблизи края зоны идеального кристалла, так
как только там слабый беспорядок совместим с ло-
кализацией в высших размерностях. Тогда длина
волны и длина свободного пробега велики по сравне-
нию с межатомным расстоянием, и огибающая вол-
новой функции меняется медленно. Это позволяет
огрубить описание, разбивая систему на блоки, ма-
лые по сравнению с длиной волны, но содержащие
много атомов, и объявляя эти блоки новыми узла-
ми решетки. В результате практически любой ко-
роткодействующий случайный потенциал сведется
к диагональному гауссовскому беспорядку. Универ-
сальность же, присущая переходу Андерсона, как и
обычным критическим явлениям [31,32], делает эк-
вивалентными его описание в центре зоны и вблизи
ее края5).

4) Форма уравнения (15) отличается от канонического
представления (2) наличием мнимой единицы в средней мат-
рице. Она может быть приведена к (2), но тогда матрицы wi

не будут стремиться к единичной при ε → 0 и приведут к
конечной перенормировке матриц u и v. Использование мат-
рицы (14) в качестве средней матрицы (15) приводит к более
громоздким выкладкам.

5) В случае сильных рассеивателей дифференциальная
форма уравнения должна восстанавливаться при больших L
(возможно, с другими определениями параметров), когда рас-
пределение P{λ} становится широким и возможно разложе-
ние по приращениям аргументов даже для больших прира-
щений.

4. ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ЭВОЛЮЦИИ

Изложим общую схему вывода уравнения эво-
люции, отсылая за деталями вычислений в Прило-
жение A. Параметры λ′

i матрицы T̂ ′ являются соб-
ственными значениями эрмитового «гамильтониа-
на» H = T12T

+
12, где

T12 =
√
1 + λu (−iε) +

√
λ v
√
1 + ε2 , (17)

что позволяет вычислить их как функции λi (λ′
i =

= fi{λ}) в виде разложения по ε. Составляя функ-
цию распределения λ′

i, имеем

PL+ΔL{λ′} =

∫ ∏
i

dλiPL{λ}
∏
i

δ (λ′
i − fi{λ}) ×

× P (ε)P (u, v) dε du dv . (18)

Мы не указываем в явном виде, что функции fi{λ}
зависят от u, v, ε как от параметров. Сделаем замену
переменных yi = fi{λ} и перейдем от интегрирова-
ния по λi к интегрированию по yi:∏

i

dλi = I{y}
∏
i

dyi , (19)

тогда как необходимое для этого обращение λi =

= gi{y} находится итерациями по ε. Интегрирование
по yi снимает δ-функции, приводя к результату

PL+ΔL{λ} =

=

∫
I{λ}PL{gi{λ}}P (ε)P (u, v) dε du dv, (20)

где мы переобозначили λ′ на λ. При вычислении
якобиана I{y} существенно, что его диагональные
элементы оказываются порядка единицы, а недиа-
гональные — порядка ε2, так что фактически он
сводится к произведению диагональных элементов.
Подставляя I{λ} и gi{λ} в виде разложений по ε

и раскладывая (20) до второго порядка, проведем
усреднение с учетом 〈εk〉 = 0, 〈εkεk′〉 = 〈ε2〉 δkk′ . По-
лагая 〈ε2〉 ≡ αΔL, получим6)

∂P{λ}
∂L

= α
∑
i

∂

∂λi

⎡
⎣Gi{λ}P{λ} +

+
∑
j

Fij{λ}∂P{λ}
∂λj

⎤
⎦ , (21)

6) При огрублении описания, обсуждавшемся в конце
разд. 3, дисперсии независимых рассеивателей складывают-
ся, так что их сумма 〈ε2〉 пропорциональна объему системы,
что в квазиодномерном случае дает линейную зависимость от
ΔL. При таком определении параметр α оказывается порядка
обратной длины пробега.
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где введены следующие функции от λi (штрихи у
знаков суммирования отмечают отсутствие членов
с j = i) —

Fij{λ} =
1

2

√
λi(1 + λi)λj(1 + λj)Aij ,

Gi{λ} = (1 + 2λi)

(
1

2
Aii − 1

)
+

+
√
λi(1 + λi)

∑
j

′ 1 + 2λj

4
√
λj(1 + λj)

Aij − G̃i{λ} ,

G̃i{λ} =
∑
j

′λi(1 + λj)Bij + λj(1 + λi)Cij

λi − λj
+

+
∑
j

′
√
λi(1 + λi)λj(1 + λj)

λi − λj
Dij

(22)

и использованы обозначения для матриц:

Bij =
∑
k

〈|vik|2|ujk|2
〉
,

Cij =
∑
k

〈|uik|2|vjk|2
〉
,

Dij = −
∑
k

〈
vikvjku

∗
iku

∗
jk + v∗ikv

∗
jkuikujk

〉
,

Aij =
∑
k

〈
uiku

∗
jkv

∗
ikvjk + u∗

ikujkvikv
∗
jk −

− uikujkv
∗
ikv

∗
jk − u∗

iku
∗
jkvikvjk

〉
.

(23)

Уравнение (21) представляет собой наиболее общую
форму уравнения ДМПК: в ней не сделано никаких
предположений о статистических свойствах матриц
u и v — они даже не обязаны быть случайными. Пра-
вая часть уравнения (21) представляет собой сумму
полных производных, что обеспечивает сохранение
полной вероятности.

5. ДИАГОНАЛЬНЫЕ ФОРМЫ

Уравнение (21) — диффузионного типа, причем
коэффициент диффузии является тензором с нену-
левыми недиагональными компонентами. В общем
виде оно слишком громоздко для конструктивно-
го анализа, поэтому рассмотрим возможности его
упрощения.

Уравнение (21) радикально упрощается, если
предположить диагональный вид для матриц Aij

и Dij :

Aij = Aiδij , Dij = Diδij . (24)

Положим еще Bij = Cij ≡ Kij , так как статисти-
ческие свойства матриц u и v обычно одинаковы.

Тогда уравнение (21) приводится к виду (см. При-
ложение B)

∂P{λ}
∂L

= α
∑
i

1

2
Ai

∂

∂λi

[
−γi(1+2λi)P{λ} +

+ λi(1 + λi)Ji{λ} ∂

∂λi

P{λ}
Ji{λ}

]
,

γi = (2Kii −Ai)/Ai ,

Ji{λ} =
∏
j<k

|λj − λk|βi
jk , βi

jk = 4Kjk/Ai ,

(25)

что отличается от (9) наличием дополнительных
членов с параметрами γi и сводится к (8) в одно-
канальном случае. Наличие этих членов изменяет
величину ляпуновских экспонент (разд. 6) и имеет
принципиальное значение для проблемы распреде-
ления кондактансов (разд. 7).

Условия реализации диагонального приближе-
ния рассмотрим для случая унитарного ансамбля,
когда матрицы u и v усредняются независимо. Ес-
ли для унитарной матрицы u ограничиться действи-
тельными матричными элементами, то она превра-
щается в ортогональную матрицу ũ; чтобы вернуть-
ся к унитарной матрице, нужно дописать к элемен-
там матрицы ũ надлежащие фазовые множители.
Производя аналогичную процедуру для матрицы v,
положим

ulk = ũlke
iϕlk , vlk = ṽlke

iφlk (26)

и подставляя в (23), имеем

Bij =
∑
k

〈|ṽik|2|ũjk|2
〉
,

Cij =
∑
k

〈|ũik|2|ṽjk|2
〉
,

Dij = −2
∑
k

〈ṽikṽjkũikũjk ×

× cos(φik + φjk − ϕik − ϕjk)〉 ,
Aij = 4

∑
k

〈ṽikṽjkũikũjk sin(ϕik − φik) ×

× sin(ϕjk − φjk)〉 .

(27)

Если матрицы ṽ и ũ полностью случайны, а фазы
ϕik и φik имеют неоднородные распределения, то
средние от произведений ṽik ṽjk, ũikũjk обращаются
в нуль при i �= j, обеспечивая диагональное при-
ближение (24), в котором Ai и Kij не связаны опре-
деленным соотношением; при этом для Kij получа-
ется тривиальный результат (см. ниже выражение
(28)). Если же, наоборот, матрицы ṽ и ũ недостаточ-
но случайны, но фазы ϕik и φik полностью стохасти-
зированы, то возникает диагональное приближение
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с нетривиальными Kij и соотношением Ai = 2Kii; в
результате член с γi исчезает и (25) сводится к вари-
анту (9), предложенному Мутталибом и др. [15–17].
Наконец, если полностью случайными являются как
ṽ, ũ, так и ϕik, φik, то усреднение происходит по уни-
тарной группе, приводя к результатам

Kij =
∑
k

〈|vik|2〉 〈|ujk|2
〉
=

1

N
, βi

jk = 2 , (28)

Kij =
∑
k

〈|uik|2|ujk|2
〉
=

1 + δij
N + 1

, βi
jk = 1 (29)

соответственно для унитарного и ортогонального
ансамблей, так что уравнение (9) превращается в
обычное уравнение ДМПК (5)7).

Перейдем к третьему варианту диагонального
приближения, который представляется наиболее ак-
туальным для приложений. Как обсуждалось в ра-
ботах [14, 33], для правильного определения прово-
димости конечных систем полезно введение полу-
прозрачных границ, отделяющих рассматриваемую
систему от присоединенных к ней идеальных кон-
тактов. При переходе к пределу слабопроницаемых
границ возникают универсальные уравнения, не за-
висящие от способа исключения контактного сопро-
тивления резервуара [34] (все формулы ландауэров-
ского типа [35–39] в этом пределе сводятся к ва-
рианту Эконому –Соукоулиса [20, 21]), которые за-
тем можно экстраполировать к прозрачности поряд-
ка единицы. Такое определение заведомо относится
к изучаемой системе (а не составной системе «об-
разец+идеальные провода») и обеспечивает беско-
нечное значение проводимости для идеальной систе-
мы [33].

Будем считать, что слабопрозрачные границы
обусловлены введением точечных рассеивателей на
одномерные проводники, присоединенные к системе
(рис. 2а); тогда ее трансфер-матрица T̂ переходит в
T̂0T̂ T̂0, т. е.

(
1− iκ −iκ

iκ 1 + iκ

)(
T11 T12

T21 T22

)
×

×
(

1− iκ −iκ

iκ 1 + iκ

)
, (30)

7) Для ортогонального ансамбля диагональное приближе-
ние, приводящее к (25), не реализуется.

где κ — диагональная матрица. Приводя (30) к ка-
ноническому виду (2), получим в главном прибли-
жении при больших κ

u1

√
1 + λu = −κT̃κ , u1

√
λ v = −κT̃κ ,

v1
√
λu = κT̃κ , v1

√
1 + λ v = κT̃κ ,

(31)

где T̃ = T11 − T12 + T21 − T22. Поскольку унитарные
матрицы u, v, u1, v1 имеют ограниченные матрич-
ные элементы, то λ ∼ κ4, что позволяет заменить
1 + λ на λ, после чего имеем

u = v, u1 = −v1 при κ → ∞ . (32)

При больших λi уравнения (21)–(23) упрощаются к
виду, аналогичному (25), но с другим определением
Kij (см. Приложение B),

Kij = (Bij + Cij +Dij)/2.

Подстановка (32) в (23) дает Kij → 0, Aij → 0 в
пределе κ → ∞. При больших, но конечных κ нуж-
но учитывать малые отклонения v от u, полагая

vjk = ujk exp {ihjk} , (33)

где матричные элементы hjk малы по модулю; они
действительны для ортогонального ансамбля и ком-
плексны для унитарного. Подставляя в (23), полу-
чим во втором порядке по hjk

2Kij =
∑
k

〈|uik|2|ujk|2
(|hik|2 + |hjk|2 +

+ hikhjk + h∗
ikh

∗
jk

)〉
,

Aij =
∑
k

〈|uik|2|ujk|2
(
hikhjk + h∗

ikh
∗
jk +

+ h∗
ikhjk + hikh

∗
jk

)〉
.

(34)

Нетрудно видеть, что Aii = 2Kii независимо от ста-
тистики hik (фактически это следует из общих вы-
ражений (23)). В пределе κ → ∞ модули hik стре-
мятся к нулю, но никаких других ограничений на
их статистику не возникает. Естественно считать,
что hik случайно флуктуируют и их флуктуации
независимы от uik

8). Тогда попарные произведения
hikhjk, h∗

ikhjk, . . . с i �= j при усреднении обращают-
ся в нуль, и матрица Aij оказывается диагональной.
В результате уравнение (21) принимает вид

8) Если матрица u содержит зависимость от hjk, то эта за-
висимость проявляется в членах третьего порядка, которыми
мы пренебрегаем.
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∂P{λ}
∂L

= α
∑
i

Kii
∂

∂λi

[
− γi(1 + 2λi)P{λ} +

+ λi(1 + λi)Ji{λ} ∂

∂λi

P{λ}
Ji{λ}

]
,

Ji{λ} =
∏
j<k

|λj − λk|βi
jk , βi

jk = 2Kjk/Kii,

γi =

⎛
⎝1−

∑
j

Kij

⎞
⎠ /Kii ,

Kij = (Bij + Cij +Dij)/2

(35)

и имеет ту же структуру, что (25), но с другим
определением параметров. Поскольку Kij малы при
больших κ, то параметры γi заведомо конечны и ве-
лики по модулю.

Заметим, что первые два варианта диагонально-
го приближения выглядят несколько искусственно.
Если матрицы u и v полностью случайны, то мы воз-
вращаемся к исходному уравнению (5). Если же u и
v недостаточно случайны, то возникает тенденция к
недиагональной ситуации: мы не видим серьезных
оснований считать ũij более случайными, чем ϕij

или наоборот. Напротив, в третьем варианте диа-
гональное приближение выглядит вполне естествен-
ным — введение слабопроницаемых границ ограни-
чивает взаимные флуктуации u и v, но за преде-
лами этих ограничений они считаются совершенно
случайными. Одновременно вся ситуация с опреде-
лением проводимости становится логически замкну-
той.

Как ясно из вывода, структура уравнения (35)
одинакова для унитарного и ортогонального ансам-
бля, что позволяет исследовать системы в произ-
вольном магнитном поле. При этом β становит-
ся свободным параметром, не связанным с вигнер-
дайсоновскими значениями, а в общем случае пре-
вращается в матрицу9).

6. ЛЯПУНОВСКИЕ ЭКСПОНЕНТЫ

Простейшим физическим приложением уравне-
ния (35) является вычисление ляпуновских экспо-
нент. Согласно рис. 2, трансфер-матрица квазиод-

9) На первый взгляд, при нецелых β нарушается закон от-
талкивания уровней при аномальном сближении двух из них
[40]. Однако уже в рамках обычного уравнения ДМПК кор-
реляция λi определяется якобианом J{λ} лишь в области ма-
лых L и усложняется на больших масштабах (см. обсуждение
после формулы (6)); физически это связано с переходом от
квазиметаллического к локализованному режиму. В общем
случае взаимосвязь между P{λ} и Ji{λ} становится еще бо-
лее сложной.

номерной системы представляется в виде произведе-
ния трансфер-матриц, соответствующих эффектив-
ным рассеивателям. Как следствие общей теоремы
Оселедеца [41], параметры λi имеют при больших
L экспоненциальное поведение λi ∝ exp{κiL}, где
ляпуновские показатели κi стремятся при L → ∞
к детерминированным (не случайным) значениям.
Обратные значения li = 1/κi определяют N харак-
терных длин рассматриваемой N -канальной зада-
чи, максимальная из которых является корреляци-
онным радиусом соответствующей квазиодномерной
системы. Значение ляпуновских экспонент для ана-
лиза перехода Андерсона в настоящее время хорошо
известно: на этом факте основан численный алго-
ритм [12], в контексте которого имеется множество
публикаций10).

Как известно [2, 5], уравнение (5) легко решает-
ся в пределе больших L, когда параметры λi вели-
ки и подчиняются иерархии λ1 � λ2 � . . . � λN ;
тогда J{λ} сводится к произведению от степеней
λi, и уравнение (5) распадается на N независимых
уравнений. Применяя ту же процедуру к уравнению
(35), получим независимые гауссовские распределе-
ния для величин xi = lnλi, определяемые двумя
первыми моментами:

〈xi〉 = αL

⎡
⎣(2γi + 1)Kii + 2

N∑
j=i+1

Kij

⎤
⎦ ,

σ2
i = 〈x2

i 〉 − 〈xi〉2 = 2αLKii,

(36)

что при γi = 0 совпадает с результатами [13, 16]. В
приближении эквивалентных каналов можно поло-
жить αKii = α̃, βij = β, γi = γ, так что уравнение
(35) содержит три параметра α̃L, β, γ; в частности,

2〈xi〉
σ2
i

= 2γ + 1 + β(N − i) (37)

и параметры β, γ легко получить из численных дан-
ных по ляпуновским экспонентам (см., например,
[44, 45]). Из формулы (32) работы [45] следует, что
соотношение σ2

i = 2〈xi〉 для минимальной экспонен-
ты (i = N в наших обозначениях) справедливо в
металлическом режиме, но нарушается вне его, а
стало быть параметр γ отличен от нуля за преде-

10) Популярное изложение алгоритма и его критический
анализ можно найти в работе [42], а его обоснование в рамках
самосогласованной теории локализации — в работе [43]. Там
же имеются многочисленные ссылки.
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лами металлической фазы11). Представляется веро-
ятным, что конечные значения γi возникают как раз
на переходе Андерсона и сигнализируют о появле-
нии локализованной фазы. Как показывают числен-
ные эксперименты [30], правильную зависимость ля-
пуновских экспонент от N удается объяснить уже в
контексте уравнения (9); наличие параметров γi от-
крывает дополнительные возможности в этом отно-
шении.

7. СЛЕДСТВИЯ ДЛЯ ПРОБЛЕМЫ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КОНДАКТАНСОВ

Согласно (4), параметры λi определяют безраз-
мерный кондактанс g, т. е. полную проводимость си-
стемы в единицах e2/h. Поэтому уравнение ДМПК
дает принципиальную возможность для исследова-
ния распределения кондактансов. На данный мо-
мент это единственный систематический подход к
этой проблеме12). До настоящего времени он был
ограничен слабонеупорядоченными квазиодномер-
ными системами; проведенные обобщения распро-
страняют его на окрестность перехода Андерсона и
режим сильной локализации.

Скейлинговый подход к проблеме основан на
крупномасштабных построениях Шапиро [29], ана-
логичных преобразованиям Мигдала –Каданова в
обычной теории фазовых переходов [31, 32]. Из b

кубических блоков размера L составляется квази-
одномерная система длины Lz, после чего парал-
лельное соединение bd−1 таких систем образует d-
мерный куб большего размера. Согласно гипотезе
однопараметрического скейлинга [47], свойства ку-
бической системы размера L полностью определя-
ются параметром L/ξ. Свойства квазиодномерной
системы, составленной из кубических блоков, зави-
сят от свойств одного блока (L/ξ) и числа кубиков
(Lz/L); при наличии магнитного поля добавляется
еще параметр L/lH , где lH = (c�/2eH)1/2 — магнит-
ная длина. Таким образом, имеем для кондактанса

11) В формуле (4.5) работы [17] приведено более общее выра-
жение для 〈xi〉, учитывающее нарушение сильной иерархии
λi в квазитрехмерной геометрии; оно переходит в результаты
[13,16] в пределе L → ∞ при фиксированном N , в котором и
определяются ляпуновские экспоненты. По-видимому, в усло-
виях работы [17] матрица Dij оказывалась диагональной с
ненулевыми элементами Dii; поэтому конечность γi компен-
сировалась переопределением Kii и не влияла на качество
обработки по формуле (4.5).
12) В подходе, основанном на использовании сигма-моделей,

распределение кондактансов удается установить лишь в
очень простых случаях, когда возможно вычисление всех мо-
ментов [46].

g = F

(
L

ξ
,
Lz

L
,
L

lH

)
. (38)

Универсальные соотношения типа (38) формируют-
ся на больших масштабах. Если функцию F счи-
тать неизменной, то размер L можно уменьшать до
значений L ∼ a, где a — атомный масштаб. Тогда
квазиодномерная система является достаточно тон-
кой, ее каналы хорошо перемешиваются рассеивани-
ем, и естественно ожидать применимости приближе-
ния эквивалентных каналов, когда αKii = α̃, βij =

= β, γi = γ и обобщенное уравнение ДМПК (35)
содержит три параметра α̃L, β, γ, которые находят-
ся во взаимно-однозначном соотношении с парамет-
рами L/ξ, Lz/L, L/lH уравнения (38). Таким обра-
зом, все трехпараметрическое семейство распреде-
лений кондактанса, возникающее в квазиодномер-
ных системах, может быть получено в результате
решения обобщенного уравнения ДМПК в прибли-
жении эквивалентных каналов13). Легко видеть, что
переменность параметра β и наличие дополнитель-
ных членов, определяемых параметрами γi, имеют
принципиальное значение для самосогласованности
этой картины.

8. СЛЕДСТВИЯ ДЛЯ СИГМА-МОДЕЛЕЙ

Главным отличием уравнения (35) от обычно-
го уравнения ДМПК является замена вигнер-дай-
соновского якобиана J{λ} на более сложные ком-
бинации Ji{λ}. При этом β перестает быть цело-
численным и в общем случае зависит от трех ин-
дексов. Отсюда ясно, что за пределами металличе-
ской фазы «чистые» вигнер-дайсоновские ансамбли
теряют свою актуальность и, в частности, не адек-
ватны для описания перехода Андерсона. Последнее
обстоятельство не учитывается в существующих ва-
риантах сигма-моделей [8,9], которые эквивалентны
простейшему уравнению (5) и требуют модифика-
ции для учета обсуждаемых обобщений.

Во избежание недоразумений прокомментируем
ситуацию более подробно. Суперсимметричные сиг-
ма-модели строятся по аналогии с теорией сверх-
проводимости [46]; при этом роль сверхпроводяще-
го параметра порядка играет суперматричное поле
Q, пространственные изменения которого предпола-
гаются на масштабе ξ0, существенно превышающем

13) Используя схему Шапиро в дифференциальной форме,
можно пытаться получить уравнение, описывающее распре-
деление кондактансов d-мерной системы [14].
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Рис. 3. Предполагается, что суперсимметричное поле Q

изменяется на масштабе ξ0, существенно превышающем
атомный. На масштабах, меньших ξ0, применим виг-
нер-дайсоновский ансамбль, а на больших масштабах воз-

никает некоторый нетривиальный ансамбль

атомный. Как показано Ефетовым [48], флуктуации
поля Q при условии его пространственной однород-
ности приводят к вигнер-дайсоновской статистике;
поэтому именно такая статистика предполагается
на масштабах, меньших ξ0 (рис. 3). При переходе к
большим масштабам следует учитывать простран-
ственные флуктуации поля Q, что приводит к фор-
мированию некоторого нетривиального ансамбля14)

(рис. 3). Этот ансамбль предполагается адекватным
для всех физических ситуаций; в частности, ожи-
дается (но не доказывается), что в точке перехода
Андерсона он будет совпадать с соответствующим
критическим ансамблем. Эти надежды оказывают-
ся иллюзорными. В настоящее время хорошо извест-
но [40], что критический ансамбль является стаци-
онарным и не зависит от масштаба расстояний: ес-
ли он реализуется при больших L, то он сохраняет-
ся и на произвольных масштабах, вплоть до самого
малого. Поэтому не существует масштаба, на кото-
ром справедлива вигнер-дайсоновская статистика;
от противного можно заключить, что поле Q меня-
ется быстро и не может считаться постоянным ни
на каком масштабе.

Эти проблемы удается обойти лишь для размер-
ности d = 2+ ε, когда критическая статистика близ-
ка к вигнер-дайсоновской и различие между ними
несущественно в главном ε-приближении. Однако
сигма-модели претендуют на описание перехода Ан-
дерсона во всех порядках по ε, хотя их соответствие
с исходными неупорядоченными системами устанав-
ливается лишь в главном порядке. Такая точка зре-

14) Это находится в полном согласии с ДМПК-подходом.
Распределение λi определяется якобианом J{λ} при малых
L, но становится более сложным при переходе к большим
масштабам [22].

а

б

Рис. 4. а) Одномерная версия модели гранулированно-
го металла, используемой при выводе решеточной сигма-
модели. Фактически последняя соответствует более слож-
ной топологии (б), когда каждая гранула рассматривается
как конечная система с периодическими граничными усло-

виями

ния имеет некоторые основания15), но полностью ис-
ключается сказанным выше. Действительно, нуле-
вым приближением теории 2 + ε является двумер-
ная система в металлическом режиме, когда приме-
нимость вигнер-дайсоновской статистики не вызы-
вает сомнений. При переходе к d = 2 + ε учиты-
вается изменение лишь размерности пространства,
тогда как статистический ансамбль считается неиз-
менным; в действительности он должен изменяться
вместе с размерностью, чтобы соответствовать кри-
тической точке.

Попытка преодоления этих трудностей делается
в решеточных версиях сигма-моделей [52], которые
выводятся для системы слабосвязанных металличе-
ских гранул (рис. 4а); поле Q считается постоян-
ным внутри каждой гранулы, что позволяет описы-
вать их вигнер-дайсоновской статистикой. При этом
неявно используется аналогия с гранулированными
сверхпроводниками. В последнем случае сверхпро-
водящий параметр порядка является постоянным
внутри каждой гранулы и резко падает до нуля на ее
границах. Модуль параметра порядка определяется
равновесным значением при данной температуре и
одинаков во всех гранулах. Флуктуациям подверже-
на лишь фаза параметра порядка, которая неизмен-
на внутри одной гранулы, но имеет свое значение в

15) Обычно аргументируется, что соответствие сигма-моде-
лей с исходными неупорядоченными системами достаточно
установить лишь приближенно, чтобы попасть в нужный
класс универсальности, тогда как оставшееся различие устра-
няется в результате ренормгрупповой эволюции. Но это пред-
полагает устойчивость сигма-моделей, в отношении которой
имеются большие сомнения [49]. С другой стороны, исход-
ную неупорядоченную систему можно свести к трем различ-
ным сигма-моделям: бозонной [50], фермионной [51] и супер-
симметричной [46]. В главном ε-приближении все три сигма-
модели эквивалентны, но трудно ожидать их эквивалентно-
сти во всех порядках по ε. А следовательно, приведенный ар-
гумент заведомо отказывает в двух из трех случаев и нет
оснований к нему относиться серьезно.
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каждой грануле. Если джозефсоновские связи меж-
ду гранулами достаточно сильны, то значения фаз
в разных гранулах оказываются сильно скоррели-
рованными, что приводит к установлению дальнего
порядка. При уменьшении общего масштаба джо-
зефсоновских связей фазовые флуктуации возрас-
тают, что приводит к разрушению сверхпроводимо-
сти в некоторой критической точке [53]. Переход Ан-
дерсона в решеточных сигма-моделях описывается
аналогично сверхпроводящему переходу в гранули-
рованных системах.

Однако нет никаких оснований ожидать, что су-
персимметричное поле Q ведет себя так же, как
сверхпроводящий параметр порядка. Фактически
можно утверждать обратное. Как ясно из разд. 5,
введение слабопроницаемых границ ограничивает
взаимные флуктуации матриц u и v, что приво-
дит к существенному отличию ансамбля от вигнер-
дайсоновского (в последнем случае матрицы u и
v флуктуируют свободно). От противного можно
заключить, что введение слабопроницаемых гра-
ниц приводит к существенным изменениям поля
Q внутри одной гранулы. Фактически решеточные
сигма-модели соответствуют более сложной топо-
логии (рис. 4б), когда каждая гранула считается
конечной системой с периодическими граничными
условиями, при которых постоянство поля Q внут-
ри нее не вызывает сомнений. Именно к такой то-
пологии относятся результаты для перехода Ан-
дерсона, полученные путем решения сигма-моделей
[54]; однако их актуальность для реальной ситуации
(рис. 4а) оказывается проблематичной.

Последний вывод не является неожиданным. Ак-
туальность решеточных сигма-моделей уже давно
вызывала сомнение в связи с вопросом о верх-
ней критической размерности [55]. Решеточные сиг-
ма-модели не обнаруживают особых размерностей в
интервале 2 < d < ∞, тогда как выделенность раз-
мерности d = 4 проявляется во всех диаграммных
вычислениях для неупорядоченных систем. Факти-
чески это следствие теоремы Боголюбова о пере-
нормируемости теории ϕ4 [56], к которой задача о
переходе Андерсона сводится математически точно
[32,57]. До настоящего времени эти сомнения носили
абстрактный характер, но теперь они приобретают
конструктивную форму.

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе уравнение ДМПК выводит-
ся при минимальных предположениях о свойствах

каналов; оно имеет диффузионный вид с тензорным
характером коэффициента диффузии и ненулевыми
недиагональными элементами. Предложено три ва-
рианта диагонального приближения, один из кото-
рых воспроизводит обычное уравнение ДМПК и его
обобщение, полученное в работах [15–17]. Два дру-
гих варианта приводят к уравнению, содержащему
дополнительные вклады, характеризуемые парамет-
рами γi. Существенность последних продемонстри-
рована на примере вычисления ляпуновских экспо-
нент. Обсуждаются следствия полученных уравне-
ний для проблемы распределения кондактансов и
статуса нелинейных сигма-моделей.

Наиболее общая форма (21) уравнения ДМПК,
по-видимому, не является актуальной; ее нужно ис-
пользовать для формулировки новых статистиче-
ских гипотез, которые были бы адекватны для ана-
лиза перехода Андерсона. Методы численного моде-
лирования позволяют вычислять матрицы u и v [18]
и на основании их статистических свойств устанав-
ливать форму матриц Aij , Bij , Cij , Dij . Численный
анализ, проводившийся в контексте уравнения (9)
[17, 30]16), по-видимому, указывает на реализацию
диагонального приближения и отличие параметров
βi
jk от вигнер-дайсоновских значений; конечность

параметров γi следует из формулы (32) работы [45].
Такой анализ желательно продолжить на основе бо-
лее общих выражений (23). С другой стороны, ма-
тематические методы, разработанные для анализа
обычного уравнения ДМПК [3–5], по-видимому, мо-
гут быть использованы для получения более общих
результатов; наличие больших параметров γi может
этому способствовать.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Вывод уравнения эволюции

Параметры λ′
i матрицы T̂ ′ являются собственны-

ми значениями эрмитового «гамильтониана» H =

= T12T
+
12 (см. (17)), который имеет матричные эле-

менты17)

16) Заметим, что настоящая работа проясняет условия реа-
лизации уравнения (9); в частности, самоусредняемость Kij ,
подробно обсуждавшаяся в работе [30], в действительности
не имеет никакого значения.
17) Все вычисления проводятся во втором порядке по ε.

Мнимая единица i входит лишь в несколько выражений в
качестве множителя и легко отличима от индексов.
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Hij = λiδij + Vij ,

Vlj = i
∑
k

εk

[√
λl(1 + λj) vlku

∗
jk −

−
√
(1 + λl)λj ulkv

∗
jk

]
+

+
∑
k

ε2k

[√
(1 + λl)(1 + λj)ulku

∗
jk +

+
√
λlλj vlkv

∗
jk

]
.

(A.1)

Собственные значения λ′
i матрицы H вычисляются

по обычной теории возмущений

λ′
i = λi + Vii +

∑
j

′ VijV
∗
ij

λi − λj
, (A.2)

что позволяет получить их в виде разложения по εk

λ′
i = fi{λ} = λi +

√
λi(1 + λi)

∑
k

Ai
kεk +

+
∑
kk′

Ci
kk′{λ}εkεk′ , (A.3)

коэффициенты которого определяются формулами

Al
k = i (vlku

∗
lk − ulkv

∗
lk) ,

Bi
k{λ} = (1 + λi)|uik|2 + λi|vik|2,

Ci
kk′{λ} = Bi

k{λ}δkk′ +

+
∑
j

′ λi(1 + λj)Bijkk′ + (1 + λi)λjCijkk′

λi − λj
+

+
∑
j

′
√
λi(1 + λi)λj(1 + λj)

λi − λj
Dijkk′ ,

Bijkk′ = vikv
∗
ik′u∗

jkujk′ ,

Cijkk′ = uiku
∗
ik′v∗jkvjk′ ,

Dijkk′ = −viku
∗
ik′u∗

jkvjk′ − uikv
∗
ik′v∗jkujk′ .

(A.4)

Составляя функцию распределения (18) и делая за-
мену yi = fi{λ}, придем к формуле (20), где обра-
щение λi = gi{y} находится итерациями по εk:

λi = gi{y} = yi −
√
yi(1 + yi)

∑
k

Ai
kεk +

+
1

2
(1+2yi)

∑
kk′

Ai
kA

i
k′εkεk′−

∑
kk′

Ci
kk′{y}εkεk′ . (A.5)

Интегрирование по yi снимает δ-функции, приво-
дя к результату (20). Матрица якобиана I{y} имеет
диагональные элементы порядка единицы и недиа-
гональные порядка ε2,

∂λi

∂yi
= 1− (1 + 2yi)

2
√
yi(1 + yi)

∑
k

Ai
kεk +

+
∑
kk′

Ai
kA

i
k′εkεk′ −

∑
kk′

∂Ci
kk′{y}
∂yi

εkεk′ ,

∂λi

∂yj
= −

∑
kk′

∂Ci
kk′{y}
∂yj

εkεk′ (j �= i) ,

(A.6)

так что ее детерминант сводится к произведению
диагональных элементов и вычисляется по схеме∏

i

(1 + aiε+ biε
2) ≈ 1 +

∑
i

aiε+
∑
i

biε
2 +

+
1

2

∑
ij

′
aiajε

2 , (A.7)

приводящей к результату

I{λ} = 1 +
∑
k

Rk{λ}εk +
∑
kk′

Skk′{λ}εkεk′ , (A.8)

где

Rk{λ} = −
∑
i

(1 + 2λi)

2
√
λi(1 + λi)

Ai
k ,

Skk′{λ} =
∑
i

(
Ai

kA
i
k′ − ∂Ci

kk′{λ}
∂λi

)
+

+
1

8

∑
ij

′ (1 + 2λi)(1 + 2λj)√
λi(1 + λi)λj(1 + λj)

Ai
kA

i
k′ .

(A.9)

Далее заметим, что
PL{gi{λ}} = PL{λi +Δλi} = PL{λ}+

+
∑
i

∂PL{λ}
∂λi

Δλi+
1

2

∑
ij

∂2PL{λ}
∂λi∂λj

ΔλiΔλj , (A.10)

где

Δλi = −
√
λi(1 + λi)

∑
k

Ai
kεk +

+
∑
kk′

Li
kk′{λ}εkεk′ ,

Li
kk′{λ} =

1

2
(1 + 2λi)A

i
kA

i
k′ − Ci

kk′{λ} .

(A.11)

Подставляя (A.8)–(A.11) в (20) и усредняя с учетом
〈εk〉 = 0, 〈εkεk′〉 = αΔLδkk′ , получим

∂P{λ}
α∂L

= P{λ}
∑
k

〈Skk{λ}〉+
∑
i

∂P{λ}
∂λi

×

×
∑
k

〈
Li
kk{λ} −

√
λi(1 + λi)A

i
kRk{λ}

〉
+

+
1

2

∑
ij

∂2PL{λ}
∂λi∂λj

√
λi(1 + λi)λj(1 + λj) ×

×
∑
k

〈
Ai

kA
j
k

〉
, (A.12)

что после преобразований сводится к (21)–(23).
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ПРИЛОЖЕНИЕ B

Упрощение уравнения (21)

В диагональном приближении (24) уравнение
(21) принимает вид

∂P{λ}
∂L

= α
∑
i

∂

∂λi

[
Gi{λ}P{λ} +

+
1

2
Aiλi(1 + λi)

∂P{λ}
∂λi

]
,

Gi{λ} = (1 + 2λi)
Ai − 2

2
−

−
∑
j

′ 2λiλj + λi + λj

λi − λj
Kij .

(B.1)

Сумма по j преобразуется с помощью тождества [2]
∑
j

′ Kij

λi − λj
=

∂ ln J{λ}
∂λi

,

J{λ} =
∏
i<j

|λi − λj |Kij ,
(B.2)

справедливого для симметричной матрицы Kij , что
позволяет преобразовать комбинацию

1

2
Ai

∂P{λ}
∂λi

− 2
∂ ln J{λ}

∂λi
P{λ} =

=
1

2
AiJi{λ} ∂

∂λi

P{λ}
Ji{λ} , Ji{λ} ≡ J{λ}4/Ai (B.3)

и привести (B.1) к виду (25). Если соотношение
(B.2) используется без учета симметрии Kij , то лег-
ко придти к ложному выводу, что Ji{λ} не зависит
от i и определяется параметрами βij = 4Kij/Ai.

В случае слабопроницаемых границ параметры
λi велики и можно провести разложение по 1/λi с
сохранением двух первых членов; тогда√

λi(1 + λi)λj(1 + λj) ≈ (2λiλj + λi + λj)/2 ,√
λi(1 + λi) ≈ (1 + 2λi)/2

(B.4)

и в (22) имеем

G̃i{λ} = −(1 + 2λi)
∑
j

′
Kij +

∑
j

′ Bij − Cij

2
+

+ 2λi(1 + λi)
∑
j

′ Kij

λi − λj
, (B.5)

где Kij = (Bij + Cij + Dij)/2. Поскольку обыч-
но Bij = Cij , то мы опустим второй член в пра-
вой части, но сохраним симметричное определение
для Kij . Используя (B.2), приведем (21), (22) к ви-
ду (35).
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