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В гидродинамическом приближении рассмотрена динамика квантового вихревого торического узла TP,Q

и других подобных узлов в атомном бозе-конденсате, находящемся при нуле температуры в режиме То-
маса –Ферми. Конденсат имеет пространственно-неоднородный равновесный профиль плотности ρ(z, r)

благодаря действию внешнего осесимметричного потенциала. Предполагается, что z∗ = 0, r∗ = 1 яв-
ляется точкой максимума функции rρ(z, r), причем δ(rρ) ≈ −(α − ε)z2/2 − (α + ε)(δr)2/2 при малых
z и δr. Геометрическая конфигурация узла в цилиндрических координатах определяется комплексной
2πP -периодической функцией A(ϕ, t) = Z(ϕ, t) + i[R(ϕ, t) − 1]. В случае |A| � 1 система описывается
относительно простыми приближенными уравнениями для перемасштабированных функций Wn(ϕ) ∝
∝ A(2πn + ϕ) в количестве P штук: iWn,t = −(Wn,ϕϕ + αWn − εW ∗

n)/2 −
∑

j �=n 1/(W ∗
n − W ∗

j ). При
ε = 0 численно найдены для P = 3 примеры устойчивых решений вида Wn = θn(ϕ − γt) exp(−iωt)

с нетривиальной топологией. Кроме того, промоделирована динамика различных нестационарных уз-
лов с P = 3, причем в ряде случаев замечена тенденция к образованию особенности за конечное
время. Для P = 2 при малых ε �= 0 исследованы вращающиеся вокруг оси z конфигурации вида
W0 − W1 ≈ B0 exp(iζ) + εC(B0, α) exp(−iζ) + εD(B0, α) exp(3iζ), где B0 > 0 — произвольная конс-
танта, ζ = k0ϕ − Ω0t + ζ0, k0 = Q/2, Ω0 = (k2

0 − α)/2 − 2/B2
0 . В пространстве параметров (α,B0)

обнаружены широкие области устойчивости таких решений. При этом в неустойчивых зонах возможен
возврат вихревого узла к слабо возбужденному состоянию.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Одной из важных задач теории бозе-конденсиро-
ванных атомных газов является описание динамики
и статики квантовых вихревых нитей (см. обзор [1]
и цитируемую там литературу). Данная проблема
сильно усложняется (но также обогащается) тем об-
стоятельством, что конденсат находится во внешнем
потенциале ловушки V (r) и потому движение вих-
рей происходит на пространственно-неоднородном
фоне плотности. На эту тему проведены много-
численные исследования (см., например, [2–18]), но
предмет далеко не исчерпан. В частности, динамика
топологически нетривиальных вихревых конфигу-
раций до сих пор рассматривалась только при одно-
родной плотности (см. [19–25] и ссылки там). Чтобы
частично заполнить имеющийся пробел в теории, в
данной работе будут изучены простейшие вихревые
узлы в захваченных осесимметричных конденсатах.

* E-mail: ruban@itp.ac.ru

Сделаем сначала необходимые предварительные
замечания, которые позволят нам достаточно прос-
то вывести удобные для исследования приближен-
ные уравнения движения заузленных вихревых ни-
тей.

В общем случае вихри существенно взаимодей-
ствуют с потенциальными возмущениями и с над-
конденсатными атомами. Но если бозе-конденсат
при нуле температуры находится в режиме Томаса –
Ферми (ширина кора ξ много меньше характерного
размера вихря R∗), то потенциальными возбужде-
ниями можно пренебречь и использовать «безэлас-
тичное» гидродинамическое приближение (см. при-
меры в работах [2–4, 7, 12, 26–28]). На формальном
уровне это означает, что волновая функция конден-
сата Ψ(r, t) = |Ψ| exp(iΦ) полностью определяется
геометрией вихревой нити R(β, t) (где β — произ-
вольный продольный параметр, t — время) и соот-
ветствует минимуму функционала Гросса –Питаев-
ского (все обозначения — стандартные)
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H =

∫ [
�
2

2mat
|∇Ψ|2+[V (r)−μ]|Ψ|2+g

2
|Ψ|4

]
d3r (1)

при условиях наличия вихря заданной формы и со-
хранении числа атомов. Из требования минимума H
в пределе ξ � R∗ следуют приближенные условия
для поля скорости v = (�/mat)∇Φ в виде

div (ρ(r)v) = 0, rotv = Γ

∮
δ(r−R)Rβ dβ, (2)

где ρ(r) = mat|Ψ0(r)|2 ≈ mat[μ − V (r)]/g — невоз-
мущенная равновесная плотность конденсата в от-
сутствие вихря, Γ = 2π�/mat — квант циркуляции
скорости.

Для наших целей очень важно, что из гамиль-
тоновой структуры уравнения Гросса –Питаевского,
которому подчиняется волновая функция,

i�Ψt = δH/δΨ∗, (3)

при ξ � R∗ следует вариационное уравнение для
движения нити,

Γ[Rβ ×Rt]ρ(R) ≈ δH/δR(β). (4)

Прямое доказательство этого утверждения для од-
нородного конденсата имеется в недавней работе
[26]. Обобщение на неоднородный случай проводит-
ся весьма просто и поэтому мы его здесь не при-
водим. Ранее уравнение (4) было выведено более
сложным путем в работе [4]. Именно уравнение (4)
послужит основой разрабатываемой далее теории.
Оно значительно упростит нам рассмотрение дина-
мики вихревых узлов, поскольку позволит, во-пер-
вых, наиболее компактным и контролируемым спо-
собом вывести приближенные уравнения движения
и, во-вторых, использовать методы гамильтоновой
механики при их анализе.

Последовательное применение гидродинамиче-
ского приближения потребовало бы решения вспо-
могательных уравнений (2), что привело бы к га-
мильтониану вихревой линии H{R(β)} в виде двой-
ного контурного интеграла с участием трехмерной
матричной функции Грина (см. технические подроб-
ности в [28]):

H{R(β)} =
Γ2

2

∮ ∮
R′

1 · Ĝ(R1,R2)R
′
2 dβ1 dβ2, (5)

где R′ = Rβ . Но если конфигурация вихревой ни-
ти далека от самопересечений (например, в случае
умеренно деформированного вихревого кольца), то
применимо приближение локальной индукции,

H{R(β)} ≈ HLIA =
Γ2Λ

4π

∮
ρ(R)|R′| dβ, (6)

где Λ = ln(R∗/ξ) ≈ const � 1 — большой лога-
рифм. Подстановка этого выражения в (4) и после-
дующее разрешение относительно временной произ-
водной дают уравнение локальной индукции [2–4]:

Rt

∣∣
norm

=
ΓΛ

4π

(
κb+ [∇ ln ρ(R)× τ ]

)
, (7)

где κ — локальная кривизна нити, b — единичный
вектор бинормали, τ — единичный касательный век-
тор.

Как известно, при ρ = const уравнение локаль-
ной индукции преобразованием Хасимото [29] при-
водится к одномерному фокусирующему нелиней-
ному уравнению Шредингера и поэтому динами-
ка вихревой нити на однородном фоне может быть
близка к интегрируемой. Для неоднородных про-
филей плотности примеры применения этой модели
можно найти в работах [14, 15, 30–32].

Но в ряде представляющих интерес случаев при-
ближение локальной индукции оказывается заведо-
мо недостаточным. Например, пусть в системе при-
сутствует замкнутая вихревая нить типа торическо-
го узла TP,Q (где P и Q — взаимно простые нату-
ральные числа), конфигурация которой в цилиндри-
ческих координатах определяется двумя 2πP -перио-
дическими по углу ϕ функциями Z(ϕ, t) и R(ϕ, t).
Тогда нетрудно оценить, что при разумных значе-
ниях параметра Λ = 5.0 ÷ 9.0 вклад локальной
индукции в динамику нити является хотя и суще-
ственным, но все же субдоминантным по сравнению
с нелокальным квазидвумерным взаимодействием.
Вихревые узлы на однородном фоне плотности ра-
нее интенсивно исследовались (см. [19–25] и ссылки
там), тогда как аналитических результатов для уз-
лов в неоднородных конденсатах, по существу, до
сих пор нет.

Целью данной работы является исследование ди-
намики простейших вихревых узлов в захваченном
ловушкой осесимметричном бозе-конденсате с про-
филем равновесной плотности ρ(z, r). Мы выведем
упрощенные уравнения движения для случая, когда
функция rρ(z, r) имеет квадратичный максимум в
точке z = 0, r = R∗, так что

δ(rρ)

R∗ρ∗
≈ −

[
(α−ε)

z2

2R2∗
+(α+ε)

(δr)2

2R2∗

]
, 0 ≤ |ε| < α,

а форма вихревой нити описывается достаточно ма-
лыми функциями u = Z(ϕ, t)/R∗ и v = R(ϕ, t)/R∗ −
−1. Будут найдены аналитические решения прибли-
женных уравнений, соответствующие стационарно
вращающимся вокруг оси z вихревым торическим
узлам. В некоторых областях значений параметров
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α и ε стационарные решения оказываются устой-
чивыми, что, по-видимому, должно соответствовать
долгоживущим узлам в исходной системе, описыва-
емой уравнением Гросса –Питаевского.

2. ВЫВОД УПРОЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

Далее для простоты формул используются без-
размерные единицы, так что Γ/2π = 1, R∗ = 1, ρ∗ =

= 1. Разобьем полный период 2πP функций u и v

по азимутальному углу на P равных частей длиной
2π и введем обозначения uj(ϕ) ≡ u(2πj+ϕ), vj(ϕ) ≡
≡ v(2πj + ϕ), где индекс j пробегает значения от 0

до P − 1. Будем предполагать, что выполнены нера-
венства

(u, v) � 1, ajl ≡
√
(uj−ul)2+(vj−vl)2 � ξ/R∗.

Очевидно, что типичные значения ũ, ṽ и ãjl явля-
ются величинами одного порядка.

Воспользуемся тем фактом, что векторое урав-
нение (4) при выбранной нами параметризации вих-
ревой линии эквивалентно неканонической гамиль-
тоновой системе

(1 + v)ρ(u, 1 + v)ut =
δH

δv
, (8)

−(1 + v)ρ(u, 1 + v)vt =
δH

δu
. (9)

При малых u и v имеем

(1+v)ρ(u, 1+v) ≈
[
1−(α−ε)

u2

2
−(α+ε)

v2

2

]
, (10)

поэтому с достаточной точностью в левых
частях уравнений (8), (9) можно положить
(1 + v)ρ(u, 1 + v) ≈ 1. Фактически это будет озна-
чать пренебрежение членами порядка ũ2/ãjl ∼ ũ

по сравнению с членами порядка Λũ в уравнениях
движения, как это будет ясно из дальнейшего
рассмотрения. В правых же частях мы используем
приближенный гамильтониан H ≈ H

(2)
LIA + H2D,

первое слагаемое которого представляет собой
разложенный до второго порядка гамильтониан
локальной индукции в терминах функций u и v,
а второе слагаемое есть гамильтониан взаимодей-
ствия строго соосных правильных вихревых колец
в окрестности точки максимума функции rρ:

H
(2)
LIA =

Λ

2

2πP∫
0

[
u2
ϕ

2
+

v2ϕ
2

−

− (α− ε)
u2

2
− (α+ ε)

v2

2

]
dϕ, (11)

H2D ≈ 1

2

2π∫
0

∑
j

∑
l �=j

ln
[
(uj − ul)

2 +

+ (vj − vl)
2
]−1/2

dϕ, (12)

причем суммирование по индексам l и j в двойной
сумме ведется от 0 до P − 1, за исключением диа-
гональных членов. Здесь следует отметить, что, во-
обще говоря, вместо логарифма в (12) должна сто-
ять функция Грина G, которая является решением
уравнения

− ∂z

[
Gz

rρ(z, r)

]
− ∂r

[
Gr

rρ(z, r)

]
=

= 2πδ(z − z0)δ(r − r0) (13)

и представляет собой создаваемую точечным вих-
рем (расположенным в точке (z0, r0)) цилиндричес-
кую функцию тока в полуплоскости (z, r) для без-
дивергентного поля ρv. Справедлива формула

G(z, r; z0, r0) =
√
rρ(z, r)r0ρ(z0, r0) G̃(z, r; z0, r0),

причем функция G̃ удовлетворяет уравнению[
−∂2

z − ∂2
r + κ̃2(z, r)

]
G̃ = 2πδ(z − z0)δ(r − r0), (14)

где κ̃2(z, r) =
√
rρ[∂2

z + ∂2
r ](1/

√
rρ ). В окрестности

максимума имеем κ̃2 ≈ α + O(u2, v2), и поэтому с
достаточной точностью

G̃ ≈ K0

(√
α
√
(u− u0)2 + (v − v0)2

)
,

где K0(. . .) — модифицированная функция Бесселя.
Таким образом,

G ≈
[
1−1

4
(α−ε)(u2+u2

0)−
1

4
(α + ε)(v2 + v20)

]
×

×K0

(√
α
√
(u− u0)2 + (v − v0)2

)
. (15)

Заменяя в гамильтониане данное выражение лога-
рифмом, мы пренебрегаем членами порядка ũ2 ln ũ

по сравнению с главным вкладом локальной индук-
ции, который имеет порядок Λũ2. Ясно также, что
мы пренебрегли теми эффектами в гамильтониане
взаимодействия, которые связаны с отличием фор-
мы нити от идеального соосного кольца.

В результате всех сделанных упрощений получа-
ется каноническая гамильтонова система нелиней-
ных уравнений для un и vn, способная описать ди-
намику вихревых узлов:

ut = −Λ

2
[vϕϕ + (α+ ε)v] −

−
∑
j �=n

vn − vj
(un − uj)2 + (vn − vj)2

, (16)
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− vt = −Λ

2
[uϕϕ + (α− ε)u] −

−
∑
j �=n

un − uj

(un − uj)2 + (vn − vj)2
. (17)

Перемасштабируя здесь время Λtold = tnew и вводя
комплекснозначные функции Wn =

√
Λ(un + ivn),

представим нашу систему в более компактном виде,

iWn,t = −1

2
(Wn,ϕϕ + αWn − εW ∗

n)−

−
∑
j �=n

1

W ∗
n −W ∗

j

, (18)

с циклической перестановкой в граничных условиях
W0(2π) = W1(0), W1(2π) = W2(0), . . . ,WP−1(2π) =

= W0(0). Отметим попутно, что эта же система, но
с другими граничными условиями, когда переста-
новка содержит несколько циклов, способна описать
динамику нескольких вихревых нитей, в том числе
зацепленных и заузленных.

Заметим еще, что сумма w =
∑

n Wn удовлетво-
ряет линейному уравнению

iwt = −1

2
(wϕϕ + αw − εw∗) (19)

с периодическими граничными условиями, которое
легко решается и имеет собственные частоты

ωm =
1

2
sgn(m2 − α+ |ε|)×

×
√
(m2 − α+ ε)(m2 − α− ε), (20)

где m — целое число. Учет следующих поправок по
амплитудам привел бы нас к значительно более гро-
моздким уравнениям движения, чем (18). Во многих
случаях такой учет не нужен. Исключение состав-
ляют возможные параметрические резонансы типа
ω0 = −2ωm, для которых требуются определенные
соотношения между α и ε (см. пример в работе [32]).
Мы для простоты здесь предполагаем нерезонанс-
ный случай.

3. РЕШЕНИЯ ПРИ ε = 0

От пространственной неоднородности конденса-
та в уравнения (18) вошли только коэффициенты
α и ε. Существенное влияние на динамику они ока-
зывают, лишь когда ε �= 0. Если же ε = 0, то про-
стым изменением фазы Wn = Θn exp(iαt/2) члены
с α убираются из системы и тогда для Θn(ϕ, t) по-
лучаются известные уравнения, которые использу-
ются при моделировании длинноволновой динамики

слабо искривленных, почти параллельных вихревых
нитей в однородной идеальной жидкости (см., на-
пример, [33–36] и ссылки там):

iΘn,t = −1

2
Θn,ϕϕ −

∑
j �=n

1

Θ∗
n −Θ∗

j

. (21)

В этом случае, помимо соответствующего гамильто-
ниана

H0 =

2π∫
0

⎛
⎝∑

n

|Θn,ϕ|2/2 −

−
∑
n

∑
l �=n

ln |Θn −Θl|

⎞
⎠ dϕ (22)

и углового момента (относительно оси z)

M =
1

2i

2π∫
0

∑
n

(Θ∗
nΘn,ϕ −ΘnΘ

∗
n,ϕ) dϕ, (23)

в системе имеются дополнительные интегралы дви-
жения

Nσ =

2π∫
0

∑
n

|Θn − σ|2 dϕ. (24)

Следовательно, существуют устойчивые (в рамках
рассматриваемой приближенной модели) решения
вида Θn = σ + θn(ϕ − γt) exp(iλt), которые приво-
дят к минимуму ограниченного снизу функционала
H̃0 = H0 + λNσ − γM с некоторыми константами λ,
σ и γ (без ограничения общности далее будем по-
лагать σ = 0). В частности, торические узлы TP,Q,
когда

θn = c exp
(
i
2πnQ

P
+ i

Q

P
ϕ
)
, (25)

заведомо устойчивы при P ≤ 6, что следует из клас-
сического результата об устойчивости правильного
P -угольника точечных вихрей на плоскости (см. об-
суждение в [37] и ссылки там).

Таким образом, получен интересный теорети-
ческий результат: при определенных параметрах
внешнего потенциала в конденсате могут существо-
вать долгоживущие вихревые узлы. Так, в гармони-
ческой анизотропной ловушке, где приведенный к
безразмерному виду профиль плотности конденсата
в режиме Томаса –Ферми дается выражением

ρ =
3

2
−

r2 + α‖z2

2
,

коэффициенты системы (18) равны

α =
3 + α‖

2
, ε =

3− α‖
2

.
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Чтобы вихревой узел был максимально устойчи-
вым, необходимо использовать параметр анизотро-
пии α‖ ≈ 3.

Численное нахождение примеров таких «стацио-
нарных» решений не составляет труда и может быть
эффективно выполнено методом градиентного спус-
ка, т. е. путем решения вспомогательной эволюцион-
ной системы

fn,τ = −δH̃0

δf∗
n

=
1

2
fn,ϕϕ − iγfn,ϕ − λfn +

+
∑
j �=n

1

f∗
n − f∗

j

. (26)

Несколько нетривиальных примеров для P = 3 по-
казаны на рис. 1 (при выборе Λ = 6.25; линия на
рисунке тем толще, чем больше локальное значение
координаты z).

Однако было бы ошибкой думать, что, взяв про-
извольные начальные данные fn(ϕ, τ = 0), мы смо-
жем проинтегрировать эти уравнения по «времени»
до сколь угодно больших τ с сохранением началь-
ной топологии узла и обязательно получим в преде-
ле τ → +∞ некоторые гладкие функции fn → θn.
Напротив, вполне может случиться, что за конечное
время в системе (26) произойдет образование сингу-
лярности, когда δ(τ) ≡ minϕ|fj(ϕ, τ) − fl(ϕ, τ)| → 0

при τ → τsing. Численная дискретизация кривых
приведет к тому, что в некоторой точке нить пере-
сечет сама себя, и топология узла при этом изме-
нится. Другими словами, дисперсионная тенденция
к сглаживанию локально «перевитых» нитей может
возобладать над их взаимным отталкиванием. Дей-
ствительно, когда характерный масштаб по ϕ ста-
новится порядка δ, то дисперсионное слагаемое fϕϕ

имеет тот же порядок 1/δ, что и нелинейный член.
Поэтому вопрос о том, всегда ли имеется стационар-
ное решение при заданной топологии узла, остается
открытым.

И тем не менее, во многих случаях δ(τ) в нуль не
обращается, топология начального узла сохраняет-
ся и гладкие решения благополучно находятся (ино-
гда, правда, релаксация к минимуму H̃0 происходит
довольно медленно).

Следует еще упомянуть принципиально возмож-
ный случай α < 0, когда функция rρ(z, r) имеет в
точке z = 0, r = 1 не максимум, а минимум. В этом
случае при ε �= 0 интегралы Nσ отсутствуют, но зато
функционал H − γM сам по себе оказывается огра-
ниченным снизу. Поэтому существуют стационарно
вращающиеся вокруг оси z устойчивые узлы вида
Wn = Fn(ϕ− γt).

Другой заслуживающий внимания результат ка-
сается численного моделирования уравнений дви-
жения. Оказывается, что тенденция к образованию
особенности за конечное время может проявляться
и в самой консервативной системе (21), а не только
в градиентной системе (26). Соответствующий при-
мер приведен на рис. 2. В рамках уравнения Грос-
са –Питаевского подобное резкое сближение вихре-
вых линий обычно приводит к их перезамыканию.
Разумеется, наши упрощенные уравнения теряют
свою буквальную применимость вблизи сингулярно-
сти, но начальную стадию ее формирования они от-
ражают верно. Выяснение условий коллапса и его
связи с топологией вихря представляет интересную
задачу.

4. СЛУЧАЙ P = 2

Рассмотрим теперь более подробно простейшие
конфигурации с P = 2. Вводя сумму w = W0+W1 и
разность W = W0 −W1, получим два «незацеплен-
ных» уравнения: уравнение (19) и

iWt = −1

2
(Wϕϕ + αW − εW ∗)− 2

W ∗ , (27)

причем последнее — с антипериодическими гранич-
ными условиями. Сосредоточим наше внимание на
этом уравнении. В случае ε = 0 имеются точные ре-
шения вида

W = B0 exp(ik0ϕ− iΩ0t+ iζ0), (28)

зависящие от действительного параметра B0 > 0,
где

Ω0 =
1

2
(k20 − α)− 2

B2
0

, (29)

а k0 должно быть полуцелым числом Q/2 (при k0 =

= 3/2 решение соответствует «трилистнику» T2,3).
Нетрудно проанализировать малые возмущения и
убедиться, что данное решение устойчиво при всех
B0 и α.

Более сложно обстоит дело, когда ε �= 0. В этом
случае также имеются стационарные решения. При
малых ε с точностью до первого порядка легко по-
лучить, что

W ≈ B0 exp(iζ) + εC exp(−iζ) + εD exp(3iζ), (30)

где ζ = k0ϕ−Ω0t+ ζ0, а коэффициенты C и D удов-
летворяют линейной системе уравнений:

−Ω0C =
1

2
(k20 − α)C +

2

B2
0

D +
B0

2
, (31)

3Ω0D =
1

2
(9k20 − α)D +

2

B2
0

C. (32)
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Рис. 1. Примеры устойчивых узлов при P = 3, найденных путем решения уравнений (26) с различны-
ми начальными условиями: a) f(ϕ, 0) = 0.6[i cos(2ϕ/3) − 0.5 sin(4ϕ/3)] — узел «восьмерка» (figure-eight knot),
б) f(ϕ, 0) = 0.6[i cos(4ϕ/3) − 0.5 sin(8ϕ/3)], в) f(ϕ, 0) = 0.6i{cos(ϕ/3) + exp(11iϕ/3)[1 + cos(2(ϕ − π)/3)]4/16} — так
называемый «бабий узел» (granny knot). В случаях a) и б) параметры λ = 4.0, γ = 0. В случае в) λ−γ2/2 = 4.5, γ = 1.5
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Рис. 2. Тенденция к формированию особенности за конечное время: a) начальная конфигурация узла, полученная путем
интегрирования системы (26) с параметрами λ− γ2/2 = 4.0, γ = 0.7 до значения τmax = 7.0, с начальными условиями
f(ϕ, 0) = 0.6[exp(2iϕ/3) + exp(4iϕ/3) + exp(8iϕ/3)]; б) узел при t = 2.3 со сблизившимися участками нити (показан без

учета фазового множителя exp(iαt/2))

Решение этой системы имеет вид

D =
B0

J
, C = −B3

0

2J

(
3k20 + α+

6

B2
0

)
, (33)

J = − 4

B2
0

+B2
0

(
k20−α− 2

B2
0

)(
3k20+α+

6

B2
0

)
. (34)

Разница по сравнению со случаем ε = 0 состоит в
том, что при некоторых соотношениях между B0

и α в рассматриваемой динамической системе ока-
зываются возможными параметрические резонан-
сы, приводящие к неустойчивостям. Другими сло-
вами, при наличии малых случайных возмущений
в начальных данных на фоне стационарного реше-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Примеры динамики экстремаль-
ных отклонений для устойчивых и неустойчивых реше-

ний (30)

ния возможны три сценария последующей динами-
ки наибольшего и наименьшего значений |W |. Ес-
ли решение (30) устойчиво, то |W | не испытывает
заметных изменений. Если же (30) неустойчиво, то
отклонения |W | сначала растут экспоненциально, а
затем либо отклонения возвращаются к исходным
малым значениям, либо система переходит в ква-
зитурбулентный режим. Для иллюстрации сказан-
ного на рис. 3 приведены примеры найденных чис-
ленно временных зависимостей экстремальных зна-
чений maxϕ|W (ϕ, t)| и minϕ|W (ϕ, t)| при α = 2.8,
ε = 0.2 для несколькихB0. На рис. 4 показана струк-
тура решения при возвратной динамике неустойчи-
вой моды.

Если в каждом таком численном эксперименте
на достаточно большом интервале времени фикси-
ровать глобально достигнутые экстремальные зна-
чения величины |W |/B0, а затем построить их зави-
симость от B0, то получится структура устойчивых
и неустойчивых зон при заданных α и ε. Соответ-
ствующий пример приведен на рис. 5. Существенно,
что при достаточно малых ε зоны устойчивости до-
минируют.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в данной работе впервые предло-
жены достаточно простые и удобные для аналитиче-
ских исследований и численного моделирования га-
мильтоновы уравнения, описывающие в некотором
пределе динамику заузленных квантовых вихрей
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Рост и последующее затухание
неустойчивой моды при α = 2.8, ε = 0.2, B0 = 0.7
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Структура устойчивых и неустой-
чивых зон при α = 2.8, ε = 0.2. Видна одна сильно
неустойчивая зона вблизи B0 = 0.66, а также две слабо

неустойчивых зоны вблизи B0 = 0.42 и B0 = 0.88
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в пространственно-неоднородных осесимметричных
бозе-конденсатах в режиме Томаса –Ферми при ну-
ле температуры. В численных экспериментах в ря-
де случаев наблюдалась тенденция к формированию
особенности за конечное время в узлах со слож-
ной топологией. В рамках предложенной модели
при определенных значениях параметров найдены
устойчивые стационарные решения с различной то-
пологией, аналогов которым в однородных конден-
сатах нет. Обнаружено, что в общем случае ста-
ционарные решения в виде торических узлов мо-
гут быть параметрически неустойчивыми, но зоны
неустойчивости являются относительно узкими при
малой анизотропии максимума функции rρ(z, r), в
области которого наблюдается вся динамика.

Теория построена при большом параметре Λ.
В действительности, однако, он никогда не быва-
ет очень большим. Поэтому представляется жела-
тельным сравнить предсказания упрощенной моде-
ли с результатами прямого численного моделиро-
вания уравнения Гросса –Питаевского при умерен-
ных Λ.
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