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PLANE SYMMETRIC SOLUTIONS IN f(G) GRAVITY

M. F. Shamir, A. Saeed

Исследуется Вселенная в рамках f(G)-теории гравитации. С использованием реалистичной модели
f(G)-гравитации выбирается общий случай статического пространства–времени с плоскостной симмет-
рией и рассматриваются точные решения. В частности, обсуждаются решения, изменяющиеся по сте-
пенному и экспоненциальному законам. Показана физическая обоснованность решений с метрикой Тауба
и анти-деситтеровским пространством–временем. Для подтверждения исследования приведен графиче-
ский анализ плотности энергии во Всесленной и давления темной энергии.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Одной из наиболее интригующих проблем,
обсуждавшихся в последнее десятилетие, является
космологическое расширение нашей Вселенной.
Считается, что этот процесс является ускоряющим-
ся, причем ответственна за это некая загадочная
энергия, которую исследователи называют темной
энергией. Согласно оценкам, темная энергия дает
вклад около 70% в полную энергию Вселенной.
Космологическая постоянная, которую Эйнштейн
использовал в полевых уравнениях, также яв-
ляется аргументом в пользу темной энергии.
Ускоренное расширение Вселенной подтверждается
различными доказательствами, уже описанными
в литературе, такими как образование скоплений
галактик, флуктуации космического микроволно-
вого фона и хорошо известные эксперименты со
сверхновыми [1–4]. Отношение давления темной
энергии p к плотности энергии во Вселенной ρ,
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ω = p/ρ, также известное как параметр уравнения
состояния, может эффективно прояснить вопросы,
связанные с темной энергией. Имеется мнение, что
модифицированные теории гравитации могут быть
полезны для понимания предмета темной энергии
и космологического расширения нашей Вселенной
на поздней стадии, происходящего с возрастающей
скоростью [5].

За последние десять лет многими исследователя-
ми были предложены модификации общей теории
относительности (ОТО) Эйнштейна. Значительный
интерес вызывают исследования в области f(R)- и
f(R, T )-теорий гравитации, где R — скаляр Рич-
чи, а T — след тензора энергии–импульса. Работа
[6] представляет собой одно из первых исследова-
ний по f(R)-теории, в ней обсуждаются свойства
данной теории и исследуется космология Фридма-
на –Робертсона –Уокера (ФРУ). В этой работе по-
казано, что f(R)-теория гравитации, в соответствии
со своими свойствами, допускает объединение ин-
фляции на ранней стадии и расширения на поздней
стадии. Этого направления придерживались и мно-
гие другие исследователи, и f(R)- и f(R, T )-теории
гравитации специально учитывались при обсужде-
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нии вопросов, относящихся к темной энергии [7–13].
Эквивалентность f(R)-теории гравитации и скаляр-
ной тензорной теории гравитации также обсужда-
лась в работах [14, 15]. Значительные успехи были
достигнуты с помощью другой интересной модифи-
цированной теории, а именно, f(G)-теории грави-
тации (здесь имется в виду функция общего вида
от инварианта Гаусса –Бонне (ГБ) G) [16, 17]. По-
сле того, как эксперименты, проведенные в преде-
лах Солнечной системы, подтвердили правильность
этой теории, она стала заметным направлением в
исследованиях загадки ускоренного расширения на-
шей Вселенной. Это способствовало значительному
росту числа исследований, выполненных в рамках
этой теории.

В работе [18] рассмотрена f(G)-гравитация как
гравитационная альтернатива темной энергии. В
некоторых работах исследовалось объединение ин-
фляции на ранней стадии и расширения на позд-
ней стадии, космологическая реконструкция и буду-
щие сингулярности в рамках f(G)-теории гравита-
ции [19]. В работе [20] с помощью f(G)-теории гра-
витации в условиях анизотропии исследовались ре-
шения, изменяющиеся по степенному закону. Неком-
мутативные статические сферически-симметричные
решения в виде кротовых нор исследовались в рабо-
те [21] в модифицированной гравитации ГБ с учетом
эффективно работающей модели f(G)-гравитации.
В работе [22] обсуждалась также возможность суще-
ствования в упомянутой теории анизотропных ком-
пактных звезд. Для анализа ускоряющегося космо-
логического расширения Вселенной на поздней ста-
дии было построено несколько конкретных реали-
стичных моделей f(G)-гравитации [23, 24]. В рабо-
те [25] обсуждался способ устранения будущих син-
гулярностей при конечных временах с использова-
нием моделей темной энергии. Также в работе [25]
дискутировалась согласованность диапазона пара-
метра рассматриваемых моделей f(G)-гравитации с
энергетическими условиями. В недавней работе [26]
обсуждались космологические модели f(G)-гравита-
ции в условиях анизотропии. В работе [27] в анало-
гичном контексте была разработана детальная ди-
намика f(G)-гравитации. В работе [28] были най-
дены нетеровские симметрии для f(G)-гравитации
в рамках космологии ФРУ. В работе [29] была ис-
следована часть инварианта ГБ для зависящего
от времени ускоряющегося расширения Вселенной.
При этом также учитывалась f(R,G)-теория гра-
витации, которая является еще одним обобщением
теории гравитации ГБ. В работе [30] для иссле-
дования устойчивости решений шварцшильдовского

типа использовались линейные возмущения метри-
ки. В работе [31] использовался динамический под-
ход, включающий лагранжевы множители. В работе
[32] Вселенная ФРУ исследовалась с использовани-
ем подхода, основанного на нетеровских симметри-
ях. В работе [33] для исследования Вселенной ти-
па Бьянки-I с локальной вращательной симметри-
ей использовались те же приемы и был сделан вы-
вод, что можно реконструировать решение Каснера
и ΛCDM -космологию. Авторы работы [34] иссле-
довали случай сферической симметрии, используя
точные решения. В работе [35] исследовалась космо-
логическая инфляция. В работе [36] была предпри-
нята попытка использовать энергетические условия
в рамках f(R,G)-гравитации. В работе [37] исследо-
вались сингулярности при конечных временах. Та-
ким образом, представляет значительный интерес
исследование модифицированных теорий гравита-
ции, в особенности тех, которые имеют отношение
к f(G)-гравитации.

Наиболее близким к подходам, основанным на
сферической и цилиндрической симметриях, явля-
ется подход, основанный на плоскостной симмет-
рии. Ранее уже использовались решения, получен-
ные в f(R)- и f(R, T )-теориях гравитации для слу-
чая плоскостной симметрии, что дало некоторые ин-
тересные результаты [38, 39]. В настоящей работе
мы сконцентрируемся на рассмотрении решений в
f(G)-гравитации в случае плоскостной симметрии.
Чтобы выработать подход к получению общих ре-
шений системы дифференциальных уравнений, ко-
торые по своей природе являются сложными, мы
рассмотрим модель f(G)-гравитации со степенным
законом.

Работа построена следующим образом. Сначала
приводятся некоторые предварительные сведения о
f(G)-гравитации. Раздел 2 представляет собой крат-
кое введение в полевые уравнения. В разд. 3 мы ис-
пользуем хорошо известный выбор модели f(G)-гра-
витации, что позволяет получить решения полевых
уравнений. Последний раздел представляет собой
заключительные замечания.

2. f(G)-ТЕОРИЯ ГРАВИТАЦИИ: ОСНОВНАЯ
СТРУКТУРА

Действие для модифицированной гравитации ГБ
имеет вид [16]

S =
1

2κ2

∫
d4x

√−g [R + f(G)] + Sm(gμν , ψ), (1)

где κ — постоянная взаимодействия, а g — опре-
делитель метрического тензора gμν . Минимальное
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взаимодействие материи с метрическим тензором
посредством действия Sm(gμν , ψ), где ψ — поле ма-
терии, означает чисто метрическую характеристи-
ку f(G)-теории гравитации. Функция f(G) является
функцией общего вида от инварианта ГБ G, кото-
рый описывается как

G ≡ R2 − 4RμνR
μν +RμνλσR

μνλσ. (2)

Варьируя действие, заданное в уравнении (1), по
метрическому тензору, можно получить гравитаци-
онные полевые уравнения в виде

Rμν − 1

2
Rgμν + 8

[
Rμρνσ +Rρνgσμ −Rρσgνμ −

−Rμνgσρ +Rμσgνρ+
1

2
R(gμνgσρ − gμσgνρ)

]
∇ρ∇σF +

+ (GfG − f)gμν = κTμν , (3)

где ∇μ действует как ковариантное дифференциро-
вание, а нижний индекс G в fG означает вариацию
f по G. Приведем вид полевых уравнений, более на-
поминающий уравнения ОТО:

Gμν ≡ Rμν − 1

2
gμνR = T eff

μν , (4)

где

T eff
μν = κTμν − 8

[
Rμρνσ +Rρνgσμ −Rρσgνμ −

−Rμνgσρ +Rμσgνρ+
1

2
R(gμνgσρ − gμσgνρ)

]
∇ρ∇σF −

− (GfG − f)gμν . (5)

Начнем с рассмотрения статического простран-
ства–времени с плоскостной симметрией, которое
задается как [39]

ds2 = Adt2 − dx2 −B[dy2 + dz2], (6)

где A и B — метрические функци переменной x. Со-
ответствующий инвариант ГБ и скаляр Риччи име-
ют вид

G =
−1

2
×

×
[
A′2B′2

A2B2
− 4

A′B′B′′

AB2
− 2

A′′B′2

AB2
+ 2

A′B′3

AB3

]
, (7)

R =
1

2

[
2
A′′

A
− A′2

A2
+ 2

A′B′

AB
+ 4

B′′

B
− B′2

B2

]
, (8)

где штрих означает дифференцирование по x. Пред-
полагается, что Вселенная заполнена идеальной

жидкостью, что приводит к тензору энергии–им-
пульса следующего вида:

Tμν = (ρ+ p)uμuν − pgμν , (9)

где uμ — 4-скорость, ρ — плотность энергии во Все-
ленной, а p — давление темной энергии. Скаляр рас-
ширения θ и скаляр сдвига σ имеют вид

θ =
A′

A
+ 2

B′

B
, σ2 =

1

3

[
A′

A
− B′

B

]2
. (10)

Используя уравнение (6), полевые уравнения (3)
можно переписать в виде

− B′′

B
+
B′2

4B2
+ 2

(
B′3

B3
− 2

B′B′′

B2

)
f ′
G −

− 2
B′2

B2
f ′′
G + GfG − f = κρ, (11)

B′2

4B2
+
A′B′

2AB
+ 3

A′B′2

AB2
f ′
G − GfG + f = κp, (12)

A′B′

4AB
+
A′′

2A
+
B′′

2B
− A′2

4A2
− B′2

4B2
+

+

(
2
A′B′′

AB
− A′B′2

AB2
+ 2

A′′B′

AB
− A′2B′

A2B

)
f ′
G +

+ 2
A′B′

AB
f ′′
G − GfG + f = κp. (13)

Эти дифференциальные уравнения с пятью неиз-
вестными являются в сильной степени нелинейны-
ми и очень сложными по своей природе. Поэтому
чтобы получить их решения, мы должны рассмот-
реть некоторые дополнительные связи. Пропорцио-
нальность скаляра сдвига σ скаляру расширения θ
приводит к следующему соотношению между мет-
рическими коэффициентами:

A = Bn, n ∈ R. (14)

Это физическое условие крайне важно, посколь-
ку, как показали недавние наблюдения, расширение
Вселенной может достичь изотропности, если отно-
шение скаляра сдвига к скаляру расширения по-
стоянно [40]. Это условие использовалось многими
исследователями для получения решений полевых
уравнений [41–46]. Таким образом, с учетом упомя-
нутого выше условия, полевые уравнения (11)–(13)
принимают вид

− B′′

B
+
B′2

4B2
+ 2

(
B′3

B3
− 2

B′B′′

B2

)
f ′
G −

− 2
B′2

B2
f ′′
G + GfG − f = κρ, (15)
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(2n+ 1)
B′2

4B2
+ 3n

B′3

B3
f ′
G −GfG + f = κp, (16)

(n2 − n− 1)
B′2

4B2
+ (n+ 1)

B′′

2B
+

+

(
4n
B′B′′

B2
+ n(n− 3)

B′3

B3

)
f ′
G +

+ 2n
B′2

B2
f ′′
G − GfG + f = κp. (17)

В следующем разделе мы получим несколько общих
решений описанной редуцированной системы поле-
вых уравнений.

3. МОДЕЛЬ f(G)-ГРАВИТАЦИИ СО
СТЕПЕННЫМ ЗАКОНОМ

Для этой цели рассмотрим популярную модель
f(G)-гравитации, которая задается как

f(G) = αGm+1, (18)

где α и m — произвольные постоянные. Такая мо-
дель была предложена в работе [47], и она вызывает
большой интерес, поскольку в ней может не быть
хорошо известной сингулярности Большого Разры-
ва (Big Rip). Насколько эффективно работает упо-
мянутая выше модель, обсуждалось также в рам-
ках космологического подхода [48, 49]. Кроме того,
данная модель является свободной от нерегуляр-
ных духов спина 2 [50]. В режиме малой кривизны
f(G)-член является доминирующим по сравнению с
эйнштейновским членом в ограниченном диапазоне
значений m. Также рассматриваемая модель дает
доминантный член в более общем случае f(G)-моде-
ли,

f(G) = c1Gβ1 + c2Gβ2 , β1 > β2,

в режиме большой кривизны [51]. Вычитая уравне-
ние (16) из уравнения (17), получаем

(n2 − 3n− 2)
B′2

4B2
+ (n+ 1)

B′′

2B
+

+

(
4n
B′B′′

B2
+n(n−6)

B′3

B3

)
f ′
G+2n

B′2

B2
f ′′
G = 0. (19)

Из уравнения (18) следует, что

fG = α(m+ 1)Gm. (20)

Из соображений удобства выбираем

α =
1

m+ 1
,

тогда уравнение (19) принимает вид

(n2 − 3n− 2)
B′2

4B2
+ (n+ 1)

B′′

2B
+

+ nmGm

[(
4
B′B′′

B2
+ (n− 6)

B′3

B3

) G′

G +

+ 2
B′2

B2

(
(m− 1)

G′2

G2
+

G′′

G
)]

= 0. (21)

Это уравнение может иметь много решений. Здесь
мы ограничимся двумя типами решений.

3.1. Подход, основанный на степенном
законе

Рассмотрим степенной закон вида [26]

B(x) = γxk, (22)

где γ и k — произвольные постоянные. С учетом это-
го из уравнения (21) следуют уравнения связей вида

k = 2(n+ 1)/n(n− 1),

m(2n3m+ n3 + 1− 2nm) = 0.
(23)

Модели f(G)-гравитации, соответствующие двум
корням второго из уравнений (23), имеют вид

f(G) = G + c1,

f(G) = 2n(n− 1)

n2 − n− 1
G(n2−n−1)/[2n(n−1)] + c2,

(24)

где c1и c2 — постоянные интегрирования. Первая
возможная модель является тривиальной при c1 =

= 0. Вторая возможная модель может привести к
важным результатам. Метрика данного решения бу-
дет иметь вид

ds2 = γnx2(n+1)/(n−1)dt2 − dx2 −
− γx2(n+1)/[n(n−1)][dy2 + dz2]. (25)

Уравнения (15)–(17) дают соответствующие выра-
жения для плотности энергии во Вселенной и дав-
ления темной энергии:

ρ =
1

(m+ 1)(n− 1)4n3x4κ
(n+ 1)×

×
[
− 16m+1m(1 + n)(3 + 8m2(n− 1)2n +

+ n(2+n(7n−18))+2m(n−1)(−2+n(7n−9))×

×
(
− (1 + n)3(−1 + n(n− 3))

(n− 1)4n3x4

)m

+

+ (1 +m)n(n− 1)2(n− 3)(2n+ 1)x2
]
, (26)
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Рис. 1. Поведение плотности энергии во Вселенной ρ и давления темной энергии p при m = −(1/2)(n2 −n+1)/n(n− 1)

p =
1

(1 +m)(n− 1)4n3x4κ
×

×
[
16m+1m(n+ 1)2(−1 + n(4m2(n− 1)2n +

+ n(2+n(2n−9))+2m(2+n(4+3(n−3)n))))×

×
(
− (n+ 1)3(−1 + (n− 3)n)

(n− 1)4n3x4

)m

+

+ (1 +m)n(2n+ 1)(n2 − 1)2x2
]
. (27)

Очевидно, что приведенные выше выражения
определены при

n ∈ R− {0, 1} и m = −1

2

n2 − n+ 1

n(n− 1)
.

На рис. 1 показано поведение плотности энергии во
Вселенной и давления темной энергии при 1 < n <

< 1.5. Соответствующие скаляр Риччи и инвариант
ГБ принимают вид

R = −16(1 + n)2(−1− 4n− 2n2 + n3)

n3(−1 + n)4x4
,

G =
2(9n2 + 2n3 + 3 + 10n)

n2(n− 1)2x2
.

(28)

Скаляр расширения и скаляр сдвига принимают
вид

θ =
2(n+ 1)(n+ 2)

n(n− 1)x
, σ2 =

1

3

[
2(n+ 1)

xn

]2
. (29)

В рассматриваемом случае при σ2/θ → 0 и при x→
→ ∞ условие изотропии также удовлетворяется. На
рис. 2 приведено поведение параметра изотропии.
Теперь обсудим специальный случай.

� �2/
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26
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Рис. 2. Поведение параметра изотропии σ2/θ при m =

= −(1/2)(n2 − n+ 1)/n(n− 1)

Метрика Тауба. Положим в уравнении (25)
n = −1/2, тогда

ds2 = γ−1/2x−2/3dt2 − dx2 − γx4/3[dy2 + dz2]. (30)

Легко проверить, что для этого частного значения
величины n мы получаем R = 0. После переопреде-
ления параметров можно реконструировать знаме-
нитую метрику Тауба [52].

3.2. Подход, основанный на
экспоненциальном законе

Очевидно, что уравнение (21) имеет решение экс-
поненциального типа:

B(x) = ex. (31)
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Следует отметить, что к справедливости описанных
выше решений экспоненциального типа приводит
следующее условие:

n(n− 1) = 0. (32)

Метрика решения для случая n = 1 будет иметь вид

ds2 = ex[dt2 − dy2 − dz2]− dx2. (33)

Это соответствует хорошо известному случаю ан-
ти-деситтеровского пространства–времени в модели
ГБ [53]. Как скаляр Риччи R, так и инвариант ГБ
G в этом случае являются постоянными.

3.3. Физические свойства решений

При решении физических задач в основном об-
ращают внимание на характеристики, имеющие
некоторый тип симметрии. Например, нельзя недо-
оценивать роль сферической симметрии в иссле-
довании решения Шварцшильда [54]. В настоя-
щей работе мы рассматриваем плоскостную симмет-
рию. Пространство–время с плоскостной симметри-
ей можно рассматривать как лоренцево многообра-
зие, имеющее физический тензор энергии–импульса.
Различные свойства такого пространства–времени
имеют существенные преимущества по сравнению с
соответствующими свойствами сферически-симмет-
ричного пространства–времени. Кроме того, подход,
основанный на плоскостной симметрии, позволяет
редуцировать космологические задачи к более низ-
кой размерности, что делает эту симметрию инте-
ресным объектом исследования. Пространство–вре-
мя с плоскостной симметрией рассматривалось мно-
гими исследователями с различных точек зрения,
см., например, работы [55–60]. Решения в виде плос-
ких волн определяют, изучают и устанавливают,
основываясь на идее рассмотрения группы движе-
ний в пространстве–времени как фундаментального
фактора для плоских гравитационных волн [61–63].

Настоящая работа основана на решениях для
пространства–времени с плоскостной симметрией в
рамках модели f(G)-гравитации. Одно из решений
соответствует метрике Тауба [52] с особенностью
при x = 0, откуда следует существование чер-
ной дыры. Кроме того, с помощью не-сингулярного
решения мы получаем анти-деситтеровское прост-
ранство–время [53]. Анти-деситтеровское простран-
ство–время является точным решением полевых
уравнений Эйнштейна для случая пустой Вселенной
с отрицательной космологической постоянной. Для

дальнейшего развития подхода для решения проб-
лемы космологической постоянной можно варьиро-
вать параметры предложенной теории.

4. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Настоящая работа посвящена исследованию
некоторых общих решений полевых уравнений в
рамках f(G)-гравитации. Для этого было выбрано
статическое пространство–время с плоскостной
симметрией. Мы полагаем, что наша работа пред-
ставляет собой первую попытку сделать это для
такого пространства–времени в рамках модели
f(G)-гравитации. Для получения общих решений
полевых уравнений было использовано соотношение
между метрическими коэффициентами и произ-
вольной постоянной n, т. е. A = Bn, основанное
на пропорциональности скаляра сдвига σ скаляру
расширения θ. Приведем основные положения
работы.

1. Сначала, при получении решений, мы рассмот-
рели модель f(G)-гравитации со степенным зако-
ном, которую нетрудно найти в существующей ли-
тературе [52]. Эта модель очень интересна, посколь-
ку в ней вероятность возникновения сингулярности
Большой Разрыв обращается в нуль. Кроме того,
соответствие результатов, полученных с помощью
этой модели, данным наблюдений свидетельствует
в поддержку существования переходной эпохи фан-
томного поля. Мы рассмотрели общее обыкновенное
дифференциальное уравнение (21), у которого мо-
жет быть много решений. В частности, мы исследо-
вали решения модифицированных полевых уравне-
ний, используя подходы, основанные на степенном
и экспоненциальном законах.

2. Две модели f(G)-гравитации связаны с реше-
нием, полученным в рамках подхода, основанного на
степенном законе. Одна из моделей становится три-
виальной при c1 = 0. Однако другая модель пред-
ставляется нам более важной. С нетривиальной мо-
делью f(G)-гравитации связаны два типа решений.

3. Мы рассмотрели специальный случай в рам-
ках подхода, основанного на степеном законе, соот-
ветствующий хорошо известной метрике Тауба [52].
Решение хорошо выполняется при значении n =

= −1/2. В этом случае скаляр Риччи R и инвариант
ГБ G являются постоянными.

4. Второй набор решений получается в рамках
подхода, основанного на экспоненциальном законе,
что приводит к реконструкции знаменитого анти-
деситтеровского пространства–времени [53] при зна-
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чении параметра анизотропии n = 1. В этом случае
скаляр Риччи становится равным 3, а инвариант ГБ
равен 3/2.

Таким образом, можно заключить, что для ре-
конструкции некоторых важных космологических
решений, полученных ранее в рамках ОТО, мо-
гут быть использованы модифицированные полевые
уравнения с некоторыми важными эффективно ра-
ботающими моделями f(G)-гравитации. Мы пред-
ставили решения, полученные в рамках подхода, ос-
нованного только на степенном законе. Анализ мо-
жет быть проведен и для других моделей f(G)-гра-
витации. В частности, могут представлять интерес и
требуют отдельного рассмотрения решения для слу-
чая плоскостной симметрии с использованием дру-
гих модифицированных теорий, таких как f(R,G)-
и f(G, T )-теорий гравитации.
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