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Исследовано влияние размера двух заряженных макрочастиц сферической формы на их электростати-
ческое взаимодействие в равновесной плазме в рамках линеаризованной модели Пуассона –Больцмана.
Установлено, что при взаимодействии двух заряженных диэлектрических макрочастиц в равновесной
плазме силы, действующие на каждую из них, оказываются в общем случае неравными. Силы становят-
ся равными только в случае макрочастиц-проводников или в случае макрочастиц-диэлектриков одного
размера и одного заряда. Они оказываются равными и в случае, когда при изменении межчастичного
расстояния сохраняются постоянными потенциалы поверхностей макрочастиц. Предложены формулы,
которые позволяют рассчитать силу взаимодействия с высокой точностью при выполнении условия, что
радиусы макрочастиц много меньше радиуса экранирования, а это в экспериментах с пылевой плазмой
обычно выполняется.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Потенциал взаимодействия макрочастиц опреде-
ляет многие свойства пылевой и коллоидной плаз-
мы [1]. В плазме электростатическое взаимодей-
ствие макрочастиц экранируется и потенциал вза-
имодействия двух точечных макрочастиц в беско-
нечной плазме оказывается дебаевским или потен-
циалом Юкавы [2–5] (критический обзор работ на
эту тему проведен в статье [6]). При рассмотрении
таких вопросов как коагуляция и агломерация пы-
левых частиц (см., например, [7, 8]) большую роль
играют взаимодействия на малых расстояниях, по-
этому необходимо учесть влияние размеров макро-
частиц на потенциал или силу взаимодействия. В
работах [9,10] исследовалось взаимодействие точеч-
ного заряда с заряженной макрочастицей конечно-
го размера из проводящего материала. В работе [11]
был рассмотрен общий случай взаимодействия ди-
электрической макрочастицы с точечной. В насто-
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ящей работе рассмотрено электростатическое взаи-
модействие в равновесной плазме двух заряженных
макрочастиц конечного размера. Полагаем, что мак-
рочастицы имеют сферическую форму, неподвиж-
ны и находятся в стационарной равновесной плаз-
ме. Здесь мы не касаемся теневых эффектов (кото-
рые рассмотрены, например, в [12]) и полагаем, что
внешнее электрическое поле отсутствует (влияние
внешнего однородного электрического поля на взаи-
модействие точечной заряженной макрочастицы с
диэлектрической заряженной сферой рассмотрено в
[11], взаимодействие двух макрочастиц за счет на-
веденных внешним полем дипольных моментов рас-
смотрено в [13]).

В разд. 2 дано общее решение рассматриваемой
задачи и получены коэффициенты разложения по-
тенциала с точностью до членов R−7 включительно.
В разд. 3 получено выражение для силы взаимодей-
ствия в виде суммы ряда и получено аналитическое
выражение для случая малых по сравнению с деба-
евским радиусом размеров макрочастиц. В разд. 4
представлены результаты численных расчетов и вы-
полнено сравнение с работой [14], в которой рассмот-
рено взаимодействие двух диэлектрических макро-
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Рис. 1. Геометрия задачи о взаимодействии двух сфери-
ческих макрочастиц: ri, θi (i = 1, 2) — радиус-вектор и
полярный угол в сферической системе координат с нача-
лом в центре i-й макрочастицы Oi и осью, направленной к
другой макрочастице, R — межчастичное расстояние, q1,
q2 — заряды макрочастиц, a1, a2 — радиусы макрочастиц,
ε1, ε2 — диэлектрическая проницаемость материала соот-
ветственно первой и второй макрочастиц, ε — диэлектри-
ческая проницаемость среды (электролита). I, II — области
внутри первой (I) и второй (II) макрочастиц, III — область
вне макрочастиц, заполненная плазмой (электролитом)

частиц в однородном диэлектрике. В разд. 5 прове-
дено обсуждение полученных результатов.

2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О
ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ДВУХ СФЕРИЧЕСКИХ

МАКРОЧАСТИЦ В РАВНОВЕСНОЙ
ПЛАЗМЕ

Геометрия задачи о взаимодействии двух сфери-
ческих макрочастиц показана на рис. 1. Полагаем,
что внутри макрочастиц нет свободных зарядов, по-
этому в областях I и II потенциал электрического
поля является решением уравнения Лапласа:

ΔφI (r1, θ1) = 0,

ΔφII (r2, θ2) = 0.
(1)

В области III потенциал определим из линеаризо-
ванного уравнения Пуассона –Больцмана [15]:

ΔφIII − k2DφIII = 0, (2)

где kD — постоянная экранирования (обратный де-
баевский радиус). В силу линейности уравнения
Гельмгольца (2) его решение в области III будем
искать в виде суперпозиции двух членов, φIII =

= φ1 (r1, θ1) + φ2 (r2, θ2):

Δφi − k2Dφi = 0, i = 1, 2. (3)

Граничные условия имеют вид [16, 17]

φI|r1=a1
= (φ1 + φ2)|r1=a1

,

φII|r2=a2
= (φ1 + φ2)|r2=a2

,
(4)

ε1
∂φI

∂r1

∣∣∣∣
r1=a1−0

− ε
∂ (φ1 + φ2)

∂r1

∣∣∣∣
r1=a1+0

= 4πσ1,

ε2
∂φII

∂r2

∣∣∣∣
r2=a2−0

− ε
∂ (φ1 + φ2)

∂r2

∣∣∣∣
r2=a2+0

= 4πσ2,

(5)

где σi — плотность свободных зарядов на поверхно-
сти i-й макрочастицы. В случае равномерного рас-
пределения поверхностного заряда

σi =
qi

4πa2i
, i = 1, 2, (6)

где qi — заряд i-й макрочастицы. Далее решение
ищем для распределения плотности поверхностно-
го заряда, аксиально-симметричного относительно
линии, соединяющей центры макрочастиц. Рассмат-
риваемая система является квазинейтральной, по-
этому на бесконечности потенциалы обращаются в
нуль:

φ1|r1=∞ = 0, φ2|r2=∞ = 0. (7)

Общие решения уравнений (1) можно предста-
вить в виде [16, 17]

φI (r1, θ1) =

∞∑
n=0

CnPn (cos θ1) r̃
n
1 ,

φII (r2, θ2) =

∞∑
n=0

DnPn (cos θ2) r̃
n
2 ,

(8)

где Pn — полиномы Лежандра, Cn, Dn — коэффи-
циенты разложения, r̃i = kDri, i = 1, 2. Общие ре-
шения уравнений (3), удовлетворяющие граничным
условиям (7), имеют вид [18]

φ1 =
∞∑
n=0

AnPn (cos θ1)
Kn+1/2 (r̃1)√

r̃1
,

φ2 =

∞∑
n=0

BnPn (cos θ2)
Kn+1/2 (r̃2)√

r̃2
,

(9)

где Kn+1/2 — модифицированные функции Бесселя
третьего рода или функции Макдональда, An, Bn —
коэффициенты разложения.

Для переразложения потенциала φ1 по полино-
мам Лежандра с полюсом в центре второй макрочас-
тицы (аналогично для φ2 по полиномам Лежандра
с полюсом в центре первой макрочастицы) исполь-
зуем формулу сложения Макдональда [19], которая
имеет вид (i = 1, 2; j = 3− i)

Kn+1/2 (r̃i)

r̃
1/2
i

= (2n− 1)!!
r̃ni

r̃nj R̃
n
×

×
∞∑

m=0

Φn+m+1/2

(
r̃j , R̃

)
Cn+1/2

m (μj) , (10)
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где Cn+1/2
m — ультрасферические многочлены Геген-

бауэра [20], μj = cos θj , а функция Φm+1/2 опреде-
лена нами соотношением

Φk+1/2

(
r̃, R̃

)
=

√
π

2
(2k + 1) ×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Ik+1/2 (r̃)

r̃1/2

Kk+1/2

(
R̃
)

R̃1/2
, R > r;

Kk+1/2 (r̃)

r̃1/2

Ik+1/2

(
R̃
)

R̃1/2
, R < r.

(11)

Здесь Im+1/2 — модифицированные функции Бес-
селя первого рода или функции Инфельда. Так-
же используем формулу сложения [21, 22] (i = 1, 2;
j = 3− i):

r̃ni Pn (μi) =

n∑
k=0

(−1)
k n!

k! (n−k)!
r̃kj R̃

n−kPk (μj) . (12)

В Приложении A показано, что, подставив (10),
(12) в (9), мы получим потенциалы в виде трехкрат-
ных сумм, которые содержат произведения ультра-
сферических многочленов Гегенбауэра и полиномов
Лежандра одного и того же аргумента. Каждое та-
кое произведение можно представить в виде суммы
полиномов Лежандра того же аргумента (см. При-
ложение A). В итоге, собирая члены, содержащие
полиномы Лежандра одного и того же порядка, для
потенциалов φ1 и φ2 получим выражения

φ1 (r2, μ2) =

∞∑
n=0

Pn (μ2)

∞∑
m=0

bnm

(
r̃2, R̃

)
Am,

φ2 (r1, μ1) =
∞∑
n=0

Pn (μ1)
∞∑

m=0

bnm

(
r̃1, R̃

)
Bm,

(13)

где bnm — коэффициенты, определенные в Прило-
жении A. Там же приведены явные выражения для
этих коэффициентов, которые позволяют получить
разложение потенциала с точностью до членов, со-
держащих R−7 включительно.

Теперь, используя (13), из граничных условий
(4), (5) для нахождения коэффициентов разложения
потенциала получим систему уравнений:

αn (ã1, ε1)An+

∞∑
m=0

βnm

(
ã1, R̃, ε1

)
Bm = σ1,n,

∞∑
m=0

βnm

(
ã2, R̃, ε2

)
Am+αn (ã2, ε2)Bn = σ2,n,

(14)

где

αn (ãi, εi) = ε
Kn+3/2 (ãi)

ã
1/2
i

+

+ n (εi − ε)
Kn+1/2 (ãi)

ã
3/2
i

,

βnm

(
ãi, R̃, εi

)
= εi

n

ãi
bnm

(
ãi, R̃

)
−

− ε
∂bnm

(
ãi, R̃

)
∂ãi

;

(15)

i = 1, 2; σi,n — коэффициенты разложения плотно-
сти поверхностного заряда по полиномам Лежанд-
ра:

σi,n =
4π

kD

2n+ 1

2

1∫
−1

Pn (μi)σi (μi) dμi. (16)

Здесь учтено, что мы рассматриваем аксиаль-
но-симметричное относительно оси z распределение
поверхностного заряда. В случае равномерного
распределения свободного заряда отличен от нуля
только член с n = 0:

σi,0 = kD
qi
ã2i

. (17)

3. СИЛА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ДВУХ
СФЕРИЧЕСКИХ МАКРОЧАСТИЦ

Силу взаимодействия определим на основе макс-
веллова тензора натяжений. Из симметрии задачи
ясно, что отличной от нуля будет только z-состав-
ляющая силы и для первой макрочастицы она опре-
деляется выражением

F1z =
εã21
2

×

×
1∫

−1

[
1

2

(
Ẽ2

n − Ẽ2
τ

)
μ1 − ẼnẼτ

√
1− μ2

1

]
dμ1, (18)

где

Ẽn = −∂φIII

∂r̃1

∣∣∣∣
r̃1=ã1

, Ẽτ = − 1

r̃1

∂φIII

∂θ1

∣∣∣∣
r̃1=ã1

.

После интегрирования находим

F1z = ε
∞∑
n=1

n

(2n− 1) (2n+ 1)
×

× [
Ξn−1 − (n− 1)Ψn−1

][
Ξn + (n+ 1)Ψn

]
, (19)

где
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Ξn = An

nKn+1/2 (ã1)− ã1Kn+3/2 (ã1)

ã
1/2
1

+

+

∞∑
m=0

Bmã1
∂bnm

(
ã1, R̃

)
∂ã1

,

Ψn = An

Kn+1/2 (ã1)

ã
1/2
1

+

∞∑
m=0

bnm

(
ã1, R̃

)
Bm.

(20)

Используя уравнения для определения коэффи-
циентов разложения потенциала (14), для случая
равномерного распределения свободного заряда по
поверхностям макрочастиц из (19) можно получить
более простое для анализа выражение для силы вза-
имодействия:

F1z = −
∞∑
n=0

(n+ 1)
(n+ 1) ε1 + (n+ 2) ε

(2n+ 1) (2n+ 3) ε
×

×Ψn+1

[
q1
a1

δn,0 − n (ε1 − ε)Ψn

]
. (21)

3.1. Взаимодействие двух сферических
макрочастиц при kD → 0

Теперь рассмотрим взаимодействие двух сфери-
ческих макрочастиц при kD → 0, что позволит нам
определить необходимое для достижения заданной
точности число членов разложения и провести срав-
нение расчетов с учетом и без учета экранирования.
Используя (59), при kD → 0 из выражений для ко-
эффициентов bnm, приведенных в Приложении A,
находим

bnm

(
r̃i, R̃

)
=

√
π

2
(2m− 1)!!×

× (n+m)!

n!m!

1

R̃m+1

(ri
R

)n

. (22)

Отметим, что эти выражения справедливы для всех
n и m. Из (22) видно, что b0m

(
ãi, R̃

)
не зависят от

радиусов макрочастиц, поэтому ∂b0m

(
ãi, R̃

)
/∂ãi =

= 0 для всех m и из (14) для n = 0 находим

εA0 = q1kD

√
2

π
, εB0 = q2kD

√
2

π
. (23)

Для n > 0 из (15), используя (22) и выражение
для модифицированных функций Бесселя третьего
рода при малых значениях аргумента (58) из При-
ложения B, находим

αn (ãi, εi) =

√
π

2

(2n− 1)!!

ãn+2
i

[εin+ε (n+1)] ,

βnm

(
ãi, R̃, εi

)
=

√
π

2
(εi − ε)

nãn−1
i

R̃n
×

× (2m− 1)!!

R̃m+1

(n+m)!

n!m!
.

(24)

Теперь переопределим коэффициенты разложения
потенциала:

Ãn =

√
π

2

1

kD

(2n− 1)!!

R̃n
An,

B̃n =

√
π

2

1

kD

(2n− 1)!!

R̃n
Bn,

(25)

и из (14) найдем (n ≥ 1):

[
ε1n+ ε (n+ 1)

]
Ãn + (ε1 − ε)

(a1
R

)2n+1

×

×
∞∑

m=0

(n+m)!

(n− 1)!m!
B̃m = σ1,nkD

an+2
1

Rn
,

[
ε2n+ ε (n+ 1)

]
B̃n + (ε2 − ε)

(a2
R

)2n+1

×

×
∞∑

m=0

(n+m)!

(n− 1)!m!
Ãm = σ2,nkD

an+2
2

Rn
.

(26)

В этом случае сила выражается формулой (19)
(или (21) при равномерном распределении поверх-
ностного заряда) с коэффициентами

Ξn = −Ãn (n+1)
Rn

an+1
1

+
nan1
Rn+1

∞∑
m=0

B̃m
(n+m)!

n!m!
,

Ψn = Ãn
Rn

an+1
1

+
an1

Rn+1

∞∑
m=0

B̃m
(n+m)!

n!m!
.

(27)

Для равномерного распределения поверхностно-
го заряда и проводящих макрочастиц (ε1 = ε2 = ∞)
из (23) и (26) следует, что

εÃ0 = q1, εB̃0 = q2,

Ãn+
(a1
R

)2n+1 ∞∑
m=0

(n+m)!

n!m!
B̃m = q1δn,0,

B̃n+
(a2
R

)2n+1 ∞∑
m=0

(n+m)!

n!m!
Ãm = q2δn,0.

(28)

Это решение приводилось уже в работе Максвелла
[23]. При этом потенциалы поверхностей φ1s и φ2s

определяются соотношениями

φ1s =
q1
εa1

+
q2
εR

+

∞∑
n=1

B̃n

R
,

φ2s =
q2
εa2

+
q1
εR

+
∞∑

n=1

Ãn

R
.

(29)

14 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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Из (28) видно, что коэффициенты разложения
Ãn и B̃n убывают с ростом n как (a1/R)

2n+1 и
(a2/R)2n+1 соответственно. Это позволяет опреде-
лить число членов разложения для достижения за-
данной точности и позволяет сделать вывод, что при
близких радиусах макрочастиц задача сходится су-
щественно быстрее, чем при сильно различающихся
радиусах, когда при малых R ∼ a1 + a2 отношение
радиуса большой частицы к межчастичному рассто-
янию оказывается близким к единице.

3.2. Взаимодействие двух сферических
макрочастиц при a1 → 0

Теперь рассмотрим случай, когда одна из частиц,
например, первая, точечна: a1 → 0. В этом случае
коэффициенты αn (ã1, ε1) определяются первым вы-
ражением (24):

αn (ã1, ε1) =

√
π

2

(2n− 1)!!

ãn+2
1

[(n+ 1) ε+ nε1] . (30)

Используя выражение (58) из Приложения B, из
формул Приложения A находим

b0m

(
ã1, R̃

)
=

Km+1/2

(
R̃
)

R̃1/2
. (31)

Из первого уравнения (14) видно, что в этом случае
должно быть An = 0 для всех n, кроме n = 0:

εA0 =

√
2

π
q1kD. (32)

Теперь из второго уравнения системы (14) нахо-
дим (n = 0, 1, 2, . . .)

Bn = σ2,n
ã
3/2
2

εã2Kn+3/2 (ã2)+n (ε2−ε)Kn+1/2 (ã2)
+

+
q1
ε
kD (2n+ 1)

Kn+1/2

(
R̃
)

R̃1/2
×

× εã2In+3/2 (ã2) + n (ε− ε2) In+1/2 (ã2)

εã2Kn+3/2 (ã2) + n (ε2 − ε)Kn+1/2 (ã2)
. (33)

Эта формула совпадает с формулами (16), (17) из
работы [11] в случае равного нулю внешнего поля.

При выводе выражения для силы в рассматри-
ваемом случае необходимо учесть, что отличны от
нуля выражения

b1m

(
ã1, R̃

)
ã1

=
∂b1m

(
ã1, R̃

)
∂ã1

=

= − ∂

∂R̃

⎡
⎣Km+1/2

(
R̃
)

R̃1/2

⎤
⎦ , (34)

следовательно,

A1

K3/2 (ã1)

ã
1/2
1

= − ε1 − ε

ε1 + 2ε

∞∑
m=0

b1,m

(
ã1, R̃

)
Bm. (35)

Используя эти выражения, из (19) для силы взаи-
модействия находим

F1z = q1kD

∞∑
m=0

Bm
∂

∂R̃

⎡
⎣Km+1/2

(
R̃
)

R̃1/2

⎤
⎦ . (36)

Это выражение совпадает с полученным в рабо-
те [11].

3.3. Взаимодействие двух сферических
макрочастиц малого радиуса

Анализ выражения (21) показывает, что для
определения силы с точностью до размеров частиц
в третьей степени надо найти A1 с точностью до a61
и a31a

3
2, A2 — с точностью до a51, коэффициенты B0

и B1 — с точностью до a32 (A0 вообще не входит в
выражение (21), а B2 содержит a2 в пятой и более
высоких степенях). В итоге с требуемой точностью
из (14) и (21) для силы взаимодействия при малых
ã1 и ã2 с точностью до членов в третьей степени
находим

Fz,a = −q1q2e
−R̃(R̃ + 1)

εR2
×

×
(
1 +

1

2
a21 −

1

3
a31 +

1

2
a22

ε2
ε2 + 2ε

− 1

3
a32

ε2 − ε

ε2 + 2ε

)
+

+
4k2D
3π

(
ε1−ε

ε1+2ε
ã31q

2
2+

ε2−ε

ε2+2ε
ã32q

2
1

)
K3/2(R̃)K5/2(R̃)

εR̃
−

− 2k2D
π

q21 ã
3
1

1

ε1 + 2ε

K1/2(R̃)K3/2(R̃)

R̃
. (37)

3.4. Взаимодействие двух сферических
макрочастиц при сильном экранировании

Под сильным экранированием мы имеем в виду
случай ã1 ∼ 1 и/или ã2 ∼ 1. В этом случае на рас-
стояниях R̃ � max (ã1, ã2) можно пренебречь чле-
нами, содержащими квадратичные и более высокие
степени величины exp(−R̃). В итоге получаем

A0 =
q1

ã21α0 (ã1, ε1)
kD, B0 =

q2
ã22α0 (ã2, ε2)

kD,

A1 = −
β10

(
ã1, R̃, ε1

)
α1 (ã1, ε1)

B0,

B1 = −
β10

(
ã2, R̃, ε2

)
α1 (ã2, ε2)

A0.

(38)
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Подставив (38) в (21), находим

Fa = −
q1q2

(
1 + R̃

)
εR2

e−R̃ eã2

1 + ã2
×

× eã1

1 + ã1 +
ε

ε1 + 2ε
ã21

. (39)

Отметим, что это выражение при разложении до
третьей степени радиусов макрочастиц включитель-
но приводит к первому слагаемому правой части
формулы (37). Также отметим, что выражения (37)
и (39) явно показывают неравенство сил, действу-
ющих на первую и вторую макрочастицы. Интегри-
руя выражение (39) по межчастичному расстоянию,
находим потенциал взаимодействия:

Ua =
q1q2
εR

e−R̃ eã2

1 + ã2

eã1

1 + ã1 +
ε

ε1 + 2ε
ã21

. (40)

Это выражение при ε1 → ∞ и a1 = a2 переходит в
так называемый DLVO-потенциал [24].

4. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ

Система уравнений (14) решалась численно ме-
тодом LU-декомпозиции [25] для заданного макси-
мального числа учитываемых членов разложения
nmax = 6, 30, 50. Расчеты проведены для характер-
ных для пылевой плазмы [26] постоянных экрани-
рования kD = 10 см−1 и kD = 100 см−1, а также
при kD = 103 см−1 для изучения взаимодействия
в условиях сильного экранирования. Рассмотрены
микрочастицы равных радиусов, a1 = a2 = 10 мкм,
и равных зарядов, q1 = q2 = 103e (e — элементарный
заряд), а также случай, когда радиус и заряд пер-
вой макрочастицы в 10 раз меньше, чем заданные
выше радиус и заряд второй. Далее для удобства си-
ла в случае отталкивания будет считаться положи-
тельной, а в случае притяжения — отрицательной
(т. е. сила, действующая на первую макрочастицу,
умножается на −1). На рис. 2 приведены зависимо-
сти силы взаимодействия макрочастиц от расстоя-
ния между их поверхностями: L = R− a1 − a2.

На рис. 2a видно, что в случае двух одинаковых
заряженных сфер с равными радиусами уже расче-
ты с nmax = 6 на малых расстояниях L < 10−2 см
дают достаточно хорошее согласие с данными более
точных расчетов силы взаимодействия в однород-
ном диэлектрике (ε = 1) с использованием бисфе-
рической системы координат [14]. Расчет с исполь-
зованием сферической системы координат с помо-
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Рис. 2. Зависимости от L приведенной силы взаимодей-
ствия макрочастиц при kD = 10 см−1, ε1 = ε2 = 25, ε = 1

для q1 = q2 = 103e, a1 = a2 = 10 мкм (а) и q1 = 102e,
a1 = 1 мкм, q2 = 103e, a2 = 10 мкм (б ). Кривые 1, 2 —
расчет по (21) с nmax = 6 (1 ), 30 (2 ); 3 — расчет согласно
[14]; 4 — расчет без учета экранирования по (27) и (21) с

nmax = 6; 5 — по аналитической формуле (37)

щью (27) и (21) с тем же числом учитываемых чле-
нов nmax = 6 показывает прекрасное согласие с [14]
(различие на рассмотренных расстояниях наблюда-
лось только в четвертом знаке). Результаты расче-
тов с учетом экранирования при nmax = 30 с такой
же точностью согласуются с данными расчетов на
основе [14] на малых расстояниях.

В случае макрочастиц разных радиусов точность
расчетов с nmax = 6 оказывается заметно ниже, что
хорошо видно на рис. 2б. А расчеты с nmax = 30 на
малых расстояниях 10−5 < L < 10−2 см хорошо со-
гласуются с данными, полученными на основе [14].
Из рис. 2 также видно, что формула (37) на боль-
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Рис. 3. Зависимости от L приведенной силы взаимодей-
ствия макрочастиц при kD = 100 см−1, ε1 = ε2 = 25, ε = 1

для q1 = q2 = 103e, a1 = a2 = 10 мкм (а) и q1 = 102e,
a1 = 1 мкм, q2 = 103e, a2 = 10 мкм (б ). Кривые 1, 2 —
расчет по (21) с nmax = 6 (1 ), 30 (2 ); 3 — расчет согласно
[14]; 4 — расчет без учета экранирования по (27) и (21) с
nmax = 6; 5 — по аналитической формуле (37); 6 — расчет

согласно [11] для a1 = 0

ших расстояниях L > 10−3 см хорошо согласуется с
расчетами с nmax = 6 и 30.

При увеличении постоянной экранирования в
10 раз отмеченная выше картина сохраняется, что
видно на рис. 3. На рис. 3б также приведена зави-
симость силы взаимодействия точечной первой мак-
рочастицы и второй сферической, рассчитанной со-
гласно [11]. Видно, что при L > 10−3 см эта кри-
вая практически сливается с кривой 1 и точками
2. Из рис. 3 видно, что область, в которой наблю-
дается совпадение результатов расчетов с учетом и
без учета экранирования, сужается. Это связано с
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Рис. 4. Отношение расчетной силы к силе, вычисленной
по формуле (41) при ε1 = ε2 = 25, ε = 1, kD = 10 (1, 3 ),
100 (2, 4 ) см−1 для q1 = q2 = 103e, a1 = a2 = 10 мкм (1,
2 ), q1 = 102e, a1 = 1 мкм, q2 = 103e, a2 = 10 мкм (3, 4 )

тем, что при малых L с использованием бисфериче-
ских координат удается достичь существенно боль-
шей точности, чем при использовании сферической
системы координат. Плохая точность при использо-
вании сферической системы координат при малых
межчастичных расстояниях отмечалась и в работе
[27]. Далее на расстояниях L ∼ max (a1, a2) расхож-
дение данных 2 и 3 на рис. 3 связано с «включением»
эффектов экранирования.

Достижение приемлемой точности при определе-
нии силы взаимодействия в равновесной плазме раз-
витым здесь методом при малых L и сильно различ-
ных a1 и a2 затруднено тем, что формула сложения
Макдональда (10) при близких аргументах функций
Инфельда и Макдональда очень медленно сходит-
ся (при равных аргументах сходимости нет вообще).
Поэтому требуется учет большого числа членов, но
при этом возникают сложности с решением системы
(14), которая становится плохо обусловленной. Хо-
рошее согласие расчетов с учетом и без учета экра-
нирования на малых расстояниях показывает путь
решения этой проблемы путем их сопряжения. На
рис. 4 показаны зависимости отношения силы (19),
рассчитанной с nmax = 50, к силе, вычисленной по
формуле

Fc = −
(
1 + R̃

)
e−R̃ eã2

1 + ã2
×

× eã1

1 + ã1 +
ε

ε1 + 2ε
ã21

Fdiel . (41)
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Рис. 5. Отношение расчетной силы к силе, вычисленной
по формуле (41) при ε1 = ε2 = 25, ε = 1, kD = 1000

(1, 2 ), 100 (3, 4 ) см−1 для q1 = q2 = 103e, a1 = a2 =

= 10 мкм (1, 3 ), q1 = 102e, a1 = 1 мкм, q2 = 103e,
a2 = 10 мкм (2, 4 )

Здесь Fdiel — сила, рассчитанная без учета экра-
нирования согласно [14] с использованием бисфе-
рической системы координат с учетом до 104 чле-
нов разложения, чтобы получить значение силы с
точностью до 12 знаков. Видно очень хорошее со-
гласие на расстояниях L > 10−4 см, а расхожде-
ние при L < 10−4 см при различных радиусах свя-
зано с отмеченной выше плохой сходимостью ряда
(11), а также переходом от отталкивания к притя-
жению по мере сближения макрочастиц, вследствие
чего сила в этой области становится численно очень
малой. Кривая 1 с высокой точностью совпадает с
единицей, а отличие кривой 2 от единицы показы-
вает степень влияния членов, содержащих вторые
и более высокие степени величины exp(−R̃). Видно,
что это влияние при kD = 100 см−1 не превышает
0.2%. Поэтому мы можем сделать вывод, что при
выполнении условий ã1 	 1, ã2 	 1 выражение (41)
описывает силу взаимодействия двух макрочастиц в
равновесной плазме с высокой точностью. В режи-
ме сильного экранирования ã1 ∼ 1, ã2 ∼ 1 точность
формулы (41) уменьшается до 5%, что хорошо вид-
но из рис. 5.

5. ОБСУЖДЕНИЕ

Как отмечалось выше, из выражений (37) и (39)
следует, что при взаимодействии двух заряженных
макрочастиц в равновесной плазме силы оказыва-
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Рис. 6. Приведенная к дебаевской сила взаимодействия
макрочастиц в зависимости от L при q1 = 102e, a1 =

= 1 мкм, q2 = 103e, a2 = 10 мкм, kD = 1000 см−1,
nmax = 50, ε1 = ε2 = 2 (1 ), 4 (2 ), 25 (3 ). Сплошные
кривые — сила, действующая на первую (малую) макро-
частицу, штриховые кривые — на вторую (большую) мак-

рочастицу
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Рис. 7. Зависимости от полярного угла потенциала поверх-
ности макрочастиц при q1 = 102, a1 = 1 мкм, q2 = 103,
a2 = 10 мкм, kD = 1000 см−1, nmax = 30. Кривые 1, 2,
3 — потенциал поверхности первой (малой) макрочастицы
при L = 10−5 (1 ), 10−3 (2 ), 10−1 (3 ) см; 4, 5, 6 — соответ-
ствующие распределения потенциала поверхности второй

(большой) макрочастицы

ются в общем случае неравными. Это подтверждают
и численные расчеты для макрочастиц разного ра-
диуса и/или имеющих разные диэлектрические про-
ницаемости (см. рис. 6). Неравенство сил оказывает-
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ся тем меньше, чем больше диэлектрические прони-
цаемости, и в случае макрочастиц-проводников, как
и в случае одинаковых макрочастиц, силы оказыва-
ются равными. Нарушение равенства сил связано с
тем, что во взаимодействии заряженных макроча-
стиц участвуют электроны и ионы плазмы и плот-
ность объемного заряда плазмы меняется в присут-
ствии заряженных частиц. В случае диэлектриче-
ских макрочастиц потенциал их поверхности зави-
сит от угловых координат (см. рис. 7), что, в свою
очередь, приводит к угловой зависимости распре-
деления объемного заряда (в равновесной плазме в
дебаевском приближении плотность объемного за-
ряда прямо пропорциональна потенциалу) вблизи
поверхностей макрочастиц. Как видно из рис. 7,
в случае макрочастиц разного радиуса (и/или ди-
электрической проницаемости) степень асимметрии
оказывается разной, причем потенциал поверхно-
сти малой частицы оказывается выше, чем потен-
циал большой. Все это и приводит к асимметрии
силы взаимодействия. По мере увеличения рассто-
яния между макрочастицами их потенциалы по-
верхностей сближаются и на больших расстояни-
ях различаются только из-за различия коэффици-
ентов exp (ã1) / (1 + ã1) и exp (ã2) / (1 + ã2) в эффек-
тивных зарядах макрочастиц в плазме (см. формулу
(39)). Поэтому при больших межчастичных рассто-
яниях асимметрия оказывается незначительной.

Расчеты показывают (см. рис. 6), что сила, дей-
ствующая на малую макрочастицу, оказывается все-
гда немного больше, чем сила, действующая на
крупную (в области притяжения по абсолютной ве-
личине меньше). Неравенство сил говорит о том,
что есть нескомпенсированная сила, действующая
на плазму как на целое, и приобретаемый импульс
плазма передает в столкновениях атомам нейтраль-
ного газа, который служит термостатом. Поэтому
макрочастицы должны двигаться с ускорением от-
носительно нейтрального газа (электролита) в на-
правлении от крупной макрочастицы к малой. Это
говорит о том, что система не является равновес-
ной, и, может быть, это является указанием на то,
что в равновесной плазме потенциалы поверхностей
макрочастиц должны быть равными.

Действительно, в плазме потенциал плавающе-
го зонда (без приложенного внешнего потенциала)
или потенциал поверхности макрочастицы совпада-
ет с плавающим потенциалом плазмы, поэтому вся
поверхность макрочастиц будет под одним потенци-
алом и потенциалы поверхностей взаимодействую-
щих макрочастиц в однородной плазме будут одина-
ковыми. Поэтому при изменении расстояния между

макрочастицами их потенциалы будут сохраняться
постоянными. В этом случае коэффициенты разло-
жения потенциалов (13) будут определяться систе-
мой

An

Kn+1/2 (ã1)√
ã1

+

∞∑
m=0

Bmbnm

(
ã1, R̃

)
= φ1sδn,0,

Bn

Kn+1/2 (ã2)√
ã2

+

∞∑
m=0

Ambnm

(
ã2, R̃

)
= φ2sδn,0,

(42)

где φ1s, φ2s — потенциалы поверхностей макрочас-
тиц:

φ1s =
q10

a1 (1 + ã1)
, φ2s =

q20
a2 (1 + ã2)

,

q10, q20 — заряды макрочастиц при L = ∞. Сила при
этом определяется только выражением (19). Для ко-
эффициентов A0 и A1 при R̃ � max(ã1, ã2) из (42)
находим

A0 = ã1e
ã1φ1s,

A1 = −3

√
π

2

K3/2

(
R̃
)

R̃1/2

I3/2 (ã1)

K3/2 (ã1)
B0

(43)

и аналогичные выражения для B0 и B1, которые
здесь не будем приводить. Теперь из (19) с той же
точностью, с которой получена формула (39), нахо-
дим

Fφ = −a2a1φ1sφ2s
1+R̃

εR2
exp

{
−
(
R̃−ã1−ã2

)}
. (44)

На рис. 8 показаны зависимости силы взаимодей-
ствия при постоянных потенциалах для разных по-
стоянных экранирования. Видно, что в этом случае
притяжение на малых расстояниях исчезает. Такое
изменение характера взаимодействия при переходе
от случая постоянных зарядов к случаю постоянных
потенциалов уже отмечалось в работах [9, 10]. Из
рис. 8 видно, что только при kD = 10 см−1 эффекты
экранирования оказываются малыми на малых рас-
стояниях. Также из рис. 8 видно, что приближенная
формула (44) оказывается достаточно точной толь-
ко при L > k−1

D . Различие сил на малых расстояниях
связано с тем, что при одном и том же значении по-
тенциала поверхности макрочастиц их заряды при
разных kD оказываются разными (см. рис. 9). При
этом заряды меняются и при изменении межчастич-
ного расстояния (заряд большей макрочастицы при
уменьшении L от 10−1 до 10−6 см уменьшается толь-
ко на 2–3%, поэтому это изменение на рис. 9 практи-
чески незаметно), что не позволяет получить фор-
мулу типа (41).
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Рис. 8. Приведенная сила взаимодействия макрочастиц в
зависимости от L при постоянных потенциалах поверхно-
стей макрочастиц при φ1s = φ2s = 106e см−1, a1 = 1 мкм,
a2 = 10 мкм, nmax = 50, kD = 10 (1 ), 100 (2 ), 103

(3 ) см−1; 4, 5, 6 — расчет по формуле (44) для kD = 10

(4 ), 102 (5 ), 103 (6 ) см−1; 7 — расчет при постоянных
потенциалах без экранирования согласно [9,10]

10–6 10–5 10–4 10–3 10–2 10–1

L, см

103

102
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1

2

3

q q1 2,

Рис. 9. Заряд макрочастиц как функция L при постоян-
ных потенциалах поверхностей макрочастиц φ1s = φ2s =

= 106e см−1 при a1 = 1 мкм, a2 = 10 мкм, nmax = 50,
kD = 10 (1 ), 100 (2 ), 103 (3 ) см−1; верхние кривые —
заряд большей макрочастицы q2, нижние — меньшей q1

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследования взаимодействия двух заряженных
диэлектрических макрочастиц сферической формы
в равновесной плазме в рамках линеаризованной
модели Пуассона –Больцмана, проведенные в насто-
ящей работе, показали, что силы, действующие на

макрочастицы, в общем случае оказываются нерав-
ными. Только в случае макрочастиц-проводников
или в случае макрочастиц-диэлектриков одного
размера и одного заряда они оказываются равны-
ми. Нарушение равенства сил связано с тем, что в
случае диэлектрических макрочастиц с постоянным
зарядом потенциал их поверхности оказывается за-
висящим от угловых координат, что, в свою очередь,
приводит к угловой зависимости распределения
объемного заряда вблизи поверхности макрочастиц.
Этот объемный заряд и приводит к неравенству
сил взаимодействия. В случае, если при изменении
межчастичного расстояния сохраняются посто-
янными потенциалы поверхностей макрочастиц,
силы, действующие на макрочастицы, оказываются
равными. Путем сравнения результатов расчетов
с учетом экранирования и более точных расчетов
на малых расстояниях без учета экранирования
предложены формулы, которые позволяют рассчи-
тать силу взаимодействия с высокой точностью при
выполнении условия, что радиусы макрочастиц
много меньше радиуса экранирования. Это условие
в экспериментах с пылевой плазмой обычно выпол-
няется.

Работа выполнена при поддержке Российского
научного фонда (проект №16-12-10424).

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Определение коэффициентов разложения
потенциала

Для нахождения искомых коэффициентов раз-
ложения потенциала одной макрочастицы в сфери-
ческой системе координат с полюсом в центре дру-
гой макрочастицы используем представление поли-
номов Лежандра и Гегенбауэра в виде полинома ар-
гумента [20, 28, 29]:

Pn (μ) =
1

2n

[n/2]∑
m=0

(−1)
m (2n− 2m)!

m! (n−m)! (n−2m)!
μn−2m ≡

≡
n∑

m=0

qn,mμm, (45)

Cn+1/2
m (μ) =

[m/2]∑
k=0

(
−1

2

)k [
2n− 1 + 2 (m− k)

]
!!

(2n− 1)!!
×

× μm−2k

k! (m− 2k)!
≡

m∑
k=0

gnm,kμ
k. (46)
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Каждую степень μ можно представить в виде сум-
мы полиномов Лежандра [21, 22]:

μk = k!

[k/2]∑
m=0

(2k + 1− 4m)

(2m)!! (2k + 1− 2m)!!
Pk−2m ≡

≡
k∑

m=0

pm,kPm (μ) . (47)

Из выражений (45), (46) и (47) видно, что произ-
ведение полиномов Лежандра и Гегенбауэра можно
представить в виде суммы полиномов Лежандра:

Pk (μ)C
m+1/2
� (μ) =

k+�∑
n=0

hkm�,nPn (μ) , (48)

где

hkm�,n =
k∑

i=0

qk,i

�∑
j=0

gm�,jpn,i+j ,

n = 0, 1, . . . , i+ j.

(49)

В итоге для потенциала, например, первой мак-
рочастицы находим

φ1 =

∞∑
m=0

(2m−1)!!Am

∞∑
�=0

m∑
k=0

(−1)
k m!

k! (m−k)!
×

×
Φm+�+1/2

(
r̃2, R̃

)
R̃kr̃m−k

2

k+�∑
n=0

hkm�,nPn (μ2) . (50)

Отсюда видно, что потенциалы можно представить
в виде (13), а коэффициенты bnm определены сум-
мой как

bnm

(
r̃i, R̃

)
= (2m− 1)!!

∞∑
�=0

m∑
k=0

hkm�,n ×

× (−1)
k m!

k! (m− k)!

Φm+�+1/2

(
r̃i, R̃

)
R̃k r̃m−k

i

. (51)

При численном решении задачи рассматривается
конечное число членов разложения: индекс m изме-
няется до некоторого выбранного числа nmax, при
этом � ≤ nmax −m и k ≤ nmax − m − �. Это позво-
ляет учесть все члены, содержащие до R−(nmax+1)

включительно. Приведем явные выражения коэф-
фициентов для nmax = 6. Для m = 0 коэффициенты
имеют простой вид:

bn0

(
r̃, R̃

)
= Φn+1/2

(
r̃, R̃

)
, n = 0, 1, . . . ,∞. (52)

Далее аргументы коэффициентов bnm и функций Φ

для сокращения записей опускаем. Из (51) находим

b01 =
1

r̃

(
Φ3/2+Φ7/2+Φ11/2

)− 1

R̃

(
Φ5/2+Φ9/2

)
,

b02 =
3

r̃2
Φ5/2 − 10

R̃r̃
Φ7/2 +

(
10

r̃2
+

7

R̃2

)
Φ9/2 −

− 28

R̃r̃
Φ11/2 +

21

r̃2
Φ13/2,

b03 =
15

r̃2

(
1

r̃
Φ7/2 − 7

R̃
Φ9/2 +

7

r̃
Φ11/2

)
,

b04 =
105

r̃3

(
1

r̃
Φ9/2 − 12

R̃
Φ11/2 +

12

r̃
Φ13/2

)
,

b05 =
9!!

r̃5
Φ11/2,

b06 =
11!!

r̃6
Φ13/2;

(53)

b11 = − 1

R̃

(
Φ3/2 + 3Φ7/2 + 3Φ11/2

)
+

+
3

r̃

(
Φ5/2 + Φ9/2 +Φ13/2

)
,

b12 = − 6

R̃r̃

(
Φ5/2 + 8Φ9/2

)
+

+
3

r̃2
(
5Φ7/2 + 14Φ11/2

)
+

6

R̃2
Φ7/2,

b13 = − 9

r̃2R̃

(
5Φ7/2 + 77Φ11/2

)
+

+
21

r̃3
(
5Φ9/2 + 27Φ13/2

)
+

126

r̃R̃2
Φ9/2,

b14 =
105

r̃3

(
− 4

R̃
Φ9/2 +

9

r̃
Φ11/2

)
,

b15 =
9!!

r̃4

(
− 5

R̃
Φ11/2 +

11

r̃
Φ13/2

)
;

(54)

b21 = − 1

R̃

(
2Φ5/2+5Φ9/2

)
+
5

r̃

(
Φ7/2+Φ11/2

)
,

b22 =
3

R̃2
Φ5/2− 20

R̃r̃
Φ7/2+5

(
7

r̃2
+

4

R̃2

)
Φ9/2 −

− 110

R̃r̃
Φ11/2 +

90

r̃2
Φ13/2,

b23 =
15

r̃

(
3

R̃2
Φ7/2 − 14

R̃r̃
Φ9/2 +

21

r̃2
Φ11/2

)
,

b24 =
315

r̃2

(
2

R̃2
Φ9/2 − 8

R̃r̃
Φ11/2 +

11

r̃2
Φ13/2

)
;

(55)
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b31 = − 3

R̃
Φ7/2 +

7

r̃

(
Φ9/2 +Φ13/2

)− 7

R̃
Φ11/2,

b32 =
9

R̃2
Φ7/2 − 42

R̃r̃
Φ9/2 +

63

r̃2
Φ11/2,

b33 = − 15

R̃3
Φ7/2 +

63

r̃
×

×
(

3

R̃2
Φ9/2 − 9

R̃r̃
Φ11/2 +

11

r̃2
Φ13/2

)
,

(56)

b41 = − 4

R̃
Φ9/2 +

9

r̃
Φ11/2,

b42 =
18

R̃2
Φ9/2 − 72

R̃r̃
Φ11/2 +

99

r̃2
Φ13/2,

b51 = − 5

R̃
Φ11/2 +

11

r̃
Φ13/2.

(57)

Отметим, что bnm = 0 для всех n и m, удовле-
творяющих условию (n+m) ≥ nmax.

ПРИЛОЖЕНИЕ B

Некоторые свойства модифицированных
функций Бесселя

При малых значениях аргумента [19]

Kn+1/2 (z) =

√
π

2z

(2n− 1)!!

zn
,

In+1/2 (z) =

√
2z

π

zn

(2n+ 1)!!
.

(58)

Используя выражения (58) при kD → 0, находим,
что

Φn+1/2

(
r̃, R̃

)
=

√
π

2

1

R̃

( r

R

)n

. (59)

В настоящей работе используются следующие
выражения для производных модифицированных
функций Бесселя (n = 0, 1, 2, . . .; k = 0, 1, 2, . . .):

d

dz

[
In+1/2 (z)

zk+1/2

]
=

In+3/2 (z)

zk+1/2
+

+
n− k

z

In+1/2 (z)

zk+1/2
,

d

dz

[
Kn+1/2 (z)

zk+1/2

]
= −Kn+3/2 (z)

zk+1/2
+

+
n− k

z

Kn+1/2 (z)

zk+1/2
,

(60)

и соотношение

In+1/2 (z)Kn+3/2 (z) + In+3/2 (z)Kn+1/2 (z) =

=
1

z
. (61)
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