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ÊÈÍÅÒÈÊÀ ÑÓÁÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ�Î �ÎÑÒÀ ×ÀÑÒÈÖ ÍÎÂÎÉÔÀÇÛ Â ÏÅ�ÅÑÛÙÅÍÍÛÕ ÒÂÅ�ÄÛÕ �ÀÑÒÂÎ�ÀÕÂ. Â. Ñâåòóõèí *, �. Ò. Ñèáàòîâ **Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò432017, Óëüÿíîâñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 17 èþíÿ 2014 ã.Èññëåäîâàíà êèíåòèêà ñóáäè��óçèîííî-îãðàíè÷åííîãî ðîñòà ñ�åðè÷åñêèõ âûäåëåíèé íîâîé �àçû. Ïðî-öåññ îïèñàí óðàâíåíèåì àíîìàëüíîé äè��óçèè ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàíî,÷òî çàêîí óìåíüøåíèÿ êîíöåíòðàöèè ìîíîìåðîâ îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ exp(�kt3�=2) íà íà÷àëüíîìýòàïå è ñòåïåííûì çàêîíîì t�� íà áîëüøèõ âðåìåíàõ, çäåñü 0 < � � 1� äèñïåðñèîííûé ïàðàìåòð, ñîâïà-äàþùèé ñ ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â óðàâíåíèè ñóáäè��óçèè. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ðàçìåðàñ�åðè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû îò âðåìåíè. �åçóëüòàòû îáîáùàþò äè��óçèîííóþ òåîðèþ Õýìà èñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.DOI: 10.7868/S00444510150401261. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄè��óçèîííûé ðàñïàä ïåðåñûùåííûõ òâåðäûõðàñòâîðîâ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî äâóì ðàçëè÷íûììåõàíèçìàì [1℄: ¾ïóòåì ñïèíîäàëüíîãî ðàñïàäà èëèïóòåì �ëóêòóàöèîííîãî çàðîæäåíèÿ è ïîñëåäóþ�ùåãî ðîñòà âûäåëåíèé íîâûõ �àç¿. Â ñëó÷àå âòî�ðîãî ñöåíàðèÿ ïðèíÿòî âûäåëÿòü òðè ñòàäèè: çà�ðîäûøåîáðàçîâàíèå, ðîñò âûäåëåíèé íîâîé �àçû(îñòðîâêîâ, ïðåöèïèòàòîâ, êëàñòåðîâ) è ñîçðåâàíèåîñòâàëüäñêîãî òèïà (êîàëåñöåíöèÿ) [2�9℄. Àâòîðû ðà�áîòû [10℄ ñïðàâåäëèâî îòìå÷àþò, ÷òî ¾â îòëè÷èå îòêëàñòåðîâ, �îðìèðóþùèõñÿ â ãàçîâîé èëè æèäêîé�àçàõ¿, ïðè ðàñïàäå ïåðåñûùåííûõ òâåðäûõ ðàñòâî�ðîâ ¾îáðàçîâàíèå êëàñòåðà ïðîèñõîäèò â êðèñòàëëè�÷åñêîé ðåøåòêå, èãðàþùåé ðîëü ìàòðèöû è îêàçû�âàþùåé ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà âñå ñòàäèè êëàñòå�ðîîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå íà ñâîéñòâà êîíå÷íîãî ïðî�äóêòà¿. Ýíåðãåòè÷åñêèé áåñïîðÿäîê, âûçâàííûé õàî�òè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïðèìåñåé èëè íåóïîðÿäî�÷åííîñòüþ ìàòðèöû â íåêîòîðûõ ìàòåðèàëàõ, ñóùå�ñòâåííî âëèÿåò íà êèíåòèêó ðàñïàäà ïåðåñûùåííûõòâåðäûõ ðàñòâîðîâ.Íàáëþäàåìîå óáûâàíèå ñòåïåíè ïåðåñûùåíèÿ �íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ÷àñòî îïèñûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñ-*E-mail: svetukhin�mail.ru**E-mail: ren_sib�bk.ru

êèì óðàâíåíèåì âèäà � = exp (�Ktn) [2; 4℄. Ïðîöåññîáðàçîâàíèÿ è ðîñòà âûäåëåíèé íîâîé �àçû îãðà�íè÷åí äè��óçèåé àòîìîâ â òâåðäîòåëüíîé ìàòðè�öå. Â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Õýìà [6℄ áûë ðàññìîòðåíðîñò ñ�åðè÷åñêèõ âûäåëåíèé, ëèìèòèðîâàííûé ãàóñ�ñîâîé äè��óçèåé, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî n = 3=2.Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïàðàìåòð n, îïðåäåëÿåìûé èç ýêñ�ïåðèìåíòà, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò 3=2.Ïðè÷èíàìè ýòîãî ìîãóò áûòü íåñ�åðè÷åñêàÿ ãåîìåò�ðèÿ âûäåëåíèé íîâîé �àçû [5�7℄ èëè àíîìàëüíàÿäè��óçèÿ [11℄ àòîìîâ ïðèìåñåé â íåóïîðÿäî÷åííûõìàòåðèàëàõ. Âëèÿíèþ àíîìàëüíîé äè��óçèè íà êè�íåòèêó ðàñïàäà òâåðäûõ ðàñòâîðîâ íà ñòàäèè ðîñòà÷àñòèö íîâîé �àçû è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.Òåðìèí ¾àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ¿ ïðèìåíÿåòñÿâ ñëó÷àå, åñëè øèðèíà äè��óçèîííîãî ïàêåòà �(t)óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì ìåäëåííåå èëè áû�ñòðåå, ÷åì â íîðìàëüíîì (ãàóññîâîì) ñëó÷àå, êîãäà�(t) / t1=2 [11℄. Äëÿ åå îïèñàíèÿ áûëî ðàçâèòîíåñêîëüêî ïîäõîäîâ [11℄, èñïîëüçóþùèõ ïåðåìåííûéêîý��èöèåíò äè��óçèè [12℄, ñòåïåííûå êîððåëÿ�öèè äðîáíîãî ïîðÿäêà [13℄, äðîáíûå ïðîèçâîäíûå[14�17℄, ñêà÷êîîáðàçíûå áëóæäàíèÿ [18℄, îáîáùåíèÿóðàâíåíèé Ôîêêåðà �Ïëàíêà [19℄, îáîáùåííûéòåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä [20℄ è äð. [21; 22℄. Óñòà�íîâëåíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó àíîìàëüíîéàâòîìîäåëüíîé äè��óçèè îáðàçóþò óðàâíåíèÿ âäðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ [11; 23℄.Öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàòü êèíåòèêóðîñòà ÷àñòèö íîâîé �àçû, óïðàâëÿåìîãî àíîìàëüíîé782



ÆÝÒÔ, òîì 147, âûï. 4, 2015 Êèíåòèêà ñóáäè��óçèîííîãî ðîñòà ÷àñòèö : : :äè��óçèåé, ðåàëèçóþùåéñÿ âî ìíîãèõ ìàòåðèàëàõ[21�23℄. Çà îñíîâó áóäóò âçÿòû êëàññè÷åñêèå ðåçóëü�òàòû òåîðèè äè��óçèîííîãî ðàñïàäà ïåðåñûùåí�íûõ òâåðäûõ ðàñòâîðîâ Õýìà [6, 7℄. Â êà÷åñòâå èí�ñòðóìåíòà îïèñàíèÿ àíîìàëüíîé äè��óçèè â íåóïî�ðÿäî÷åííûõ ñðåäàõ ïðèìåíèì äðîáíî-äè��åðåíöè-àëüíóþ òåîðèþ äèñïåðñèîííîãî òðàíñïîðòà, ðàçâè�òóþ â ðàáîòàõ [23�26℄. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ áó�äóò ñðàâíèâàòüñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ìîäåëèðî�âàíèÿ ïðîöåññà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.2. ÀÍÎÌÀËÜÍÀß ÄÈÔÔÓÇÈß Ï�ÈÌÅÑÅÉÈçâåñòíî [11; 14℄, ÷òî íàëè÷èå äðîáíîé ïðîèçâîä�íîé ïî âðåìåíè â óðàâíåíèÿõ àíîìàëüíîé äè��óçèèñâÿçàíî ñ ó÷àñòèåì â ïðîöåññå ëîâóøåê, çàõâàòûâàþ�ùèõ ÷àñòèöû íà âðåìåíà, ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíóñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé:PfT > tg / t��; 0 < � < 1; t!1: (1)Â ðàáîòàõ [18; 27℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñòåïåííîå ðàñïðå�äåëåíèå 	(t) âðåìåí ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèö â ëîâóø�êàõ â ñëó÷àå òåðìîàêòèâèðóåìûõ ïðûæêîâ ìîæåòáûòü ñëåäñòâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ýíåðãåòè÷åñêî�ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé. Ýêñ�ïîíåíöèàëüíàÿ �îðìà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé õâîñòîâçîí øèðîêî èñïîëüçîâàëàñü â ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòàõè îáñóæäåíèè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïåðå�íîñó è ëþìèíåñöåíöèè íîñèòåëåé çàðÿäà â íåóïî�ðÿäî÷åííûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ [28℄. Îäíàêî, êàê îò�ìå÷àåòñÿ â [27℄, îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðà�íåíèÿ ïàêåòà ÷àñòèö â óñëîâèÿõ äèñïåðñèîííîãî ïå�ðåíîñà, êîíòðîëèðóåìîãî çàõâàòîì íîñèòåëåé íà ëî�êàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ, ñîõðàíÿþòñÿ è ïðè äðó�ãèõ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ðàñïðåäå�ëåíèÿõ ëîâóøåê. Äëÿ òóííåëüíîãî ìåõàíèçìà ñòå�ïåííàÿ àñèìïòîòèêà �óíêöèè 	(t) ìîæåò âîçíèêàòüâñëåäñòâèå �ëóêòóàöèé ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíè�ìè óçëàìè [29; 30℄. Â íåóïîðÿäî÷åííûõ ïîëóïðîâîä�íèêàõ òðàíñïîðò ïî çîíå ïðîâîäèìîñòè ñ ðåãóëÿð�íûì çàõâàòîì (è âûñâîáîæäåíèåì) íà ðàñïðåäåëåí�íûå ïî ýíåðãèè ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ óñïåø�íî �îðìàëèçóåòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè ìíîãîêðàòíî�ãî çàõâàòà [28℄. Ìîäåëü ëåãêî ìîæåò áûòü îáîáùå�íà è íà ñëó÷àé òåðìîàêòèâèðóåìîé äè��óçèè àòî�ìîâ â íåóïîðÿäî÷åííîì ïîòåíöèàëå [23; 31℄. Â ðà�áîòå [32℄ Øêèëåâ ââîäèò îáîáùåíèå ìîäåëè ìíîãî�êðàòíîãî çàõâàòà. Ñ ïðèìåíåíèåì êîíöåïöèè òðàíñ�ïîðòíîãî óðîâíÿ îí âûâåë èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿäè��óçèè äëÿ ïðûæêîâîé ïðîâîäèìîñòè, ïðè÷åìäëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòñÿ êàê ýíåðãåòè÷åñêàÿ, òàê

è ïðîñòðàíñòâåííàÿ íåóïîðÿäî÷åííîñòè. Èíòåãðàëü�íîå ÿäðî çàïàçäûâàíèÿ â óðàâíåíèè äè��óçèè îïðå�äåëÿåòñÿ ñâåðòêîé ÿäåð, îòâåòñòâåííûõ çà ýíåðãå�òè÷åñêóþ è ïðîñòðàíñòâåííóþ íåóïîðÿäî÷åííîñòè.Â ðàáîòå [33℄ �îðìóëèðóþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿê ñóáäè��óçèîííûì óðàâíåíèÿì â ðàìêàõ ìîäåëèñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, àâ ðàáîòå [34℄ � â ðàìêàõ ãðåáåøêîâîé ìîäåëè.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îïèñàíèÿ ñóáäè��óçèèàòîìîâ â íåóïîðÿäî÷åííîì ïîòåíöèàëå èñïîëüçóåìóðàâíåíèå ��(r; t)�t = Dr2 0D1��t �(r; t): (2)Çäåñü0D�t �(r; t) = ���t� �(r; t) = 1�(1� �) ��t tZ0 �(r; �)(t� �)� d�� äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà �Ëèóâèëëÿ. Äðîá�íûé ïîðÿäîê îïðåäåëÿåòñÿ äèñïåðñèîííûì ïàðàìåò�ðîì 0 < � < 1, êîòîðûé ìîæåò áûòü íàéäåí èç ýêñ�ïåðèìåíòà. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ�íåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [11; 35℄.Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå èíòåãðîäè��åðåíöèàëü�íîå óðàâíåíèå ýðåäèòàðíîé äè��óçèè ÷àñòèö (ñ çà�äåðæêîé, ñâÿçàííîé ñ âðåìåíàìè ëîêàëèçàöèè) èìå�åò âèä [14; 35℄��(r; t)�t = D tZ0 Q(t� �)r2�(r; �) d�; (3)ïðè ýòîì äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2)âûäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî èìååò ñàìîïîäîáíûå (àâòîìî�äåëüíûå) �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ. Ñëåäóåò îòìå�òèòü, ÷òî çàêîí Ôèêàj(r; t) = �Dr�(r; t);ñïðàâåäëèâûé â ñëó÷àå íîðìàëüíîé äè��óçèè,çäåñü íåïðèìåíèì. Ïîä � ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóì�ìàðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö � ëîêàëèçîâàííûõ èïîäâèæíûõ. Íåîáõîäèìî ïðèáåãàòü ê îáîáùåííîìóçàêîíó Ôèêà [36℄ (ñì. �îðìóëó (6) íèæå).Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ âðåìåí ëîêàëèçàöèè ïðèõîäèì ê äðîáíî-äè��å-ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñóáäè��óçèè (2). Ýòîìóóðàâíåíèþ ýêâèâàëåíòíî (äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðå�øåíèé �(r; t)) [35℄ ñëåäóþùåå:C0 D�t �(r; t) = Dr2�(r; t): (4)783



Â. Â. Ñâåòóõèí, �. Ò. Ñèáàòîâ ÆÝÒÔ, òîì 147, âûï. 4, 2015Çäåñü C0 D�t �(r; t) = 1�(1� �) tZ0 d�(r; �)=d�(t� �)� d�� äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �åðàñèìîâà �Êàïóòî.Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ ñóáäè���óçèè â âèäå (2) óäîáíî äëÿ çàïèñè óðàâíåíèÿ íåïðå�ðûâíîñòè ���t + div j = 0; (5)â êîòîðîì ïëîòíîñòü òîêà ÷àñòèö âûðàæàåòñÿ ÷åðåçêîíöåíòðàöèþ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî çàêîíà Ôèêàj = �D �1���t1��r�(r; t): (6)Óðàâíåíèÿ (2) è (4) ïðèìåíèìû äëÿ àíàëèçà êèíåòè�êè ñóáäè��óçèîííîãî ðàñïàäà ïåðåñûùåííîãî òâåð�äîãî ðàñòâîðà íà ñòàäèè ðîñòà ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèöíîâîé �àçû â íåóïîðÿäî÷åííîì ïîòåíöèàëå, îáóñëîâ�ëèâàþùåì äèñïåðñèîííûé òðàíñïîðò ïðèìåñåé.3. �ÅØÅÍÈÅ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËßÄ�ÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÄÈÔÔÓÇÈÈÑëåäóÿ Õýìó, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ãðàíè÷íóþçàäà÷ó äëÿ äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿñóáäè��óçèè (2) ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçìåð âûäåëå�íèÿ íîâîé �àçû (ïðåöèïèòàòà) íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîëà�ãàåì, ÷òî â ïðîöåññå ðîñòà ðàçìåð âûäåëåíèÿ óâåëè�÷èâàåòñÿ ìåäëåííî. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîä�òâåðæäàåò ýòîò �àêò, åñëè ðàçìåð çàðîäûøà ìàë ïîñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì ÿ÷åéêè è ïëîòíîñòü âûäåëå�íèÿ íîâîé �àçû çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïëîòíîñòüïðèìåñåé â ìàòðèöå. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìîæ�íî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð êëàñòåðà �èêñèðîâàí. �ðà�íè÷íûå óñëîâèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå äëÿ óðàâíåíèÿíîðìàëüíîé äè��óçèè â ðàáîòå [6℄, ñïðàâåäëèâû èâ íàøåì ñëó÷àå: �(r(S); t) = �s;nTr�(r(T ); t) = 0:Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïëîòíîñòèðàñòâîðà íà ïîâåðõíîñòè âûäåëåíèÿ ðàâíîâåñíîé âå�ëè÷èíå �s, èìåþùåé ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïðè çàäàí�íûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûäå�ëåíèå íîâîé �àçû èìååò ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó (S �

ïîâåðõíîñòü ñ�åðè÷åñêîãî êëàñòåðà) è ðàçìåð êëàñ�òåðà ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó êëà�ñòåðàìè. Çàðîäûøè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî îá�ðàçöó, òàê ÷òî ìîæíî ðàçáèòü îáðàçåö íà ÿ÷åéêè èñ÷èòàòü, ÷òî âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû ðàñïîëîæåíû âöåíòðå ýòèõ ÿ÷ååê, à ãðàíèöû T ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé ïîâåðõíîñòè ÿ÷ååê Âèãíåðà �Çåéòöà. Òàêèì îá�ðàçîì, âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òîêîíöåíòðàöèè ðàñòâîðà ïî îáå ñòîðîíû îò ãðàíèöûïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû è íå âîçíèêàåò ïîòîêà ÷àñ�òèö èç îäíîé ÿ÷åéêè â äðóãóþ. Ñîãëàñíî ìåòîäó ðàç�äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, áóäåì èñêàòü ïðîñòðàíñòâåí�íî-âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè â âèäå�(r; �) = �s +Xn an(t) n(r): (7)Íàáîð �óíêöèé  n(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðòîíîð�ìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ �óíêöèéZV  k(r) n(r) dV = Ækn;óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþr n(r) + �2n n(r) = 0:Â ïðèáëèæåíèè Âèãíåðà �Çåéòöà ýëåìåíòàðíàÿÿ÷åéêà çàìåíÿåòñÿ ñ�åðîé ýêâèâàëåíòíîãî ðàäèóñà,êîòîðûé ìîæåò áûòü íàéäåí èç ðàâåíñòâà4�r3s=3 = Vs:Çäåñü Vs � ñðåäíèé îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà îäíîâûäåëåíèå íîâîé �àçû, rs � ðàäèóñ ýêâèâàëåíòíîéñ�åðû.Â íàøåì ñëó÷àå (ñ�åðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ) ðåøå�íèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, ñîáñòâåííûå �óíêöèèèìåþò âèä (ñì. [6℄) n(r) = Cn�n sin(�n(r � r
))r ; (8)ãäå r
 � ðàäèóñ âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû (êëàñòåðà,ïðåöèïèòàòà), à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �n ÿâëÿþòñÿêîðíÿìè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿtg (�n(rs � r
)) = �nrs: (9)Ïîäñòàâèâ (7) â óðàâíåíèå (2), ïðèõîäèì ê óðàâ�íåíèþ äëÿ âðåìåííûõ �óíêöèé an(t):C0 D�t an(t) = �D�2nan(t) + Æ(t); (10)èëè 0D�t an(t) = �D�2nan(t) + t���(1� �) : (11)784
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�èñ. 1. à) �àäèàëüíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â êóáè÷åñêîé ÿ÷åéêå Âèãíåðà � Çåéòöà ðàçëè÷íûõ ðàçìå-ðîâ (L=d � ñòîðîíà êóáà, rs=d � ðàäèóñ ýêâèâàëåíòíîé ñ�åðû), ðàäèóñ ñ�åðè÷åñêîãî ïðåöèïèòàòà r
=d = 13:38.á ) �ðà�èêè �óíêöèé an(t) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé �Ïîäðîáíåå î ñâÿçè è ñâîéñòâàõ äðîáíûõ ïðîèçâîä�íûõ Êàïóòî è �èìàíà �Ëèóâèëëÿ ñì. [35℄.Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà óðàâíåíèé (10), (11)ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþs�~an(s) +D�2n~an(s) = s��1:Îòñþäà òðàíñ�îðìàíòà �óíêöèè an(t) çàïèñûâàåò�ñÿ êàê ~an(s) = s��1s� +D�2n :Ïðè � = 1 îíà ÿâëÿåòñÿ òðàíñ�îðìàíòîé Ëàïëàñàýêñïîíåíòû ñ ïàðàìåòðîì � = 1=D�2n, ÷òî ñîãëàñó�åòñÿ ñ ðåøåíèåì Õýìà [6℄. Ïðè � < 1 îðèãèíàë âû�ðàæàåòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíóþ �óíêöèþ � �óíêöèþÌèòòàã-Ëå��ëåðà [37℄, èãðàþùóþ âàæíóþ ðîëü âäðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè [35℄:E�(x) = 1Xn=0 xn�(an+ 1) ; 0 < � < 1;an(t) = E� ��D�2nt�� :Â ñëó÷àå � = 1 �óíêöèÿ âûðîæäàåòñÿ â çàòóõàþ�ùóþ ýêñïîíåíòó. Ïðè � � 1 ãðà�èê �óíêöèè íà íà�÷àëüíîì ó÷àñòêå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ãðà�èêîìýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè, íî íà áîëüøèõ âðåìå�íàõ èìååò ñòåïåííîé ¾õâîñò¿. Õýì ïîêàçûâàåò, ÷òî âñëó÷àå íîðìàëüíîé äè��óçèè (� = 1) ïðè óñëîâèèr0 < rs (ìàëûé ðàçìåð êëàñòåðà) äîìèíèðóþùèéâêëàä â ðåøåíèå âíîñèò ñëàãàåìîå ñ n = 0. Àíàëî�ãè÷íûé âûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ ñëó÷àÿ � < 1. Íå

ïðèâîäÿ ïîäðîáíûõ âû÷èñëåíèé, ñðàâíèì ðåçóëüòà�òû ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñî ñëàãàå�ìûì n = 0 ðåøåíèÿ (8).Íà ðèñ. 1à ïðèâåäåíà ðàäèàëüíàÿ ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â êóáè÷åñêîé ÿ÷åéêå Âèãíå-ðà � Çåéòöà ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ, âû÷èñëåííàÿ ìå�òîäîì Ìîíòå-Êàðëî (òî÷êè) ñ ïîìîùüþ îïèñàííî�ãî íèæå àëãîðèòìà. Ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíè�ÿì (8) 
 n = 0. Èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿïàðàìåòðîâ: d = 1, r
=d = 13:38, ðàçëè÷íûå çíà÷å�íèÿ ðàçìåðà ÿ÷åéêè L=d è ðàäèóñà ýêâèâàëåíòíîéñ�åðû rs=d. Ïóòåì ðåøåíèÿ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâ�íåíèÿ (9) íàéäåíû çíà÷åíèÿ �0d � 0:0242, 0.0162,0.0118, 0.0073. Íà ðèñ. 1á ïðèâåäåíû ãðà�èêè �óíê�öèé an(t) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé �.4. ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÌÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÄàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �s = 0, òîãäà ñòåïåíüïåðåñûùåíèÿ � = ��=�0, ãäå �0 è �� � íà÷àëüíàÿè ñðåäíÿÿ (â ìîìåíò t) êîíöåíòðàöèè ìîíîìåðîâ âÿ÷åéêå. Ýòî óñëîâèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, ïî�ñêîëüêó äëÿ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé �s ðåçóëüòàòû ëåã�êî ìîäè�èöèðóþòñÿ ïóòåì çàìåíû �� ! �� � �s, � == (��� �s)=(�0 � �s).�àññìàòðèâàåòñÿ ðîñò ÷àñòèö íîâîé �àçû, îãðà�íè÷åííûé ñóáäè��óçèåé ìîíîìåðîâ, ÷òî ïîäðàçóìå�âàåò ëîêàëèçàöèþ áëóæäàþùèõ ÷àñòèö íà ñëó÷àé�íûå âðåìåíà, ðàñïðåäåëåííûå ïî ñòåïåííîìó çàêîíó.785



Â. Â. Ñâåòóõèí, �. Ò. Ñèáàòîâ ÆÝÒÔ, òîì 147, âûï. 4, 2015Ïåðâûé ìîìåíò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíè�åì P (T > t) / t��; 0 < � < 1; t!1; (12)ðàñõîäèòñÿ, è ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ñïå�öè�è÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàå�ìîãî ïðîöåññà. Äè��óçèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿíåìàðêîâñêèì ïðîöåññîì (ïîëóìàðêîâñêèì, ñèñòåìàîáëàäàåò ïàìÿòüþ), èìåþò ìåñòî äîëãîâðåìåííûåêîððåëÿöèè ìåæäó ïîëîæåíèÿìè ÷àñòèö, ÷òî ïðè�âîäèò ê ñëàáîìó íàðóøåíèþ ýðãîäè÷íîñòè [21℄. Âàñèìïòîòèêå áîëüøèõ âðåìåí äè��óçèÿ îïèñûâà�åòñÿ óðàâíåíèåì ñ ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà,�óíêöèè �ðèíà êîòîðîãî îïðåäåëÿþò êëàññ àâòîìî�äåëüíûõ ðåøåíèé [11℄.Â ðàáîòå [38℄ ïðåäëîæåí àëãîðèòì Ìîíòå-Êàðëîðåøåíèÿ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñäðîáíîé ïðîèçâîäíîé, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèèìîäåëè äðîáíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà [15℄. Àë�ãîðèòì èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèñïåð�ñèîííîãî ïåðåíîñà â íåóïîðÿäî÷åííûõ ïîëóïðîâîä�íèêàõ. Â äàííîé ðàáîòå ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿäëÿ ðàñ÷åòà ìíîãî÷àñòè÷íîé çàäà÷è ñóáäè��óçèîí�íîãî ðàñïàäà òâåðäûõ ðàñòâîðîâ íà ñòàäèè ðîñòà ÷àñ�òèö íîâîé �àçû.Êàê èçâåñòíî [15℄, äðîáíûé ïóàññîíîâñêèé ïðî�öåññ ïîðÿäêà � 2 (0; 1℄ èíòåíñèâíîñòè � åñòü ïðî�öåññ âîññòàíîâëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ  �(t) ðàñïðåäåëå�íèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ � , õàðàêòåðèçóåìîé îáðàçîìËàïëàñà:e �(�) � fL �(t)g(�) �� 1Z0 e��t �(t) dt = ��+ �� : (13)Ïåðåïèñàâ ðàâåíñòâî (13) â âèäå[�� + �℄ e �(�) = �è âûïîëíèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèõîäèì êäðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ0D�t  �(t) + � �(t) = �Æ(t): (14)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâóõïà�ðàìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ Ìèòòàã-Ëå��ëåðà: �(t) = �t��1E�;�(��t�);E�;�(z) = 1Xn=0 zn�(�n+ �) : (15)

Ïðè � = 1 ¾äðîáíàÿ ýêñïîíåíòà¿ ïðåâðàùàåòñÿ âîáû÷íóþ ýêñïîíåíòó, è äðîáíûé ïóàññîíîâñêèé ïðî�öåññ � â ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Ïðè� 6= 1 ¾äðîáíàÿ ýêñïîíåíòà¿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòåïåí�íûìè àñèìïòîòèêàìè â îáëàñòè áîëüøèõ è ìàëûõçíà÷åíèé àðãóìåíòà [15℄.Â ðàáîòå [15℄ ïîêàçàíî, ÷òî âðåìåíà îæèäàíèÿ ñóêàçàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ìîãóò ìîäåëèðîâàòüñÿ ñïîìîùüþ àëãîðèòìàT d= j lnU1j1=��1=� �� sin(��U2)[sin((1� �)�U2)℄1=��1[sin(�U2)℄1=�[lnU3℄1=��1 ; (16)ãäå U1, U2, U3 � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå�ëåííûå â [0,1℄ ñëó÷àéíûå ÷èñëà. Ïðè � = 1 ýòîò àë�ãîðèòì ïðèâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó àëãîðèòìó ìîäåëè�ðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìðàñïðåäåëåíèåì: T d= j lnU j� :Íà îñíîâå àëãîðèòìà (16) ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àé�íûõ âðåìåí îæèäàíèÿ ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàíñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðîäè��åðåíöè�àëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà0D�t f(x; t) + �f(x; t) == �8<:ZRn K(x; x0)f(x0; t) dx0 + '(x; t)9=; ;x 2 Rn: (17)Â îòëè÷èå îò àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåíêè,ïðèâåäåííîé â ðàáîòå [39℄, îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ íàîñíîâå äðîáíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà, ÿâëÿåòñÿíåñìåùåííîé.Ïðîöåññ ðîñòà ÷àñòèö íîâîé �àçû, îãðàíè÷åííî�ãî ñóáäè��óçèåé, ìîäåëèðîâàëñÿ ñëåäóþùèì îáðà�çîì. �åíåðèðîâàëñÿ àíñàìáëü ÷àñòèö (Np � êîëè÷å�ñòâî ÷àñòèö), îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííûõ â êóáè÷å�ñêîé ÿ÷åéêå ðàçìåðà L, êîòîðàÿ â öåíòðå ñîäåðæà�ëà òî÷å÷íûé èëè ñ�åðè÷åñêèé çàðîäûø íîâîé �à�çû. Êàæäîé ÷àñòèöå ïðèïèñûâàëèñü êîîðäèíàòû xi,yi, zi è âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ëîâóøêå Ti, ðàçûãðàí�íîå ñîãëàñíî (16). Çàòåì íàáîð ÷àñòèö ðàíæèðîâàë�ñÿ ïî âîçðàñòàíèþ Ti. Íîìåð 1 ïðèñâàèâàëñÿ ÷àñòèöåñ íàèìåíüøèì âðåìåíåì îæèäàíèÿ è ò. ä. Åñòåñòâåí�íî, èç ëîâóøêè ðàíüøå âûõîäèò ÷àñòèöà ñ íàèìåíü�øèì çíà÷åíèåì T , ò. å. äëÿ ÷àñòèöû ñ íîìåðîì 1 ðà�çûãðûâàåòñÿ ïåðåñêîê â îäèí èç ñîñåäíèõ ñâîáîäíûõ786



ÆÝÒÔ, òîì 147, âûï. 4, 2015 Êèíåòèêà ñóáäè��óçèîííîãî ðîñòà ÷àñòèö : : :óçëîâ. Åñëè ÷àñòèöà ïîïàäàåò â óçåë, ñîñåäñòâóþ�ùèé ñ âûäåëåíèåì íîâîé �àçû, òî îíà ñàìà ñòàíîâèò�ñÿ ÷àñòüþ åãî è âûáûâàåò èç àíñàìáëÿ ¾ñâîáîäíûõ¿÷àñòèö. Ôèêñèðóåòñÿ âðåìÿ ïðèñîåäèíåíèÿ ýòîé ÷àñ�òèöû. Ïîðÿäîê âñåõ îñòàâøèõñÿ ÷àñòèö óìåíüøàåò�ñÿ íà åäèíèöó. �àäèóñ êëàñòåðà ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ñî�ãëàñíî åãî ïëîòíîñòè.Åñëè æå óçåë, â êîòîðûé ïîïàäàåò ÷àñòèöà, íåñîñåäñòâóåò ñ âûäåëåíèåì íîâîé �àçû, òî îíà ñíî�âà ëîêàëèçóåòñÿ, è ðàçûãðûâàåòñÿ âðåìÿ îæèäàíèÿ�T1, êîòîðîå äîáàâëÿåòñÿ ê òåêóùåìó T1. Òåïåðü ÷à�ñòèöà ñ ïðèïèñàííûì âðåìåíåì T1 +�T1 è íîâûìèêîîðäèíàòàìè çàíèìàåò ïîëîæåííîå ìåñòî k â ðàí�æèðîâàííîì ðÿäå ÷àñòèö, íî ïðåæäå âñå ÷àñòèöû ñíîìåðîì, ìåíüøèì èëè ðàâíûì k, óìåíüøàþò ñâîéíîìåð íà åäèíèöó. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå÷àñòèöû ñòàíîâÿòñÿ ÷àñòüþ âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû.Âàæíîå äîñòîèíñòâî àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ,íàïðèìåð, ñî ñõåìîé, â êîòîðîé ðàçûãðûâàþòñÿ òåì�ïû äåëîêàëèçàöèè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñêîðîñòüñ÷åòà íàïðÿìóþ íå çàâèñèò îò âðåìåíè ðîñòà âûäå�ëåíèÿ íîâîé �àçû è, ñëåäîâàòåëüíî, îò �.Êàê îêàçàëîñü, âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ïðåäúÿâëÿ�þòñÿ ê ãåíåðàòîðó ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Ââèäó çíà÷è�òåëüíîãî ÷èñëà ïåðåñêîêîâ ÷àñòèö äî ìîìåíòà àä�ñîðáöèè, íàëè÷èå óñå÷åíèÿ ñòåïåííûõ ðàñïðåäåëå�íèé âðåìåí ëîêàëèçàöèè èñêàæàåò ñòàòèñòèêó è ìî�æåò ïðèâîäèòü ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ L=d ê ïîâå�äåíèþ, ñõîæåìó ñ íîðìàëüíîé äè��óçèåé.5. ÊÈÍÅÒÈÊÀ ÑÓÁÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ�Î�ÎÑÒÀ ×ÀÑÒÈÖ ÍÎÂÎÉ ÔÀÇÛÈíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (5), ãäåj îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî îáîáùåííîìó çàêîíó Ôè�êà (6), ïî îáúåìó ýêâèâàëåíòíîé ñ�åðû ñ ïðèìåíå�íèåì òåîðåìû �àóññà, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîò�íîøåíèþ: dNdt + ZS D �1���t1��r�(r; t) dS = 0: (18)Èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòÿì ÿ÷åéêè èêëàñòåðà (èñòî÷íèê è ñòîê), íî ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõ�íîñòü ÿ÷åéêè ðàâåí íóëþ (âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëî�âèå). Îñòàåòñÿ òîëüêî èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ñ�å�ðè÷åñêîãî ïðåöèïèòàòà. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñîâðåìåíåì èçìåíÿåòñÿ èç-çà ðîñòà êëàñòåðà. ÇäåñüN � ÷èñëî ¾ñâîáîäíûõ¿ (íåïðåöèïèòèðîâàâøèõ)

÷àñòèö â ÿ÷åéêå, êîòîðîå ñâÿçàíî ñî ñðåäíåé êîíöåí�òðàöèåé ñîîòíîøåíèåìN = ��(t)43�r3s : (19)Ââèäó ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè êîíöåíòðàöèÿ÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòè îäèíàêîâà. Ñëåäîâàòåëüíî,ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â (18) ñâîäèòñÿ ê óìíîæå�íèþ ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè íà ïëîùàäü ñ�åðûè ñ èñïîëüçîâàíèåì (19) ïîëó÷àåì43�r3s d��(t)dt = �4�r2
D �1���t1��r�(r; t): (20)Õýì [6℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ãðàíèöå êëàñòåðàr�(r; t)jr=r
 � ��(t)=r
:Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ïðàâóþ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (20), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþr3s d��(t)dt = �3r
D d1��dt1�� ��(t): (21)Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî ÷èñëà ÷àñòèö(ñâîáîäíûõ è â êëàñòåðå) èìååì4�3 �
 �r3
 (t)� r3
 (0)� = 4�3 r3s [�0 � ��(t)℄ : (22)Ëåâàÿ ÷àñòü â ñîîòíîøåíèè (22) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé÷èñëî ïðèñîåäèíåííûõ êëàñòåðîì ÷àñòèö çà âðåìÿt, âûðàæåííîå ÷åðåç èçìåíåíèå åãî îáúåìà. Çäåñü�
 � ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â êëàñòåðå. Ïðà�âàÿ ÷àñòü ïðèáëèæåííî (ïðè ïðåíåáðåæåíèè ðàçìå�ðîì ñ�åðè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ) ðàâíà òîìó æå ñàìî�ìó ÷èñëó, íî âûðàæåííîìó ÷åðåç èçìåíåíèå ïëîòíî�ñòè ¾ñâîáîäíûõ¿ ÷àñòèö â ìàòðèöå.Èç ñîîòíîøåíèÿ (22) ïîëó÷àåìr
(t) = �r3
 (0) + r3s�
 (�0 � ��(t))�1=3 :Ïîäñòàâëÿåì ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (21)è ïðèõîäèì ê äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíå�íèþ, îïèñûâàþùåìó êèíåòèêó ðîñòà âûäåëåíèÿ íî�âîé �àçû, óïðàâëÿåìîãî ñóáäè��óçèåé:d��(t)dt = �3Dr3s �r3
 (0) + r3s�
 (�0 � ��(t))�1=3 �� d1��dt1�� ��(t): (23)Ïðîâåäåì àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç óðàâíå�íèÿ (23). Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t, åñëè ïîëîæèòü��(t) � �(0), óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèäd��dt = �3D�0r3s �r3
 (0) + r3s�
 (�0 � ��(t))�1=3 d1��1dt1�� :787
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101 106105103�èñ. 2. à) �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ êèíåòèêè âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé � (ïî òðèðåàëèçàöèè ÿ÷åéêè). á ) Ñðàâíåíèå ¾õâîñòîâ¿ âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé êîíöåíòðàöèè ìîíîìåðîâ ñî ñòåïåííûìèçàâèñèìîñòÿìè / t�� (òî÷å÷íûå ëèíèè). â) Ñðàâíåíèå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ñ çàâèñèìîñòÿìè (25) (òî÷å÷íûå ëèíèè),L=d = 60. ã) Óñðåäíåííàÿ ïî ïÿòè ðåàëèçàöèÿì ÿ÷åéêè êèíåòèêà âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû (� = 0:4, L=d=80) âñðàâíåíèè ñ çàâèñèìîñòÿìè (25) è (29)Âçÿâ äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ îò åäèíèöû â ïîñëåä�íåì ðàâåíñòâå, ïðèõîäèì ê îáûêíîâåííîìó äè��å�ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:d��dt = �3D�0r3s �r3
 (0) + r3s�
 (�0 � ��(t))�1=3 t��1�(�) ;êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðå�ìåííûõ:��(t) � �0 + �
 r3
 (0)r3s � 2D�0r2s�1=3
 !3=2 �� t3�=2[�(�+ 1)℄3=2 : (24)Ïîñêîëüêó t ìàëî, äëÿ ñëó÷àÿr3
 (0)r3s � �0�


ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî çàìåíèòü äðóãèì ïðè�áëèæåííûì ñîîòíîøåíèåì:��(t) � �0 �� exp(��2D(�)r2s �3=2r�0�
 t3�=2[�(�+ 1)℄3=2) : (25)Ýòî îáîáùåííàÿ �îðìóëà Õýìà. Ñëåäóåò îòìå�òèòü, ÷òî è êîý��èöèåíò äè��óçèè D îïðåäåëÿåò�ñÿ ïî îòëè÷íîé îò êëàññè÷åñêîé �îðìóëå (ïîäðîáíååñì. [11℄). Ïðè áîëüøèõ t, ò. å. ïðè ��(t)� �0, èç óðàâ�íåíèÿ (23) ïîëó÷àåìd��(t)dt = �3Dr3s �r3
 (0) + r3s�
 �0� d1��dt1�� ��(t):788
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�èñ. 3. à) �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óâåëè÷åíèÿ ðàäèóñà ñ�åðè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé � ïî òðè ðåàëèçàöèè ÿ÷åéêè (L=d = 60). á ) Óñðåäíåííàÿ ïî ïÿòè ðåàëèçàöèÿì äèíàìèêà èçìåíåíèÿ ðàäè-óñà ñ�åðè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ (� = 0:4, L=d=80) â ñðàâíåíèè ñ çàâèñèìîñòüþ (31), (32). â,ã) Çàâèñèìîñòè ðàäèóñàêëàñòåðà îò âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé (óêàçàíû íà ðèñóíêàõ) îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé ÷àñòèö â êëàñòåðå è âÿ÷åéêå �
=�0 (â) è ðàäèóñà çàðîäûøà r
(0)=d (ã); � = 0:75, L=d = 240Ïåðåïèñûâàåì åãî ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿd��(t)dt +K d1��dt1�� ��(t) = �0Æ(t); (26)ãäå K = 3Dr3s �r3
 (0) + r3s�
 �0�1=3 :Äåéñòâóÿ íà óðàâíåíèå (26) äðîáíûì èíòåãðàëîìïîðÿäêà 1� �, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþd� ��(t)dt� +K ��(t) = �0 t���(1� �) ; (27)àíàëîãè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ (11). �åøåíèå âûðàæà�åòñÿ ÷åðåç îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ Ìèò-òàã-Ëå��ëåðà: ��(t) = �0E�(�Kt�): (28)

Ýòà çàâèñèìîñòü â àñèìïòîòèêå áîëüøèõ âðåìåí ÿâ�ëÿåòñÿ ñòåïåííîé ñ ïîêàçàòåëåì ��:��(t) � �0K t���(1� �) ; t� K�1=�: (29)Íà ðèñ. 2à ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõðàñ÷åòîâ êèíåòèêè âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû äëÿ ðàç�ëè÷íûõ çíà÷åíèé �. Îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé �
=�0 == 6:4. Ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð ïî âðåìåíè ïîäáèðàë�ñÿ äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ �, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü êðè�âûå íà îäíîì ãðà�èêå. Íà ðèñ. 2á ¾õâîñòû¿ ýòèõçàâèñèìîñòåé ñðàâíèâàþòñÿ ñî ñòåïåííûìè çàêîíà�ìè (29) (òî÷å÷íûå ëèíèè). Íà ðèñ. 2â ïðåäñòàâëåíîñðàâíåíèå íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà êèíåòè÷åñêîé êðèâîéñ çàâèñèìîñòÿìè (25). �åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷å�òîâ ñîãëàñóþòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè. Äëÿêàæäîãî çíà÷åíèÿ � ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ789
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1

1�èñ. 4. Êèíåòèêà âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû â ñðàâíåíèè ñ ïîëó÷åííûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè äëÿ ñëó÷àåâ� = 0:4, L=d = 80 (à) è � = 0:8, L=d = 160 (á )òðåõ ðåàëèçàöèé ÿ÷åéêè. Áëèçîñòü êðèâûõ äëÿ çà�äàííîãî � ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿêðèâàÿ äëÿ îäíîé ÿ÷åéêè ïðè âûáðàííîì ÷èñëå ÷àñ�òèö Np = 104 áëèçêà ê óñðåäíåííîé ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ÿ÷ååê Âèãíåðà �Çåéòöà. Íà ðèñ. 2ã ïðåä�ñòàâëåíà óñðåäíåííàÿ ïî ïÿòè ðåàëèçàöèÿì ÿ÷åéêèêèíåòèêà ðàñïàäà òâåðäîãî ðàñòâîðà íà ñòàäèè ðî�ñòà ÷àñòèö íîâîé �àçû äëÿ � = 0:4 â ñðàâíåíèè ñçàâèñèìîñòÿìè (25) è (29).Èçìåíåíèå ðàçìåðîâ âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû ìîæ�íî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (16), èç êîòî�ðîãî ñëåäóåò, ÷òîr
(t) = �r3
 (0) + r3s �0 � ��(t)�
 �1=3 : (30)Íà ìàëûõ âðåìåíàõ ïðèõîäèì ñ ïîìîùüþ (18) ê âû�ðàæåíèþ r
(t) = �r3
 (0) +R3�1=3 ; (31)ãäå R =s 2D(�)�(�+ 1) �0�
 t�=2: (32)Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ èç (21) ñëåäóåò, ÷òîr
(t) = �r3
 (0) + r3s �0�
 (1�E�(�Kt�))�1=3 : (33)Íà ðèñ. 3à ïðèâåäåíû êðèâûå èçìåíåíèÿ ðàäèóñàêëàñòåðà r
(t) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé �. �àñ÷åòû

âûïîëíåíû ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ, ÷òî è äëÿ ðåçóëü�òàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2à. Íà ðèñ. 3á ïðåä�ñòàâëåíà óñðåäíåííàÿ ïî ïÿòè ðåàëèçàöèÿì äèíàìè�êà èçìåíåíèÿ ðàäèóñà êëàñòåðà (� = 0:4, L=d = 80,�
=�0 = 51:2, r
(0)=d = 3:2) â ñðàâíåíèè ñ çàâèñèìî�ñòüþ (31), (32). Íà ðèñ. 3â,ã ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòûìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïëîòíîñòåé ÷àñòèöâ êëàñòåðå �
=�0 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãîðàäèóñà êëàñòåðà (� = 0:75).Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà êèíåòèêà ñóáäè��óçè�îííîãî ðàñïàäà òâåðäûõ ðàñòâîðîâ íà ñòàäèè ðî�ñòà ÷àñòèö íîâîé �àçû â ñðàâíåíèè ñ ïîëó÷åííûìèàñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó�÷àåâ. Ïðèâåäåííûå ðèñóíêè ãðîìîçäêè, íî ïîçâîëÿ�þò ÿñíî ïðåäñòàâèòü ¾�óíêöèîíèðîâàíèå¿ ïîëó÷åí�íûõ àñèìïòîòèê. Íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ñíèæåíèÿ êîí�öåíòðàöèè ìîíîìåðîâ, õîðîøî îïèñûâàåìûé îáîá�ùåííîé ýêñïîíåíòîé (25), îòâåòñòâåí çà çíà÷èòåëü�íóþ ÷àñòü ðîñòà âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû. Ïðè ýòîìðåøåíèå (28), âûðàæàþùååñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Ìèò�òàã-Ëå��ëåðà, õîðîøî îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû ÷èñ�ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òîëüêî â àñèìïòîòèêå áîëü�øèõ âðåìåí (â ¾õâîñòå¿), äëÿ êîòîðîé ïðèáëèæåíèåè áûëî ïîëó÷åíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåò ñìûñëà èñ�ïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå (28) äëÿ � < 0:9, îíî íåóòî÷íÿåò ðåøåíèÿ, äîñòàòî÷íà ñòåïåííàÿ àñèìïòîòè�êà (29). �åøåíèå (28) ìîæåò óòî÷íÿòü çàâèñèìîñòüïðè çíà÷åíèÿõ �, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1, è ÿâëÿåò�ñÿ ¾ìîñòîì¿ ìåæäó ñëó÷àÿìè ñóáäè��óçèè è íîð�ìàëüíîé äè��óçèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèãðàíè÷íàÿîáëàñòü (ñëó÷àé, êîãäà äèñïåðñèîííûé ïàðàìåòð �790
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�èñ. 5. Êèíåòèêà âûäåëåíèÿ íîâîé �àçû â âèäå äëèííûõ ñòåðæíåâèäíûõ (à) è ïëîñêèõ (á ) ïðåöèïèòàòîâ â ñðàâíåíèèñ ïîëó÷åííûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìèìåíüøå, íî áëèçîê ê 1) ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíûé èí�òåðåñ.Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû ìîæíî âûïîëíèòü è äëÿäðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ �îðì âûäåëåíèé íîâîé �à�çû. Íå ïðèâîäÿ ïîäðîáíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëå�íèé, ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ�÷åòîâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëå�íû êèíåòè÷åñêèå êðèâûå óáûâàíèÿ ÷èñëà ìîíîìå�ðîâ ïðè ñóáäè��óçèîííîì ðîñòå ÷àñòèö íîâîé �à�çû â âèäå äëèííûõ ñòåðæíåâèäíûõ è ïëîñêèõ ïðå�öèïèòàòîâ â ñðàâíåíèè ñ ïîëó÷åííûìè àñèìïòîòè�÷åñêèìè ðåøåíèÿìè. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ çàêîí óáû�âàíèÿ ÷èñëà ìîíîìåðîâ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ îïè�ñûâàåòñÿ ñòåïåííîé �óíêöèåé, ïðîïîðöèîíàëüíîét��, à íà ìàëûõ âðåìåíàõ çàâèñèìîñòü îïèñûâàåò�ñÿ çàêîíîì ðàñòÿíóòîé ýêñïîíåíòû, ïðè÷åì åå ïàðà�ìåòð n = �n1, ãäå n1 � ïîêàçàòåëü, ñïðàâåäëèâûéâ ñëó÷àå íîðìàëüíîé äè��óçèè ïðèìåñåé (n1 = 1â ñëó÷àå ñòåðæíåâèäíûõ âûäåëåíèé íîâîé �àçû èn1 = 2=3 â ñëó÷àå ïëîñêîé �îðìû).6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà êèíåòèêà ñóáäè���óçèîííîãî ðàñïàäà òâåðäûõ ðàñòâîðîâ íà ñòàäèèðîñòà ÷àñòèö íîâîé �àçû. Ý��åêòèâíûì èíñòðóìåí�òîì îêàçàëàñü äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíàÿ ìîäåëüàíîìàëüíîé äè��óçèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îáîáùå�íû êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû õýìîâñêîé äè��óçèîí�íîé òåîðèè ðîñòà âûäåëåíèé íîâîé �àçû [6, 7℄. Íà�ïðèìåð, çàêîí óìåíüøåíèÿ êîíöåíòðàöèè ìîíîìå�

ðîâ íà íà÷àëüíîì ýòàïå îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì ðàñòÿ�íóòîé ýêñïîíåíòû � = (����s)=(�0��s) = exp(�ktn),êàê è â ñëó÷àå íîðìàëüíîé äè��óçèè. Îäíàêî ïîêà�çàòåëü n = 3�=2 îïðåäåëÿåòñÿ äèñïåðñèîííûì ïàðà�ìåòðîì � < 1, ñîâïàäàþùèì ñ ïîðÿäêîì ïðîèçâîä�íîé ïî âðåìåíè â óðàâíåíèè ñóáäè��óçèè. Íà áîëü�øèõ âðåìåíàõ îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ãàóññîâîé äè��ó�çèè ïðèíöèïèàëüíîå. Ïëîòíîñòü ÷àñòèö óìåíüøàåò�ñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ñ ïîêàçàòåëåì �� âìåñòîýêñïîíåíöèàëüíîé ðåëàêñàöèè ïðè íîðìàëüíîé äè���óçèè. Íàéäåííûå îáîáùåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ïðèí�öèïó ñîîòâåòñòâèÿ: ïåðåõîäÿò â êëàññè÷åñêèå ðåøå�íèÿ ïðè �! 1. Ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàð-ëî ïîäòâåðæäàåò ïðîâåäåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðàñ÷å�òû. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ðàçâèò äëÿîïèñàíèÿ ñóáäè��óçèîííîé êèíåòèêè íà âñåõ ñòà�äèÿõ �ëóêòóàöèîííîãî çàðîæäåíèÿ è ïîñëåäóþùåãîðîñòà âûäåëåíèé íîâûõ �àç.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò�15-01-99674) è Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàó�êè �Ô â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ 2014/296(1643; 3.1862.2014K).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. Â. Ñëåçîâ, Â. Â. Ñàãàëîâè÷, ÓÔÍ 151, 67 (1987).2. Â. È. Ôèñòóëü, �àñïàä ïåðåñûùåííûõ ïîëóïðîâîä�íèêîâûõ òâåðäûõ ðàñòâîðîâ, Ìåòàëëóðãèÿ, Ìîñêâà(1977).3. R. D. Weltzin, R. A. Swalin, and T. E. Hut
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