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�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÏÎÒÎÊ, ÏÎ�ÎÆÄÀÅÌÛÉ ÑÈËÎÂÛÌÈËÈÍÈßÌÈ ÂÁËÈÇÈ ÒÎ�ÎÈÄÀËÜÍÎÉÌÀ�ÍÈÒÍÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÀ. À. Ñêîâîðîäà *Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 7 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.Îïèñàí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà âàêóóìíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè çàäàííîé òðåõìåðíîé òî-ðîèäàëüíîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè (ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîæóõà). Ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿâûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðèðóåìîãî ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðûé èìååò âèä ðàçëîæåíèÿ âðà-ùàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé íà âëîæåííûõ ïðèïîâåðõíîñòíûõ ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ âðÿä Òåéëîðà ïî óäàëåíèþ îò ãðàíèöû. Â ýòî ðàçëîæåíèå âîøëè çíà÷åíèÿ âðàùàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿè åãî øèðà íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. Ïîêàçàíî, êàê ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè ïåðâîé èâòîðîé êâàäðàòè÷íûõ �îðì ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè.DOI: 10.7868/S00444510130701831. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçâåñòíî, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ïîðîæäàåò ãà�ìèëüòîíîâ ïîòîê ñèëîâûõ ëèíèé, êîòîðûé ìîæåòñîäåðæàòü ìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè (èíâàðèàíòíûåÊÀÌ-òîðû) � âàæíåéøèå ýëåìåíòû òåðìîÿäåðíûõëîâóøåê ïëàçìû. Ïðè èððàöèîíàëüíîì âðàùàòåëü�íîì ïðåîáðàçîâàíèè ñèëîâûõ ëèíèé íà ãëàäêîé ìàã�íèòíîé ïîâåðõíîñòè (íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé íà áà�çîâîì (master) òîðå) âáëèçè îò íåå ñîãëàñíî òåî�ðèè ÊÀÌ [1℄ èìååòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà äðóãèõ,áëèçêèõ ê áàçîâîé (slave) ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé,÷òî îáîñíîâûâàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðñïåêòèâíîñòüäîëãîâðåìåííîãî óäåðæàíèÿ òåðìîÿäåðíîé ïëàçìûâ ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ. Áîëåå òîãî, îòíîñèòåëüíàÿìåðà, ïîêðûòàÿ áëèçêèìè ê áàçîâîé (slave) ïîâåðõ�íîñòÿìè â ìàëîé, íî ìàêðîñêîïè÷åñêîé îêðåñòíîñòèáàçîâîãî (master) òîðà, áëèçêà ê åäèíèöå è áûñòðîñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè óìåíüøåíèè îêðåñòíîñòè(¾ëèïêîñòü¿ òîðîâ, stikiness phenomenon) [2; 3℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âíó�òðåííþþ çàäà÷ó ñ �èêñàöèåé ãðàíè÷íîé áàçîâîé(master) òðåõìåðíîé òîðîèäàëüíîé ìàãíèòíîé ïî�âåðõíîñòè, íàïðèìåð, â âèäå ñâåðõïðîâîäÿùåãî êî�æóõà. Â âàêóóìå ïðè çàäàíèè ãëàäêîé òîðîèäàëü�*E-mail: skovorod�nfi.kiae.ru

íîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S â âèäå r = rS(�; �) èòðåáîâàíèè åå ìàãíèòíîñòè B � nS = 0 ïðèõîäèì êâíóòðåííåé ãðàíè÷íîé çàäà÷å Íåéìàíà äëÿ óðàâíå�íèÿ Ëàïëàñà: �' = 0; r' � nS = 0; (1)èìåþùåé åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Çäåñü B = r' �ïîòåíöèàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ ìíîãîçíà÷íûì ïî�òåíöèàëîì ', nS � âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïî�âåðõíîñòè, � è � � ïðîèçâîëüíûå ïîëîèäàëüíàÿ èòîðîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòû ñ ïåðèîäîì 2�.Çàìåòèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ìàãíèòíóþ ãåî�ìåòðèþ, õàðàêòåðíóþ äëÿ òîðîèäàëüíûõ òåðìîÿäåð�íûõ ëîâóøåê, â êîòîðûõ ìîäóëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íè�ãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü è âñå ñèëîâûå ëèíèè èäóòâäîëü òîðà, îãèáàÿ ãëàâíóþ îñü òîðà, B � r� > 0.Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå òàêîãî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿèìååò âèä 2�B = Fr(� + ~'); (2)ãäå F � ïîëîæèòåëüíàÿ ðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà, ~' �áåçðàçìåðíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà�÷åíèåì ÷àñòü ïîòåíöèàëà '. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåò�ðèÿ ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ B âî âñåì îáúåìå âíóòðè ïîâåðõíîñòè.Çíàíèå B, ïîëó÷åííîå èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷è (1), ïîçâîëÿåò òðàññèðîâêîé ñèëîâûõ ëèíèéðàññ÷èòàòü èõ äèíàìèêó â îáúåìå, îãðàíè÷åííîì êî�176



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 1 (7), 2013 �àìèëüòîíîâ ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ñèëîâûìè ëèíèÿìè : : :æóõîì, íî íå äàåò ÿâíîé ñâÿçè ñ ãåîìåòðèåé ãðàíè�öû. Â ðàáîòå [4℄ â îáùåì ñëó÷àå ñ èñïîëüçîâàíèåìãàìèëüòîíèàíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîêàçàíî, ÷òî íà�ëè÷èå ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè â îáùåìòðåõìåðíîì ñëó÷àå íå îïðåäåëÿåò íàëè÷èå ìàãíèò�íûõ ïîâåðõíîñòåé âî âñåì âíóòðåííåì îáúåìå. Âíó�òðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñâåðõïðîâîäÿùèì êîæó�õîì, âîçìîæíû îñòðîâà è ñòîõàñòè÷íîñòü. Ïîñêîëü�êó ãåîìåòðèÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ïîëíîñòüþ îïðå�äåëÿåòñÿ ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè,ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ óñòàíîâèòü èõ ñâÿçü ñ ãàìèëü�òîíèàíîì è ñâîéñòâàìè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Â ðàçä. 2 íà îñíîâå ðàáîòû [5℄ ìû ïîëó÷àåìâûðàæåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà âàêóóìíîãî ìàãíèò�íîãî ïîëÿ B, çíà÷åíèå êîòîðîãî èçâåñòíî èç ðåøå�íèÿ çàäà÷è (1). Ñâÿçü ñ ãåîìåòðèåé ìîæíî óñòàíî�âèòü, ïðåîáðàçóÿ ãàìèëüòîíèàí ê êîîðäèíàòàì äåé�ñòâèå�óãîë. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿèçó÷åíèåì ãàìèëüòîíèàíà âáëèçè ãðàíèöû, èñïîëü�çóÿ õîðîøî ðàçâèòóþ òåõíèêó òåîðèè âîçìóùåíèé(ñì., íàïðèìåð, [6℄).Â ðàçä. 3, ñëåäóÿ êîíñòðóêöèè Êîëìîãîðîâà [7℄,ìû ââîäèì ïîäõîäÿùèå ïåðåìåííûå äåéñòâèå�óãîë�, ��, ÷òîáû âîçëå ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñ-òè � = 0 ïðåäñòàâèòü ãàìèëüòîíèàí â íîðìàëüíîéêîëìîãîðîâñêîé �îðìåH(�; ��) = !�+O(�2)f(��);ãäå ðîëü ÷àñòîòû ! â íàøåì ñëó÷àå èãðàåò âðà�ùàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèëîâûõ ëèíèé íà ãðà�íè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè (ñì. �îðìóëó (30)íèæå). Êîëìîãîðîâñêàÿ �îðìà ïîêàçûâàåò, ÷òî âîêðåñòíîñòè áàçîâîãî (master) òîðà âîçìóùàþùèìïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå j�j îò ãðàíèöû.Ñëåäîâàòåëüíî, â èíòåðâàëå j�j < � ìîæíî ââåñòèíîâûå ïåðåìåííûå äåéñòâèå�óãîë �̂, �̂ òàê, ÷òîáûóìåíüøèòü ëîêàëüíîå âîçìóùåíèå äî ýêñïîíåíöè�àëüíî ìàëîãî ïî ��1 çíà÷åíèÿ "� � exp(1=�),H(�̂; �̂) = !�̂ +H0(�̂) + "�H1(�̂; �̂)(ñì. �îðìóëó (37) íèæå). Ïîëàãàÿ � äîñòàòî÷íî ìà�ëûì, ïîëó÷àåì, ÷òî "� ìåíüøå ãðàíèöû ïðèìåíèìî�ñòè ÊÀÌ-òåîðåìû [1℄ äëÿ îáëàñòè j�̂j < �. Ñëåäîâà�òåëüíî, ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå áåñ�êîíå÷íîãî ÷èñëà ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé â îêðåñò�íîñòè ãðàíèöû. Ñ ãåîìåòðèåé ãðàíèöû îêàçûâàþòñÿñâÿçàííûìè âûðàæåíèÿ äëÿ ! è H0 (ðàçä. 4).

2. �ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍ ÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËßÑîëåíîèäàëüíîñòü ëþáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîç�âîëÿåò ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå [4; 5℄2�B = r� �r� +r �r�: (3)Çäåñü � = �(a; �; �),  =  (a; �; �), a � ðàäèàëüíàÿêîîðäèíàòà. Ïîòåíöèàëüíîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ (2)óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó �óíêöèÿìè � è  . Â ÷èñ�ëåííûõ ðàñ÷åòàõ ýòà ñâÿçü îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èçíàéäåííîãî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1) ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ B = B(a; �; �), ïî �îðìóëàì�(a; �; �) = 2� aZ0 pgB � r� da; (a; �; �) = 	0 � 2� aZ0 pgB � r� da; (4)ãäå 	0 � êîíñòàíòà, pg = (ra(r� �r�))�1 � ÿêî�áèàí îäíîçíà÷íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò a, �, �.Ñëåäóÿ ðàáîòå [5℄, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíàìàãíèòíîãî ïîëÿ  =  (�; �; �) íåîáõîäèìî èñïîëü�çîâàòü �óíêöèþ � â êà÷åñòâå íîâîé ðàäèàëüíîé êî�îðäèíàòû. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèéïðèíèìàþò ãàìèëüòîíîâó �îðìó:d�d� = B � r�B � r� = ��� ����;�=onst ;d�d� = B � r�B � r� = �� �� ��;�=onst : (5)�îëü èìïóëüñà èãðàåò �óíêöèÿ �, êàíîíè÷å�ñêè-ñîïðÿæåííûé óãîë ðàâåí �, âðåìÿ ñîîòâåòñòâó�åò öèêëè÷åñêîìó óãëó �. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âäàëüíåéøåì ìû áóäåì èçìåíÿòü âèä ãàìèëüòîíèàíà =  (�; �; �) ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ÷òî,åñòåñòâåííî, íå ïîâëèÿåò íà �àêò ïîòåíöèàëüíîñòèìàãíèòíîãî ïîëÿ, ãàðàíòèðóåìîãî ñàìîé ïðîöåäóðîéïîëó÷åíèÿ ïåðâè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà.Âûáîð êîîðäèíàò a; �; � ïðîèçâîëåí. Â ÷àñòíîñòè,ïðîèçâîëüíî ïîëîæåíèå êîîðäèíàòíîé îñè (a = 0)âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè a � aS , ãäå aS == onst ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõ�íîñòè S. Ïîêàæåì, ÷òî ïîäáîðîì óãëîâîé êîîðäèíà�òû � âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû � = �(a) (ñì.(4)), è òåì ñàìûì óïðîñòèòü ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿãàìèëüòîíèàíà è îáåñïå÷èòü ñîâïàäåíèå ãðàíè÷íîéêîîðäèíàòû �S = onst ñ çàäàííîé ïîâåðõíîñòüþ S.Â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïðè ïðåîá�ðàçîâàíèè òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòû � ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî2�B = r��r�+r �r� = r���r��+r � �r�: (6)12 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 177



À. À. Ñêîâîðîäà ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 1 (7), 2013Óìíîæàÿ (6) ñêàëÿðíî íà r�, ïîëó÷èì2�B � r� = 1pg ���a = 1p�g � ���a : (7)Ñëåäîâàòåëüíî, â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàí�ñòâà ðàäèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò � ïðåîáðàçóåòñÿ ïî�îðìóëå �� ���a ���;� = p�gpg ����a ��;� : (8)Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëîèäàëüíîãîóãëà âèäà �� = � + f(a; �; �); (9)ãäå f � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî óãëîâûì êîîðäèíàòàì�óíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ïðåîáðàçî�âàíèå (8) ïðèíèìàåò âèä�� ���a���;� = 11 +��f���a;� ����a��;� : (10)Ôóíêöèþ � âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå�(a; �; �) = �(a) + ~�(a; �; �); (11)ãäå �óíêöèÿ �(a) îòðàæàåò óãëîâîå óñðåäíåíèå ïîêîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè a = onst, à ïåðèîäè�÷åñêàÿ ïî óãëîâûì êîîðäèíàòàì �óíêöèÿ ~�(a; �; �)èìååò íóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Ñîîòíîøåíèå (10)ïðèíèìàåò ïðè ýòîì ñëåäóþùóþ �îðìó:�� ���a���;� = 1 + �� ~�=�a��;�d�=da1 +��f���a;� d�da : (12)ßñíî, ÷òî, âûáèðàÿ �óíêöèþ f èç ñîîòíîøåíèÿ��f���a;� = �� ~�=�a��;�d�=da ; (13)ïîëó÷àåì �� ���a���;� = d�da : (14)Ñëåäîâàòåëüíî, �� = �(a) è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíî�ñòè �� = onst ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõ�íîñòÿìè a = onst, â òîì ÷èñëå è íà ãðàíèöå.Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà  ==  (�; �; �) ïðè ñîõðàíåíèè ñòàðûõ îáîçíà÷åíèéâñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, ñì. (4), (�; �; �) = 	0 � 2� �Z0 pg�B � r� d�; (15)

ãäå pg� = 1r� � [r� �r�℄ = 12�B � r� :Ïî àíàëîãèè ñ (11) âûäåëèì â ãàìèëüòîíèàíåñðåäíþþ ÷àñòü: = 	(�) + ~ (�; �; �): (16)�ðàíè÷íîå óñëîâèå B � r�S = 0, ãäå �S � îáû÷�íûé òîðîèäàëüíûé ìàãíèòíûé ïîòîê âíóòðè ãðàíè÷�íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè S, âûïîëíÿåòñÿ ïðè�� �� ��=�S =  � ~ �� !�=�S = 0:Ïîñêîëüêó äîáàâëåíèå ê ãàìèëüòîíèàíó ïðîèçâîëü�íîé �óíêöèè òîëüêî îò � íå âëèÿåò íà ìàãíèòíîåïîëå, ïðèíèìàåì íà ãðàíèöå ~ S = 0 è ïîëó÷àåì S = 	(�S) � îáû÷íûé ïîëîèäàëüíûé ìàãíèòíûéïîòîê. Íà ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè óðàâ�íåíèå ñèëîâîé ëèíèè, ñì. (5), ïðèíèìàåò âèä�d�d��S = ��d	d��S � � ~ ��!S == �S � � ~ ��!S ; (17)ãäå �S = �(d	=d�)S � âðàùàòåëüíîå ïðåîáðàçîâà�íèå ñèëîâîé ëèíèè íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. Îòìå�òèì, ÷òî ðàäèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (� ~ =��)S íå ðàâ�íà íóëþ ïðè îáðàùåíèè â íóëü ñàìîé �óíêöèè ~ Síà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè è ñèëîâûå ëèíèè íà ïî�âåðõíîñòè S â ýòèõ êîîðäèíàòàõ íå âûïðÿìëåíû.3. Ï�ÈÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÍÛÉ�ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍ�àçëîæèì ãàìèëüòîíèàí (16) â ðÿä Òåéëîðà ïîóäàëåíèþ îò ãðàíèöû, j� � 1j � 1, è óäåðæèì òîëü�êî ïåðâûé ÷ëåí: = 	(1)� �S � � ~ ��!S! (� � 1): (18)Çäåñü êîîðäèíàòà � è ãàìèëüòîíèàí  íîðìèðîâàíûíà ïîëíûé òîðîèäàëüíûé ïîòîê �S . Óðàâíåíèÿ ñè�ëîâûõ ëèíèé (5) ñ ãàìèëüòîíèàíîì (18) ïðèíèìàþòâèäd�d� = �S� � ~ ��!S ; d�d� = (��1) ���  � ~ ��!S : (19)178



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 1 (7), 2013 �àìèëüòîíîâ ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ñèëîâûìè ëèíèÿìè : : :Ñëåäóÿ Ìîðîçîâó è Ñîëîâüåâó [8℄, íàéäåì èíòåãðà�ëû ýòîé ñèñòåìû. Ïåðåïèñàâ ïåðâîå óðàâíåíèå (19)â âèäå�(�; �) d� � �(�; �)"�S � � ~ ��!S# d� == dW (�; �) = 0; (20)ãäå � � èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, W (�; �) == onst � èíòåãðàë ñèëîâîé ëèíèè, ïîëó÷èì�W�� = �;�W�� = ��"�S � � ~ ��!S# (21)è óðàâíåíèå äëÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ���� = ��� (�" � ~ ��!S � �S#) : (22)Ïåðåïèñàâ âòîðîå óðàâíåíèå (19) ñ èñïîëüçîâàíè�åì (21),d(�� 1)�� 1 = d� ���  � ~ ��!S = d� ��� � 1� �W�� ��� d� ��� � 1� �W�� � = ��d� 1�� ; (23)ïîëó÷àåì èíòåãðàë� = �� 1� = onst: (24)Ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ¾èìïóëüñà¿ p = �� 1, óáå�äèìñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà � ÿâëÿåòñÿ äåé�ñòâèåì � = 12� I p d�:Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâëÿÿ èíòåãðàë W â âèäåW = � � �S� + �S(�; �);ãäå �S � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåä�íèì çíà÷åíèåì, ïîëó÷àåì èç (21) ñëåäóþùèå ñîîòíî�øåíèÿ:� = 1 + ��S�� ;  � ~ ��!S = ��S�� + �S ��S��1 + ��S�� : (25)Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà óáåäèòüñÿ, ÷òî �îðìóëà (22)âûïîëíÿåòñÿ è � â (24) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì.

Ñîâåðøèì ïåðåõîä ê íîâûì êîîðäèíàòàì äåé�ñòâèå � � óãîë �� ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäÿùåé�óíêöèè P (�; �; �) = � [� + �S(�; �)℄ [6℄. Â ðåçóëüòà�òå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëîèäàëü�íîãî óãëà è ãàìèëüòîíèàíà1):�� = �P�� = � + �S ;� =  � �P�� = 	(1)� �S�: (26)Â äàëüíåéøåì â âûðàæåíèè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà áó�äåì îïóñêàòü ïîñòîÿííóþ 	(1).Ìû ïîëó÷èëè èçâåñòíóþ ïðîöåäóðó âûïðÿìëå�íèÿ ñèëîâûõ ëèíèé íà ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè:d��d� = �S ; d�d� = 0; (27)êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, îñóùåñòâèìà âñåãäà [7; 9℄.Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (24) ñîîòâåòñòâóåò îäèíà�êîâîìó âðàùàòåëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ �S íà êàæ�äîé ïðèïîâåðõíîñòíîé èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè.Îòñóòñòâèå øèðà ñèëîâûõ ëèíèé ÿâíî óêàçûâàåò íàíåäîñòàòî÷íîñòü òîëüêî ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿïîëó÷åíèÿ ðåàëüíûõ ïðèïîâåðõíîñòíûõ ìàãíèòíûõïîâåðõíîñòåé.Âòîðîé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà áó�äåì èñêàòü â íîâûõ êîîðäèíàòàõ �; ��; �, ïîëó÷åííûõâûøå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïðåäñòàâëåíèå ìàã�íèòíîãî ïîëÿ (3) ó ïîâåðõíîñòè â ýòèõ êîîðäèíàòàõèìååò ñëåäóþùèé âèä:2�B = r��r�� +r � �r�; (28)ãäå ãàìèëüòîíèàí � = � (�; ��; �) â ïåðâîì ïîðÿäêåðàçëîæåíèÿ ïî j�j � 1 èìååò âèä (26). Ïîëåçíî óáå�äèòüñÿ â ýòîì íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðå�îáðàçîâàíèé (18), (24) è (26) â (3):2�B = r ���1 + ��S�� ���r� ++r� � +���S�� ��r� = r��r ��� � �S�++r � �r� +r����S�� ��r� ++r����S�� ��r� = r��r�� ++r � �r� +�r��S�� �r� +�r��S�� �r�: (29)1) �àìèëüòîíèàí èçìåíÿåòñÿ èç-çà ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò¾âðåìåíè¿ � â ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè [6℄.179 12*



À. À. Ñêîâîðîäà ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 1 (7), 2013�àçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ãàìèëüòîíèàíà � äîâòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä� = ��S� + 12�2��2 � ��2�S : (30)Áóäåì èñêàòü ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ êàíîíè÷åñêî�ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê êîîðäèíàòàì äåéñòâèå �̂ � óãîë�̂ â âèäå [6℄ P = �̂�� + "P1 ��̂; ��; �� ; (31)ãäå " îòìå÷àåò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè â ðàçëî�æåíèè (30). Ñòàðûé èìïóëüñ � è íîâàÿ óãëîâàÿïåðåìåííàÿ �̂ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðîèçâîäÿùåé �óíê�öèè (31): � = �P��� = �̂ + "�P1 ��̂; ��; ����� ;�̂ = �P��̂ = �� + "�P1 ��̂; ��; ����̂ : (32)Èç-çà ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â (31) ãàìèëü�òîíèàí (30) èçìåíèòñÿ: 2 ��̂; �̂; �� = � ��; ��; ��� "�P1 ��̂; ��; ���� : (33)×òîáû ïîëó÷èòü íîâîå âûðàæåíèå äëÿ íåãî, íåîá�õîäèìî âûðàçèòü ñòàðûå ïåðåìåííûå ÷åðåç íîâûå ñïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (32). Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî "ýòî ñäåëàòü ïðîñòî:� = �̂ + "�P1 ��̂; �̂; ����̂ ;�� = �̂ � "�P1 ��̂; �̂; ����̂ : (34)Ïîäñòàâëÿÿ (34) â (33), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ íî�âîãî ãàìèëüòîíèàíà2): 2 = ��S�̂� 12�̂2�0S + 12�̂2 g�2 � ��2!S �� "�P1(�̂; �̂; �)�� + �S �P1(�̂; �̂; �)��̂ # ; (35)2) Â îòâåòå ïîëàãàåì " = 1.

ãäå �0S = 14�2 2�Z0 2�Z0 ��2 � ��2�S d�̂ d�� øèð ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé, g�2 � ��2!S = ��2 � ��2�S + �0S :Âûáèðàåì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ P1 èç óñëîâèÿ�P1 ��̂; ��; ���� + �S �P1 ��̂; �̂; ����̂ == 12�̂2 g�2 � ��2!S (36)òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíòåãðèðóåìûé ãàìèëüòîíèàíâ âèäå ðàçëîæåíèÿ âðàùàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ� = �(�̂) â ðÿä Òåéëîðà 2 = ��S�̂� 12�̂2�0S(�̂): (37)Âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà ñëå�äóåò èç ÊÀÌ-òåîðåìû (ñì. Ââåäåíèå).Ïðèâîäèìûå íèæå ÷èñëåííûå ïðèìåðû ïðèïî�âåðõíîñòíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ äåìîíñòðèðóþò âûñî�êóþ æèâó÷åñòü (stikiness) ïðèãðàíè÷íûõ ìàãíèò�íûõ ïîâåðõíîñòåé. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ïðèìåð ñîõðà�íåíèÿ ïðèïîâåðõíîñòíûõ ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåéïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ íåðåçîíàíñíûõ âîçìóùåíè�ÿõ ïðè èððàöèîíàëüíîì âðàùàòåëüíîì ïðåîáðàçîâà�íèè è øèðå íà ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè.Íàì íå óäàëîñü íàéòè âîçìóùåíèå, êîòîðîå ñìîã�ëî áû èçìåíèòü òîïîëîãèþ âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåéèëè ñîçäàòü ïðèïîâåðõíîñòíóþ ýðãîäè÷íîñòü.Ïîýòîìó ìû ðåøèëè ñóùåñòâåííî óìåíüøèòüøèð, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèçèòüñÿ ê ðàöèîíàëüíîìóâðàùàòåëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ íà ãðàíè÷íîé ïî�âåðõíîñòè è èñïîëüçîâàòü âî âòîðîì ïîðÿäêå ðàç�ëîæåíèÿ ðåçîíàíñíîå âîçìóùåíèå. Íà ðèñ. 2 ïîêà�çàí ïðèìåð ñòðóêòóðû ïðèïîâåðõíîñòíûõ ïîâåðõíî�ñòåé ïðè ãðàíè÷íîì âðàùàòåëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè0.332 ïðè ðåçîíàíñíîì âîçìóùåíèè �0:005(��1)2�� os(��3�). Õîðîøî âèäíî îáðàçîâàíèå ïðèïîâåðõ�íîñòíîãî îñòðîâà, íî ïðèïîâåðõíîñòíûå âëîæåííûåìàãíèòíûå ïîâåðõíîñòè ñîõðàíÿþòñÿ.Èçâåñòíî, ÷òî íàëè÷èå äâóõ è áîëåå ïðîñòðàí�ñòâåííî-áëèçêèõ îñòðîâîâ ïðèâîäèò ê ýðãîäèçàöèè.180
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�èñ. 1. Ïðèïîâåðõíîñòíûå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå äëÿãàìèëüòîíèàíà ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ 2 = ��S(� � 1) + 0:5(� � 1)2�0S ñ �S == p2, �0S = 0:2 ïðè íàëîæåíèè âîçìóùåíèÿ�0:05(� � 1)2 [os(� � 3�) + 2 os(7� � 30�)℄
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�èñ. 2. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1 ñ �S = 0:332, �0S == 0:04 ïðè íàëîæåíèè ðåçîíàíñíîãî âîçìóùåíèÿ�0:005(� � 1)2 os(� � 3�)
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�èñ. 3. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1 ñ �S = 0:33, �0S == 0:1 ïðè íàëîæåíèè ðåçîíàíñíîãî âîçìóùåíèÿ�0:005(� � 1)2 [os(� � 3�) + 0:2 os(11� � 32�)℄Ïîýòîìó ìû äîáàâèëè âòîðîå ðåçîíàíñíîå âîçìóùå�íèå äëÿ ñîçäàíèÿ îñòðîâà ñ âðàùàòåëüíûì ïðåîáðà�çîâàíèåì 11/32 â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ïðè�ïîâåðõíîñòíîãî îñòðîâà 1/3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî�êàçàíû íà ðèñ. 3. Õîðîøî âèäíî, ÷òî âíóòðåííèéîñòðîâ äåìîíñòðèðóåò îáúåìíóþ ýðãîäèçàöèþ â âè�äå ñëîÿ (antori) ïðè ñîõðàíåíèè ïðèïîâåðõíîñòíûõâëîæåííûõ ìàãíèòíûõ ïîâåðõíîñòåé. �îñò àìïëèòó�äû âòîðîãî ðåçîíàíñíîãî âîçìóùåíèÿ íå èçìåíÿåòñèòóàöèè ó ïîâåðõíîñòè, íî îáëàñòü îáúåìíîé ýðãî�äèçàöèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå áîëüøåå ðàññòîÿ�íèå âíóòðü, ñì. ðèñ. 4. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàäî ïî�ìíèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå ãàìèëüòîíèàíû îáîñíîâàíûâ íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ãðàíè÷íîé ïîâåðõ�íîñòè.Æèâó÷åñòü (stikiness) ìîæíî åùå ñâÿçàòü ñ îá�ðàùåíèåì â íóëü âîçìóùåíèé îò âíóòðåííèõ îñòðî�âîâ, âûçâàííûì èñïîëüçóåìûì óñëîâèåì ñóùåñòâî�âàíèÿ áàçîâûé (master) ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè. Âðàáîòå [10℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îáðàùåíèå â íóëüâîçìóùåíèÿ îò äðóãèõ îñòðîâîâ â äàííîì ðåçîíàí�ñå (îñòðîâå) ïðè ñîõðàíåíèè ãðàäèåíòà ðàäèàëüíîéçàâèñèìîñòè ýòèõ âîçìóùåíèé ý��åêòèâíî óñòðàíÿ�åò ýðãîäèçàöèþ äàííîãî îñòðîâà.181
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�èñ. 4. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 1 ñ �S = 0:33, �0S == 0:15 ïðè íàëîæåíèè ðåçîíàíñíîãî âîçìóùåíèÿ�0:05(� � 1)2 [os(� � 3�) + 0:1 os(11� � 30�)℄4. �ÅÎÌÅÒ�Èß ��ÀÍÈ×ÍÎÉÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ È �ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍÂîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿâ âàêóóìå (2). Áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå òîðîè�äàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé ýêâèïîòåíöè�àëüíûå ïîâåðõíîñòè �� = � + ~' = onst. Ïðîâîäÿïðåîáðàçîâàíèå ïîëîèäàëüíîé êîîðäèíàòû, îïèñàí�íîå â ðàçä. 1, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (15) äëÿ ãà�ìèëüòîíèàíà. Ïîäñòàâëÿÿ â (15) ìàãíèòíîå ïîëå (2),ïîëó÷èì ��; �; ��� = 	0 � F �Z0 qg�� g23d� == 	0� �Z0 g23g33 d� = 	0+ �Z0 g13g12 � g11g23g212�g11g22 d�; (38)ãäå qg�� = 1r� � (r� �r��) = 1Fg33 = F 24�2B2� ÿêîáèàí è èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷å�íèÿ äëÿ êîíòð- è êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò ìåòðè÷å�ñêîãî òåíçîðà. Áóäåì äàëåå íîðìèðîâàòü �,  íà �S ,

ìîäóëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà F 2=�S , ãåîìåòðè÷åñêèåðàçìåðû íà �S=F .Íà ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòèg13S = �r�� � r��S = 0:Ýòî ñîîòíîøåíèå â êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ ìåò�ðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðèíèìàåò âèä(g12g23 � g13g22)S = 0:Óìíîæàÿ åãî íà g12S , äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿg11Sg22Sg23S , èìååì�g13g12 � g11g23g212 � g11g22 �S = �g23g22�S :Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå â (38), ïîëó÷èì â ïåðâîìïîðÿäêå ðàçëîæåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (18) = 	(1) +�g23g22�S (� � 1): (39)Äëÿ âðàùàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàãíèòíîé ñè�ëîâîé ëèíèè íà ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòèïîëó÷àåì èçâåñòíîå âûðàæåíèå [9℄�S = � 14�2 2�Z0 2�Z0 g23Sg22S d� d��: (40)Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ïîðÿäîê ãàìèëüòîíèàíàîïðåäåëÿåòñÿ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé ïîâåðõ�íîñòè ñ îïðåäåëÿþùåé ðîëüþ ïåðåêðåñòíîãî ÷ëåíà.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ ãà�ìèëüòîíèàíà íàäî èñïîëüçîâàòü ïåðâîå ðàçëîæåíèåìåòðèêè ïî óäàëåíèþ îò ïîâåðõíîñòè, ÷òî ïðèâîäèòê ïîÿâëåíèþ â âûðàæåíèÿõ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè,ò. å. êîìïîíåíò âòîðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû (ñì.,íàïðèìåð, Ïðèëîæåíèå). Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòüçäåñü ðóòèííûå ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âû�ðàæåíèÿ â ãàìèëüòîíèàíå (38). Èñïîëüçóåì èçâåñò�íîå âûðàæåíèå äëÿ øèðà âðàùàòåëüíîãî ïðåîáðàçî�âàíèÿ �0S íà ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè [9℄�0S = 14�2 2�Z0 2�Z0 sSjr�j2S d� d��; (41)ãäå sS � ëîêàëüíûé øèð. Â âàêóóìå ëîêàëüíûé øèðíà ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè sS = �2�nS, ãäå �nS �êðó÷åíèå ñèëîâîé ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè S [9℄. Âîñ�ïîëüçîâàâøèñü îáùèì âûðàæåíèåì äëÿ êðó÷åíèÿëèíèè íà ïîâåðõíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [9℄)182



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 1 (7), 2013 �àìèëüòîíîâ ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ñèëîâûìè ëèíèÿìè : : :�n = (g22S�23S � g23S�22S)�d�d���2 + (g22S�33S � g33S�22S)d�d�� + g23S�33S � g33S�23Spg22Sg33S � g223S  g22S �d�d���2 + 2g23S d�d�� + g33S! (42)ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà d�=d�� = �g23S=g22S, ïðèõîäèì êñîîòíîøåíèþsS = 2��23S � g23Sg22S �22S�pg22Sg33S � g223S : (43)Âîñïîëüçóåìñÿ îáùèì ñîîòíîøåíèåì áàçèñíûõ âåê�òîðîâ r� = e2 � e3pg�� ; qg��S = (g33S )�1;÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿqg22Sg33S � g223S = jr�jS 14�2B2 = g22Sjr�jS : (44)Ïîäñòàâèâ (44) â (43), ïðèõîäèì ê �îðìóëåsS jr�jSB2 = 8�2��23S � g23Sg22S �22S� ; (45)êîòîðàÿ äåìîíñòðèðóåò çàâèñèìîñòü íà ìàãíèòíîéïîâåðõíîñòè áàçîâûõ ìàãíèòíûõ �óíêöèé B, sS ,jr�jS [11℄.Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ïåðâîé è âòîðîé êâà�äðàòè÷íîé �îðì ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿ�þò õàðàêòåðèñòèêè ïðèñòåíî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÇíàíèå âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ B = B(a; �; �)ïîçâîëÿåò âñåãäà ïîëó÷èòü åãî ãàìèëüòîíèàí ïî ìå�òîäó [5℄. Ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòåéøèé ñëó÷àé âà�êóóìà, êîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ B äîñòàòî÷íî ðåøèòüóðàâíåíèå Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â �îð�ìå èçâåñòíîé òîðîèäàëüíîé ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè.Òàêàÿ çàäà÷à èíòåðåñíà, íàïðèìåð, äëÿ áåñòîêîâûõñòåëëàðàòîðîâ ñî ñâåðõïðîâîäÿùèì êîæóõîì. Äëÿïîëó÷åíèÿ B ïðè íàëè÷èè ïëàçìû è òîêîâ íåîáõîäè�ìî ðåøàòü çàäà÷ó ðàâíîâåñèÿ, êîòîðàÿ â òðåõìåðíîéãåîìåòðèè ñëîæíà è, âîîáùå ãîâîðÿ, äàæå ìîæåò íåèìåòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ.Ïî ìåòîäó [5℄ ïðè ïîëó÷åíèè ãàìèëüòîíèàíà íåîá�õîäèìî ïåðåõîäèòü ê íîâîé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå� = �(a; �; �). Ìû ïðèìåíèëè ïðåîáðàçîâàíèå óã�ëîâîé ïîëîèäàëüíîé êîîðäèíàòû � äëÿ óïðîùåíèÿýòîé ïðîöåäóðû è ïîëó÷åíèÿ � = �(a).

Èñïîëüçóÿ óäàëåíèå îò ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòèâ êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà èïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íîâûì êîîðäèíàòàì äåé�ñòâèå�óãîë, ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðè�ðóåìîãî ïðèïîâåðõíîñòíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Â íåãîâîøëè çíà÷åíèÿ âðàùàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èåãî øèðà íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. Ìû ïîêàçàëè,êàê ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè ïåðâîéè âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ �îðì ãðàíè÷íîé ìàãíèòíîéïîâåðõíîñòè.Àâòîð áëàãîäàðèò Ì. È. Ìèõàéëîâà è È. À. Òàé�ìàíîâà çà ïðîäóêòèâíîå îáñóæäåíèå ñòàòüè. �àáî�òà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòàÍØ-4361.2012.2 Ïðåçèäåíòà �Ô äëÿ ãîñóäàðñòâåí�íîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏåðâûé ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõêîìïîíåíò â íàïðàâëåíèè íîðìàëè êïîâåðõíîñòèÄëÿ ïðèìåðà ðàçëîæèì êîìïîíåíòó ìåòðè÷åñêî�ãî òåíçîðà g23 â ðÿä Òåéëîðà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõ�íîñòè è ïðîâåäåì ñ ó÷åòîìe1S = � �r���S = nSjr�jSñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:g23 = g23S + (�� 1)�(e2 � e3)�� == g23S + 2(�� 1)e2 �(e3)�� == g23S + 2(�� 1)e2 �2r��� �� == g23S + 2(�� 1)e2 �e1��� = g23S + 2 �� 1jr�jS e2 �nS��� == g23S � 2(�� 1)�23jr�jS :Çäåñü e2 �nS��� = ��23� ïåðåêðåñòíàÿ êðèâèçíà, îäíà èç òðåõ êîìïîíåíòâòîðîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ïîâåðõíîñòè.183
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