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Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ ÊÂÀÍÒÎÂÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÈÏÎËÓÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎÄÕÎÄÎÂ ÄËß ÀÍÀËÈÇÀÑÏÈÍÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ Â ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÒÎ×ÊÀÕÌ. Þ. Ïåòðîâ *, Ñ. Â. ßêîâëåâÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò198504, Ïåòðîäâîðåö, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 7 íîÿáðÿ 2011 ã.Ñîïîñòàâëåíû äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ñïèíîâîé äèíàìèêè ýëåêòðîííî-ÿäåðíîé ñèñòåìû â êâàíòîâûõòî÷êàõ: êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé, îñíîâàííûé íà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ìîäåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà, è ïî-ëóêëàññè÷åñêèé, îñíîâàííûé íà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿõ ïðåöåññèè ñðåäíåãî ñïèíà ýëåêòðîíà è ñðåäíåãîñïèíà ÿäåðíûõ �ëóêòóàöèé. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîäõîäîâ â ìîäåëüíîé çàäà÷å, îïèñûâàþùåé ïåðèîäè-÷åñêóþ íàêà÷êó ýëåêòðîííî-ÿäåðíîé ñèñòåìû îïòè÷åñêèì âîçáóæäåíèåì. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè,÷òî íàëè÷èå ðàçáðîñà ïàðàìåòðîâ â ÿäåðíîé ñèñòåìå, îáóñëîâëåííîãî ÿäåðíûìè ñïèíîâûìè �ëóêòóàöè-ÿìè, ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ â íåé óïîðÿäî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ, íàâÿçàííîãî ïåðèîäè÷åñêèì âîçáóæäå-íèåì, è ý��åêòó ñèíõðîíèçàöèè ìîä ïðåöåññèè ýëåêòðîííûõ ñïèíîâ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Ñäåëàíâûâîä î òîì, ÷òî îáå ìîäåëè ïîçâîëÿþò êà÷åñòâåííî îïèñàòü ý��åêò ñèíõðîíèçàöèè ìîä, îäíàêî äà-þò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû. Ýòî ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü îá îãðàíè÷åííîéïðèìåíèìîñòè ïðåöåññèîííîé ìîäåëè ê îïèñàíèþ ñïèíîâîé äèíàìèêè â êâàíòîâûõ òî÷êàõ ïðè íàëè÷èèîïòè÷åñêîé íàêà÷êè.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ýâîëþöèè êâàíòîâîìå�õàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé áîëüøîå êîëè÷å�ñòâî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, îêàçûâàåòñÿ, êàêïðàâèëî, èñêëþ÷èòåëüíî ãðîìîçäêîé è ïðàêòè÷åñêèíåðåàëèçóåìîé ïðîöåäóðîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, êâàíòî�âîìåõàíè÷åñêèé ðàñ÷åò ÷àñòî çàìåíÿåòñÿ ðàñ÷åòîìýâîëþöèè êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà òàêîé ñèñòåìû, âêîòîðîì äâèæåíèå êàæäîé ÷àñòèöû ñòðîãî äåòåð�ìèíèðîâàíî. �ðàíèöû ïðèìåíèìîñòè òàêîãî ïîäõî�äà â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå òðåáóþò ñîîòâåò�ñòâóþùåãî îáîñíîâàíèÿ. Íàñòîÿùåå ñîîáùåíèå ïî�ñâÿùåíî ðàññìîòðåíèþ îäíîãî èç òàêèõ ñëó÷àåâ, àèìåííî, ýâîëþöèè ïðîñòðàíñòâåííî-ëîêàëèçîâàííîéñèñòåìû, ñîäåðæàùåé ýëåêòðîííûé ñïèí è áîëüøîå÷èñëî ÿäåðíûõ ñïèíîâ.�åàëüíûì ïðîòîòèïîì òàêîé ñèñòåìû ìîæåò ñëó�æèòü ïîëóïðîâîäíèêîâàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà, ñîäåðæà�ùàÿ îäèí èçáûòî÷íûé ýëåêòðîí (ðåçèäåíòíûé ýëåê�òðîí). Âîçáóæäåíèå ñèñòåìû öèðêóëÿðíî ïîëÿðè�çîâàííûì ñâåòîì ðîæäàåò ýëåêòðîí-äûðî÷íóþ ïà�*E-mail: m.petrov�spbu.ru

ðó, ïîñëå âûñâå÷èâàíèÿ êîòîðîé ñïèí ðåçèäåíòíîãîýëåêòðîíà îðèåíòèðóåòñÿ. Ïðè ýòîì ñòåïåíü öèðêó�ëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åííîãî �îòîíà îòðàæàåòèí�îðìàöèþ î ïîëÿðèçàöèè ðåçèäåíòíîãî ýëåêòðî�íà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä àêòîì âîçáóæäåíèÿ.Ñïèíîâàÿ äèíàìèêà ðåçèäåíòíûõ ýëåêòðîíîâ âêâàíòîâûõ òî÷êàõ ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ èõñâåðõòîíêèì âçàèìîäåéñòâèåì ñ N � 104�105 ÿäðà�ìè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, ïîêðûâàåìûìè âîë�íîâîé �óíêöèåé ëîêàëèçîâàííîãî ýëåêòðîíà [1℄. �å�çóëüòàò ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî íàãëÿäíûì îá�ðàçîì ïðåäñòàâèòü êàê ïðåöåññèþ ñïèíà â ý��åêòèâ�íîì ìàãíèòíîì ïîëå, ñîçäàâàåìîì àíñàìáëåì ÿäåð�íûõ ñïèíîâ [2℄. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÿäåðíûå ñïèíûíå îðèåíòèðîâàíû, èõ ñëó÷àéíîå ñëîæåíèå ïðèâîäèòê ïîÿâëåíèþ �ëóêòóàöèè ý��åêòèâíîãî ïîëÿ, âåëè�÷èíà êîòîðîãî ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâìèëëèòåñëà [2℄. Ýòî ïðèâîäèò ê áûñòðîé äå�àçèðîâ�êå ýëåêòðîííîãî ñïèíà â àíñàìáëå êâàíòîâûõ òî÷åêçà âðåìÿ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ íàíîñåêóíä [2, 3℄.Îðèãèíàëüíûé ñïîñîá ïîäàâëåíèÿ ý��åêòà ñëó�÷àéíûõ ïîëåé ÿäåðíûõ ñïèíîâ â óñëîâèÿõ ïåðèî�äè÷åñêîé îïòè÷åñêîé íàêà÷êè áûë ïðîäåìîíñòðèðî�âàí â ðàáîòå [4℄. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷å�363



Ì. Þ. Ïåòðîâ, Ñ. Â. ßêîâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012ñêàÿ íàêà÷êà ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçàöèè ìîä ïðåöåñ�ñèè ýëåêòðîííûõ ñïèíîâ â ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâ�ëåííîì ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè îïòè÷åñêîãî âîçáóæ�äåíèÿ. Êîíñòðóêòèâíàÿ èíòåð�åðåíöèÿ ðàçëè÷íûõìîä ïðåöåññèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ÷àñòè÷íûì âîññòà�íîâëåíèåì ýëåêòðîííîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè ê ìî�ìåíòó ïðèõîäà êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî èìïóëüñà íà�êà÷êè � áàí÷èíã. Ïîçæå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíîñîõðàíåíèå áàí÷èíãà â òå÷åíèå äîâîëüíî ïðîäîëæè�òåëüíîãî âðåìåíè (äåñÿòêè ìèíóò) ïîñëå âûêëþ÷å�íèÿ íàêà÷êè [5℄, ÷òî íå ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî íèêà�êèìè ý��åêòàìè â ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìå. Èñõîäÿèç ýòîãî, àâòîðû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿìîä ñïèíîâîé ïðåöåññèè îáóñëîâëåíà �îðìèðîâàíè�åì îñîáîãî ñîñòîÿíèÿ ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû, îä�íàêî òî÷íîãî òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ýòîãî ñîñòî�ÿíèÿ ïðåäñòàâëåíî íå áûëî. Îòìåòèì, ÷òî �åíîìå�íîëîãè÷åñêèå ïîäõîäû, îïèñûâàþùèå ìåõàíèçì �îð�ìèðîâàíèÿ ñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé â ÿäåðíîé ñïèíî�âîé ñèñòåìå, ðàçâèâàëèñü â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ [6�8℄.Ñïèíîâóþ äèíàìèêó ýëåêòðîííî-ÿäåðíîé ñèñòå�ìû íàèáîëåå òî÷íî ìîæíî áûëî áû îïèñàòü, èñïîëü�çóÿ ïðÿìóþ äèàãîíàëèçàöèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãà�ìèëüòîíèàíà, îäíàêî òàêîé ðàñ÷åò âîçìîæåí òîëü�êî äëÿ îãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà ÿäåðíûõ ñïèíîâN � 102 [9�11℄. Ïîñêîëüêó êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿçàäà÷à îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè ÿäåð�íûõ ñïèíîâ íå ìîæåò áûòü ïðÿìûì îáðàçîì ðåøåíà,ìíîãèå àâòîðû èñïîëüçóþò �åíîìåíîëîãè÷åñêèå ìî�äåëè, ëèáî ìîäåëè, îñíîâàííûå íà óðàâíåíèÿõ ïðå�öåññèè êëàññè÷åñêèõ ìîìåíòîâ [8, 12℄.Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðå�òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ý��åêòà ñèíõðîíèçàöèèìîä ïðåöåññèé ýëåêòðîííûõ ñïèíîâ â îäíîðîäíîì àí�ñàìáëå êâàíòîâûõ òî÷åê ïðè èõ îïòè÷åñêîé íàêà÷�êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïåðèîäè÷åñêè ñëåäóþùèõèìïóëüñîâ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âðåìåí�íûõ èíòåðâàëîâ, ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ âðåìåí ðå�ëàêñàöèè ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû. Ìû òàêæå èñ�êëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ðàçáðîñ g-�àêòîðîâ ýëåêò-ðîíà, ïðèñóòñòâóþùèé â àíñàìáëå ðåàëüíûõ êâàíòî�âûõ òî÷åê [4, 5℄.Òåì ñàìûì, ìû ðàññìîòðèì �èçèêó ý��åêòàñèíõðîíèçàöèè ìîä, îáóñëîâëåííîãî ìîäè�èêàöèåéñîñòîÿíèÿ ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû ïðè âîçäåé�ñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé íàêà÷êè ýëåêòðîííîãî ñïèíàâ àíñàìáëå êâàíòîâûõ òî÷åê. Â òî æå âðåìÿ ìûïîñòàðàåìñÿ ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ïðè ìàêñèìàëüíîâîçìîæíîì ñîõðàíåíèè ñòðîãîñòè êâàíòîâîìåõàíè�÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëü�çîâàòü ¾ìîäåëü ÿùèêà¿ [2, 13, 14℄, äîïóñêàþùóþòî÷íîå ðåøåíèå. �åçóëüòàòû êâàíòîâîìåõàíè÷åñêî�

ãî ðàñ÷åòà áóäóò ñîïîñòàâëåíû ñ ðåçóëüòàòàìè, ïî�ëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà,îñíîâàííîãî íà óðàâíåíèÿõ ïðåöåññèè ñðåäíèõ ñïè�íîâ [8℄. Òàêîå ñðàâíåíèå ïîäõîäîâ ïîçâîëÿåò ïîêà�çàòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäå�ëè ê îïèñàíèþ ÿäåðíîé ñïèíîâîé äèíàìèêè â êâàí�òîâûõ òî÷êàõ.Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà. Ñíà÷àëà áóäóòñ�îðìóëèðîâàíû îáùèå ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîìåõà�íè÷åñêîãî è ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäîâ è çàïèñàíûóðàâíåíèÿ, ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ êîòîðûõ áóäóò îáñó�æäàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Çàòåì ìû ïðîàíà�ëèçèðóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé � äèíàìèêó ýëåêòðîííîãîñïèíà, èíèöèèðîâàííóþ åäèíè÷íûì àêòîì âîçáóæ�äåíèÿ. Áóäåò äàíî êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîåñðàâíåíèå äâóõ ïîäõîäîâ, à òàêæå ñðàâíåíèå ñ èç�âåñòíûì òåîðåòè÷åñêèì ðåøåíèåì, îñíîâàííûì íàðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [2℄. Ïîñëå ýòîãî ìû ïðîàíàëèçè�ðóåì äèíàìèêó ýëåêòðîííîãî ñïèíà è ÿäåðíîé ñïè�íîâîé ïîëÿðèçàöèè ïðè ïåðèîäè÷åñêîé îðèåíòàöèèýëåêòðîííîãî ñïèíà. Áóäåò ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîåè êîëè÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîââ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîì è ïîëóêëàññè÷åñêîì ïîäõî�äàõ. �ðîìîçäêèå àíàëèòè÷åñêèå âûêëàäêè ïðèâåäå�íû â òðåõ ïðèëîæåíèÿõ.2. ÊÂÀÍÒÎÂÎÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÀß ÈÏ�ÅÖÅÑÑÈÎÍÍÀß ÌÎÄÅËÈÂ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëü�òîíèàí ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ýëåêòðîíà ñîñïèíîì Ŝ è N ÿäåð ñî ñïèíàìè Îj , âî âíåøíåì ïî�ñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå B, âûãëÿäèò ñëåäóþùèìîáðàçîì:H = �e~(Ŝ �B)� ~ NXj=1 jn(Îj �B) ++ NXj=1Aj j (Rj)j2(Ŝ � Îj); (1)ãäå e è jn � ãèðîìàãíèòíûå îòíîøåíèÿ ýëåêòðîíà èÿäåð, Aj � êîíñòàíòà ñâåðõòîíêîãî âçàèìîäåéñòâèÿýëåêòðîíà ñ j-ì ÿäðîì, j (Rj)j2 � àìïëèòóäà ýëåê�òðîííîé ïëîòíîñòè â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ j-ãî ÿäðà.Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà âêâàíòîâîé òî÷êå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî îäèí òèï ÿäåð:jn = n; Aj = A; 8 j = 1; : : : ; N: (2)Òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ìîäåëèÿùèêà [14℄:364



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012 Ñðàâíåíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî è ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäîâ : : :j (Rj)j2 = j (Ri)j2 = 1N ; 8 i; j = 1; : : : ; N: (3)Åñëè ââåñòè îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíîâîãî ìîìåíòàÿäåð Ĵ =Pj Îj , òî ãàìèëüòîíèàí (1) ïðèíèìàåò âèäH = �e~(Ŝ �B)� n~(Ĵ �B) + AN (Ŝ � Ĵ): (4)Ñîñòîÿíèå ýëåêòðîííî-ÿäåðíîé ñèñòåìû íà ÿçû�êå êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìîæåò áûòü îïèñàíî ìàòðè�öåé ïëîòíîñòè �(t), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíå�íèÿ �îí Íåéìàíà [15℄i~ _�(t) = �H; �(t)� (5)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì �(t = 0) = �0. Ñðåäíèå çíà÷å�íèÿ íàáëþäàåìûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîãóò òîãäàáûòü âû÷èñëåíû îáû÷íûì îáðàçîì, íàïðèìåð,hŜi(t) = Tr h�(t)Ŝi ; hĴi(t) = Tr h�(t)Ĵi : (6)Âåëè÷èíû hŜi (hĴi) õàðàêòåðèçóþò â ýêñïåðèìåíòåýëåêòðîííóþ (ÿäåðíóþ) ñïèíîâóþ ïîëÿðèçàöèþ, êî�òîðûå ìîãóò áûòü çàðåãèñòðèðîâàíû.Àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ ñïèíîâîéäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé ñîâ�ìåñòíîé ïðåöåññèè ýëåêòðîííîãî è ÿäåðíîãî ñïè�íîâ [8, 12℄: 8><>: ddtS = �[J� S℄ + [!e � S℄;ddtI = �[S� J℄ + [!n � J℄: (7)Çäåñü S è J � êëàññè÷åñêèå âåêòîðíûå âåëè÷èíû,èìåþùèå ñìûñë ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ, àññîöèèðî�âàííûõ ñî ñïèíîì ýëåêòðîíà è ÿäåðíûì ñïèíîì.Äðóãèå ïàðàìåòðû â óðàâíåíèÿõ (7), � = A=(N~),!e;n = �e;nB, îïðåäåëÿþò ÷àñòîòû âçàèìíîé ïðå�öåññèè ýëåêòðîííîãî è ÿäåðíîãî ñïèíîâ, à òàêæå ïðå�öåññèè ñïèíîâ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Ñèñòåìàóðàâíåíèé (7), âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòóëèðóåòñÿ, õîòÿèç óðàâíåíèÿ �îí Íåéìàíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ååêâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé àíàëîã (ñì. äåòàëè â Ïðèëî�æåíèè A). Êðîìå òîãî, äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (7)ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå â óñëîâèÿõ, êîãäà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå âåëè�êî (ñì. Ïðèëîæåíèå C).Â ýòîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòüàíñàìáëü îäèíàêîâûõ êâàíòîâûõ òî÷åê, â êîòîðûõíà÷àëüíûå óñëîâèÿ S0 è J0 ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíî�ñòüþ âåðîÿòíîñòèw(S0;J0) = we(S0)wn(J0); (8)

ãäå we(S0) è wn(J0) � ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿýëåêòðîííîé è ÿäåðíîé ïîäñèñòåì.�åøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (7), ìîæíî ïîëó÷èòüìíîæåñòâî ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò íà÷àëüíûõ óñëî�âèé: S(t;S0;J0); J(t;S0;J0): (9)Èíòåãðèðóÿ ýòè ðåøåíèÿ ñ âåñàìè w(S0;J0) ïî íà�÷àëüíûì óñëîâèÿì, ïîëó÷èì ñðåäíèå ïî àíñàìáëþâåëè÷èíû:S(t) = ZZ S(t;S0;J0)w(S0;J0) dS0 dJ0;J(t) = ZZ J(t;S0;J0)w(S0;J0) dS0 dJ0: (10)Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, ñîîò�âåòñòâóþùèé â ýêñïåðèìåíòå íåðåçîíàíñíîé íàêà÷êåýëåêòðîííûõ ñïèíîâ [16℄, ïðè êîòîðîé ýëåêòðîííûéñïèí ïîñëå êàæäîãî èìïóëüñà íàêà÷êè ïðèîáðåòàåòîïðåäåëåííîå çíà÷åíèå Si (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó�÷àå 1=2 âäîëü îñè z), íå çàâèñÿùåå îò ïðåäûñòîðèè.Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî íà÷àëü�íûì çíà÷åíèÿì ýëåêòðîííîãî ñïèíà ïðåâðàùàåòñÿ âÆ-�óíêöèþ: we(S0) = Æ(S0 � Si): (11)Òåì ñàìûì óñðåäíåíèå ïî S0 â âûðàæåíèÿõ (10)ìîæíî îïóñòèòü:S(t) = Z S(t;Si;J0)wn(J0) dJ0;J(t) = Z J(t;Si;J0)wn(J0) dJ0: (12)3. ÔÓÍÊÖÈÈ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÂÅËÈ×ÈÍÛ ÏÎËÍÎ�Î ÑÏÈÍÎÂÎ�ÎÌÎÌÅÍÒÀ ßÄÅ�Ïðè ðåøåíèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è âñëó÷àå ìîäåëè ÿùèêà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåä�ñòàâëåíèå ñîáñòâåííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé ïîëíîãîóãëîâîãî ìîìåíòà ÿäåðíîé ñèñòåìû [14℄. Â òàêîìïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíèàí èìååò áëî÷íî-äèàãî-íàëüíûé âèä, ïðè÷åì â êàæäîì áëîêå ðåàëèçóåòñÿîïðåäåëåííîå çíà÷åíèå J ïîëíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà.Ìàòðèöà ïëîòíîñòè èìååò òàêîé æå áëî÷íî-äèàãî-íàëüíûé âèä, ïðè÷åì äèíàìèêà êîíêðåòíîãî áëîêàìàòðèöû ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìýòîìó áëîêó áëîêîì ãàìèëüòîíèàíà. Òàêèì îáðàçîì,îïðåäåëèâ ñòàòèñòèêó ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âîçìîæíûì365



Ì. Þ. Ïåòðîâ, Ñ. Â. ßêîâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012çíà÷åíèÿì ñóììàðíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà (â äàëü�íåéøåì, êâàíòîâàÿ ñòàòèñòèêà), ìû ñóùåñòâåííî ñî�êðàùàåì êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé â êâàíòîâîìåõàíè�÷åñêîì ïîäõîäå.Ó ñèñòåìû èç N îäèíàêîâûõ ÿäåð ñî ñïèíîì Iñóùåñòâóåò (2I+1)N êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Ñóììàð�íûé ñïèí ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìîæåò ïðèíèìàòüçíà÷åíèÿ J = 0; 1; 2; : : : ; NI . Ïðè ýòîì êàæäàÿ ðå�àëèçàöèÿ J ìîæåò èìåòü 2J + 1 ïðîåêöèþ íà îñüêâàíòîâàíèÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò 2J+1 ñîñòîÿíèå ñ äàí�íûì J . Ïóñòü �NI (J) � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòî�ðûìè ìîæíî ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèþ J ñëîæåíèåì Nýëåìåíòàðíûõ ìîìåíòîâ âåëè÷èíîé I êàæäûé. Âåëè�÷èíà �NI (J) óäîâëåòâîðÿåò íîðìèðîâêå1(2I + 1)N NIXI=0�NI (J)(2J + 1) = 1: (13)Êîý��èöèåíòû �NI (J) èçâåñòíû è äëÿ ÷åòíûõ Nèìåþò âèä (ñì. äåòàëè â Ïðèëîæåíèè B)�N1=2(J) = CN=2�JN=2 � CN=2�J�1N=2 ; (14)�N3=2(J) = N=2Xk;m=0CkN=2CmN=2 [Æ (2m+k�3N=4+J) �� Æ (2m+ k � 3N=4 + J + 1)℄ : (15)Çäåñü Ckn � áèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò, Æ(x) �äåëüòà-�óíêöèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ ïîëíîãî ÿäåðíîãî ìîìåí�òà J íà îñü êâàíòîâàíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü 2J + 1äèñêðåòíîå çíà÷åíèå. Îäíàêî ïîñêîëüêó äëÿ áîëü�øèíñòâà áëîêîâ J âåëèêî (J � pN I â ìàêñèìóìåðàñïðåäåëåíèÿ), ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè åãîìîæíî çàìåíèòü íà íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîóãëàì è îïèñàííîå âûøå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåñàìèWI (J) = 2J + 1(2I + 1)N �NI (J); J = 0; : : : ; NI: (16)Çäåñü WI (J) � âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñîñòîÿíèÿÿäåðíîé ñèñòåìû ñ ïîëíûì ìîìåíòîì J .Êàê îáñóæäàëîñü â ðàáîòå [2℄, â ðàìêàõ ïîëóêëàñ�ñè÷åñêîé ìîäåëè ñëó÷àéíîå ñëîæåíèå ñïèíîâ ÿäåð Ijïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íåíóëåâîé �ëóêòóàöèèñóììàðíîãî ìîìåíòà J = PNj=1 Ij , âåëè÷èíà êîòî�ðîãî îòëè÷íà îò íóëÿ äëÿ êâàíòîâîé òî÷êè, ñîäåð�æàùåé õîòÿ è áîëüøîå, íî êîíå÷íîå ÷èñëî ÿäåð. �àñ�ñìîòðèì ñëó÷àé ïîëíîñòüþ ðàçóïîðÿäî÷åííîé (íåïî�ëÿðèçîâàííîé) ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû, â êîòî�ðîé ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí è íàïðàâëåíèé Ij áó�äåì ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíûìè è íå çàâèñÿùèìè äðóã

îò äðóãà. Èç òåîðèè âåðîÿòíîñòè èçâåñòíî, ÷òî âåëè�÷èíà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñóììîé îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí�íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìååò ãàóññîâî ðàñïðåäå�ëåíèå. Ïîýòîìó äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîé ÿäåðíîé ñè�ñòåìû ðàñïðåäåëåíèå äåêàðòîâûõ ïðîåêöèé ÿäåðíî�ãî ìîìåíòà ïî íà÷àëüíûì ðåàëèçàöèÿì áóäåò íîð�ìàëüíûì:w(J) = w(Jx; Jy; Jz) = Yi=x;y;z 1p2��I �� exp�� J2i2�2I� = 1�p2��I�3 exp�� J22�2I� ; (17)ãäå [2℄ �2I = I(I + 1)3 N: (18)Â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàòw(J) = w(J; �; �) = 1�p2��I�3 exp�� J22�2I ��� J2 sin � = wI(J)w(�; �); (19)ãäå wI(J) è w(�; �) � íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöóðàäèàëüíîå è óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèÿ:wI(J) = 4��p2��I�3 J2 exp�� J22�2I � ; (20)w(�; �) = 14� sin �: (21)�àäèàëüíàÿ ÷àñòü wI(J) ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿèìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è âåëè÷èíà WI (J), äàííàÿóðàâíåíèåì (16). Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ñòà�òèñòèê äëÿ íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Íà ðèñóí�êå âèäíî, ÷òî óæå äëÿ íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ÿäåð âå�ëè÷èíû WI (J) è wI (J) íåïëîõî âîñïðîèçâîäÿò äðóãäðóãà. Òàêèì îáðàçîì, àíñàìáëü ÿäåðíûõ ñïèíîâ, ñî�ñòîÿùèé èç íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ÿäåð, ÿâëÿåòñÿ óæåäîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî îïèñû�âàòü ïîëóêëàññè÷åñêîé âåêòîðíîé ìîäåëüþ. Îñòàíî�âèìñÿ íà ñëó÷àå 100 ÿäåð ñî ñïèíàìè I = 1=2 êàêíà îïòèìàëüíîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ èí�îðìàòèâíîñòè,ðåçóëüòàòîâ è âðåìåíè ðàñ÷åòîâ. Âñå ïðèâåäåííûå âðàáîòå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó�÷àÿ.4. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎ�Î ÑÏÈÍÀ,Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ÎÄÈÍÎ×ÍÛÌÈÌÏÓËÜÑÎÌ ÍÀÊÀ×ÊÈÂîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãîïàðàãðà�à, ìû ðàññ÷èòàëè äèíàìèêó ñèñòåìû,366
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J J�èñ. 1. Ñðàâíåíèå êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè (Æ) è ðàäèàëüíîé ÷àñòè ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ (�) äëÿ ðàçíîãî êîëè÷åñòâàÿäåð N ñ ðàçíûì ýëåìåíòàðíûì ñïèíîì Iñîñòîÿùåé èç èñõîäíî íåïîëÿðèçîâàííûõ ýëåêòðîíàè ñòà èäåíòè÷íûõ ÿäåð ñî ñïèíàìè I = 1=2. Ìûïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìïóëüñ íàêà÷êè ïåðåâîäèòýëåêòðîí â ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííîå ñîñòîÿíèå, àñîñòîÿíèå ÿäåðíîé ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ çà âðåìÿäåéñòâèÿ èìïóëüñà.Íà ðèñ. 2à ïðåäñòàâëåíû âðåìåííûå çàâèñèìîñòèñðåäíåãî çíà÷åíèÿ z-êîìïîíåíòû ýëåêòðîííîãî ñïè�íà, ðàññ÷èòàííûå äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî ìàãíèòíîãîïîëÿ êàê â ðàìêàõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè,òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà.Âèäíî, ÷òî îáà âàðèàíòà ðàñ÷åòîâ äàþò ïðàêòè�÷åñêè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû. Ñíà÷àëà, çà âðåìÿT �2 = T�p6 (âðåìÿ T� îïðåäåëåíî íèæå), ýëåêòðîí�íàÿ ñïèíîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ èñ÷åçà�åò. Çàòåì îíà ÷àñòè÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ê ìîìåíòó6T� äî âåëè÷èíû ðàâíîé ïðèìåðíî 1/6. Ïðè ýòîì è âêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé, è â ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäå�ëÿõ ñóììàðíûé ìîìåíò ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ, ïðî�

èñõîäèò ëèøü ïåðåðàñïðåäåëåíèå âíåñåííîãî â ýëåê�òðîííî-ÿäåðíóþ ñèñòåìó ìîìåíòà S0 ìåæäó ýëåê�òðîííîé è ÿäåðíîé ïîäñèñòåìàìè.Â ïðèáëèæåíèè çàìîðîæåííûõ �ëóêòóàöèé, ðàñ�ñìîòðåííîì âïåðâûå Ìåðêóëîâûì è äð. [2℄, ÿäåðíûåìîìåíòû ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïîäâèæíûìè, ÷òî ïîçâî�ëÿåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ âòîðîå óðàâíåíèåñèñòåìû (7). Ïðè ýòîì ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿëåãêî íàõîäèòñÿ:S(t;J0) = (Si � n)n+ �Si � (Si � n)n� os!t++ �Si � n� sin!t; (22)ãäåSi = S(t = 0) = 12 ez; n = J0jJ0j ; ! = j�J0j: (23)Èíòåãðèðóÿ ýòî ðåøåíèå ñ ïëîòíîñòüþ w(J0) (17) ïîJ0, ïîëó÷àåì [2℄367
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t/T∆�èñ. 2. Êðèâûå äå�àçèðîâêè ýëåêòðîííîãî ñïèíàçà ñ÷åò ñâåðõòîíêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñïèíàìèÿäåð â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå (a) è â ïðèñóòñòâèèñèëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (á ), ðàññ÷è-òàííûå â òðåõ ðàçíûõ ïîäõîäàõ: ñòðîãèé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèé ïîäõîä (Æ); ïîëóêëàññè÷åñêèé ïîäõîä(�); ïðèáëèæåíèå çàìîðîæåííûõ ÿäåðíûõ ñïèíî-âûõ �ëóêòóàöèé (O)Sz(t) = 16 + 13 "1� 2� t2T��2#�� exp(�� t2T��2) ; (24)ãäå T� = 1p2��I : (25)Â äèíàìèêå ýëåêòðîííîãî ñïèíà â ýòîì ñëó÷àå íà�áëþäàåòñÿ òàêîé æå ïðîöåññ, êàê è â ïðåäûäóùèõñëó÷àÿõ, � äåïîëÿðèçàöèÿ ñïèíà ñ õàðàêòåðíûì âðå�ìåíåì T �2 = T�p6 (êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ìèíèìè�çàöèè âûðàæåíèÿ (24)) è ïîñëåäóþùåå âîññòàíîâëå�íèå ïðèìåðíî äî 1/6 (ñì. ðèñ. 2a). Â ýòîì ïîäõîäå,îäíàêî, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëÿðèçàöèÿ ÿäåðíîé ñè�ñòåìû, ò. å. ñóììàðíûé ìîìåíò íå ñîõðàíÿåòñÿ, è ñîâ�ïàäåíèå ñ ïðåäûäóùèìè äàííûìè ìîæíî îáúÿñíèòü

òåì, ÷òî ìàëîå èçìåíåíèå ÿäåðíîãî ìîìåíòà ïîä äåé�ñòâèåì îäèíî÷íîãî èìïóëüñà ïî÷òè íå îòðàæàåòñÿíà äèíàìèêå ýëåêòðîííîãî ñïèíà.Íà ðèñ. 2á ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äè�íàìèêè ýëåêòðîííîãî ñïèíà ïîñëå îäèíî÷íîãî èì�ïóëüñà â ñèëüíîì ïîïåðå÷íîì (ïî îòíîøåíèþ ê íà�÷àëüíîìó íàïðàâëåíèþ ýëåêòðîííîãî ñïèíà) ìàã�íèòíîì ïîëå Bx. Â äèíàìèêå ýëåêòðîííîãî ñïèíà,ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàþùåé âî âñåõ òðåõ ïîäõîäàõ,íàáëþäàþòñÿ îñöèëëÿöèè ñ ÷àñòîòîé j!ej = jeBxj èàìïëèòóäîé, çàòóõàþùåé çà âðåìÿ ïîðÿäêà 6T�. Âêëàññè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè çàòóõàíèå âûçâàíî ðàç�áðîñîì ÷àñòîò ïðåöåññèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà â ñóì�ìàðíîì ïîëå, ñêëàäûâàþùåìñÿ èç âíåøíåãî ìàãíèò�íîãî ïîëÿ è ý��åêòèâíîãî ïîëÿ ÿäåðíûõ ñïèíîâûõ�ëóêòóàöèé.5. ÑËÓ×ÀÉ Ï�ÎÄÎËÆÈÒÅËÜÍÎÉÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÀÊÀ×ÊÈ5.1. Íóëåâîå ìàãíèòíîå ïîëåÄëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ýëåêòðîííî-ÿäåðíîé ñè�ñòåìû â óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷åñêîé íàêà÷êè áóäåì ñ÷è�òàòü, ÷òî íà ñèñòåìó äåéñòâóåò ñåðèÿ ñòðîãî ïåðèî�äè÷åñêèõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ, ñëåäóþùèõ ñ ïåðè�îäîì TR. Âûáåðåì ïåðèîä ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâTR � 10T�, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò óñëî�âèÿì òèïè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ êâàíòîâûìè òî÷êà�ìè [5℄, â êîòîðûõ TR ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà10 íñ, à T� � ïîðÿäêà åäèíèö íàíîñåêóíä. Ïðåäïî�ëàãàåì òàêæå, ÷òî êàæäûé èìïóëüñ íàêà÷êè ïåðå�âîäèò ýëåêòðîííûé ñïèí â ñîñòîÿíèå ñ ïîëíîé ïî�ëÿðèçàöèåé âäîëü îñè z, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò â ýêñ�ïåðèìåíòå íåðåçîíàíñíîìó âîçáóæäåíèþ ýëåêòðîí�íîé ñïèíîâîé ïîäñèñòåìû [16℄. Â êâàíòîâîé ìåõà�íèêå ýòî ñîñòîÿíèå îïðåäåëåíî ìàòðèöåé ïëîòíîñòè�e = j1=2ih1=2j. Â ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäåëè ýòî ñî�ñòîÿíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (11). Áó�äåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ÿäåðíîé ñèñòåìûíå èçìåíÿåòñÿ â ìîìåíò äåéñòâèÿ èìïóëüñà, òåì ñà�ìûì íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíî�ñòè â ìîìåíò äåéñòâèÿ n-ãî èìïóëüñà íàêà÷êè ìîæ�íî çàïèñàòü êàê �(nTR+0) = Tre �(nTR�0)
�e, ãäåTre îçíà÷àåò ÷àñòè÷íîå óñðåäíåíèå ïîëíîé ìàòðèöûïëîòíîñòè ïî ýëåêòðîííûì êâàíòîâûì ÷èñëàì [14℄.Â ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäåëè J(nTR+0) = J(nTR�0).Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó èìïóëüñàìè íàêà÷êè ñèñòåìàýâîëþöèîíèðóåò ñîãëàñíî òîìó, êàê ýòî ðàññìàòðèâà�ëîñü âûøå.Îáñóäèì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëó�368
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98 198�èñ. 3. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî (Æ) è ïîëóêëàññè÷åñêîãî (�) ïîäõîäîâ äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷å-ñêîé íàêà÷êè â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå. Íà ðèñ. a ïðèâåäåí îáùèé ïðî�èëü äèíàìèêè z-êîìïîíåíòû ýëåêòðîííîéñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè. Íà ðèñ. á,â,ã â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå ïîêàçàíû îòäåëüíûå âðåìåííûå ïðîìåæóòêè, èçîáðà-æåííûå ðàìêàìè íà ðèñ. a÷àÿ ïðîäîëæèòåëüíîé (áîëåå 100 èìïóëüñîâ) ñòðîãîïåðèîäè÷åñêîé íàêà÷êè â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå.Íåíóëåâûìè ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ òîëüêî z-êîìïî-íåíòû ýëåêòðîííîãî è ÿäåðíîãî ìîìåíòîâ, ÷òî è ñëå�äóåò îæèäàòü äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ïðåäñòàâëåííûå íàðèñ. 3 ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî êâàíòîâîìåõàíè�÷åñêèé è ïîëóêëàññè÷åñêèé ïîäõîäû äàþò ïðàêòè÷å�ñêè èäåíòè÷íûå ðåçóëüòàòû. Ïî TR ýëåêòðîííàÿ ïî�ëÿðèçàöèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî âîçðàñòàåò, ïðàêòè÷å�ñêè äîñòèãàÿ íàñûùåíèÿ ïîñëå 200 èìïóëüñîâ. Âìåñ-òå ñ òåì, ìåæäó ñîñåäíèìè ëàçåðíûìè èìïóëüñàìèíàáëþäàåòñÿ íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå ýëåêòðîííîéïîëÿðèçàöèè, õîðîøî âîñïðîèçâîäèìîå â îáîèõ ïîä�õîäàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîìèìî ïðîâàëà ïîëÿðèçàöèèïîñëå êàæäîãî èìïóëüñà, óæå îáñóæäàâøåãîñÿ âû�øå, ïåðåä ïðèõîäîì ñëåäóþùåãî èìïóëüñà íàáëþäà�

åòñÿ àíàëîãè÷íûé ïðîâàë, ñîïðîâîæäàåìûé íàðàñ�òàíèåì ïîëÿðèçàöèè ïðàêòè÷åñêè äî ïðåäåëüíîãîçíà÷åíèÿ. Òàêàÿ äèíàìèêà ýëåêòðîííîãî ñïèíà íà�âÿçàíà îïðåäåëåííûì ñîñòîÿíèåì ÿäåðíîé ñïèíîâîéñèñòåìû, â êîòîðîå îíà ïåðåõîäèò ïîñëå äëèòåëü�íîé íàêà÷êè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [14, 17℄,ñ�îðìèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêîé íàêà÷êîé ñïåöè�è�÷åñêàÿ òðàíñ�îðìàöèÿ ñòàòèñòèêè ÿäåðíûõ ñïèíî�âûõ �ëóêòóàöèé ïðèâîäèò ê ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 3ý��åêòó ïîâòîðåíèÿ â äèíàìèêå ýëåêòðîííîé ñïè�íîâîé ïîëÿðèçàöèè.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òîñðåäíåå çíà÷åíèå z-êîìïîíåíòû ïîëíîãî ÿäåðíîãîìîìåíòà ïî ìåðå íàêà÷êè óâåëè÷èâàåòñÿ, àñèìïòî�òè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê ïðåäåëüíî âîçìîæíîìó çíà�÷åíèþ ÿäåðíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè, âîçìîæíîìó11 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 369
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�èñ. 4. Äèíàìèêà z-êîìïîíåíòû ýëåêòðîííîãî ñïèíà â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó èìïóëüñàìè íàêà÷êè â ïîïåðå÷íîì ìàã-íèòíîì ïîëå, ðàññ÷èòàííàÿ â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè (Æ) è â ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäåëè (�) ïîñëå äåéñòâèÿïåðâîãî èìïóëüñà (à), ïîñëå äåéñòâèÿ 10-ãî èìïóëüñà (á ), ïîñëå äåéñòâèÿ 310-ãî èìïóëüñà (â), ïîñëå äåéñòâèÿ 500-ãîèìïóëüñà (ã)â ìîäåëè ÿùèêà ïðè íàêà÷êå èç âûñîêîòåìïåðàòóð�íîãî ñîñòîÿíèÿ [14℄.5.2. Ïîïåðå÷íîå ìàãíèòíîå ïîëåÒåïåðü ðàññìîòðèì äåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîé íà�êà÷êè íà äèíàìèêó ýëåêòðîííûõ è ÿäåðíûõ ñïèíîâ âïðèñóòñòâèè ïîïåðå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ðèñ. 4).Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ïåðèîäè÷åñêîé íàêà÷êèâ ïîïåðå÷íîì ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå áàí÷èíãà âîáåèõ ìîäåëÿõ. Ý��åêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýëåêò-ðîííàÿ ñïèíîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïå�ðåä ïðèõîäîì î÷åðåäíîãî èìïóëüñà. Àìïëèòóäà áàí�÷èíãà áûñòðî âîçðàñòàåò, �àêòè÷åñêè íàñûùàÿñü çàíåñêîëüêî äåñÿòêîâ èìïóëüñîâ.Â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ ðåçóëüòàòû ðàñ÷å�òà â ðàìêàõ äâóõ ïîäõîäîâ êà÷åñòâåííî ïîõîæè, îä�íàêî êîëè÷åñòâåííî ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ óæå ïîñëåíåñêîëüêèõ èìïóëüñîâ íàêà÷êè. Àìïëèòóäà áàí÷èí�ãà, ïîëó÷åííàÿ â ðàñ÷åòå â ðàìêàõ ïîëóêëàññè÷å�ñêîé ìîäåëè, îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøåé, ÷åìâ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òîóêàçàííûå ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè ñïèíîâîé ñèñòåìûâîñïðîèçâîäÿòñÿ ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ðàñ÷å�òà � ïåðèîäà ïîâòîðåíèÿ èìïóëüñîâ, âåëè÷èíû ìàã�íèòíîãî ïîëÿ, ÷èñëà ÿäåð, ðàññìîòðåííûõ â îáåèõìîäåëÿõ.Ýòè ðàçëè÷èÿ îòðàæàþò ïðèíöèïèàëüíóþ ðàç�íèöó äâóõ ïîäõîäîâ. Â ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäåëèêàæäîé íà÷àëüíîé ðåàëèçàöèè ÿäåðíûõ ñïèíîâûõ�ëóêòóàöèé ñîîòâåòñòâóåò æåñòêî äåòåðìèíèðîâàí�
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�èñ. 5. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîé êîì-ïîíåíòû ÿäåðíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè â ðàç-ëè÷íûõ òî÷êàõ âðåìåííîãî ïðîòîêîëà íàêà÷êèýëåêòðîííî-ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû: â íóëåâîéìîìåíò âðåìåíè (òîíêàÿ ëèíèÿ), ïîñëå 20-ãî èì-ïóëüñà (æèðíàÿ ëèíèÿ) è ïîñëå äåéñòâèÿ 500-ãî èì-ïóëüñà (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). �àñ÷åò âûïîëíåí â ðàì-êàõ ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäàíàÿ ýâîëþöèÿ ÿäåðíîãî ìîìåíòà, îïèñûâàåìàÿ ñèñòå�ìîé óðàâíåíèé (7). Ýâîëþöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõïîð, ïîêà ïðåöåññèÿ ýëåêòðîííîãî ñïèíà â äàííîéðåàëèçàöèè íå ñèíõðîíèçèðóåòñÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòüþ èìïóëüñîâ íàêà÷êè [8℄. Ïîñëå ýòîãî íàêà÷êàñâÿçàííîé ýëåêòðîííî-ÿäåðíîé ñèñòåìû ïîëíîñòüþïðåêðàùàåòñÿ è çíà÷åíèÿ ÿäåðíîãî ìîìåíòà ïåðåñòà�þò ìåíÿòüñÿ. Â èòîãå, â ðàñïðåäåëåíèè ïîëíîãî ñïè�íîâîãî ìîìåíòà ÿäåð ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî òå çíà÷å�370



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012 Ñðàâíåíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî è ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäîâ : : :íèÿ ìîìåíòà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèþ ñèí�õðîíèçàöèè. Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî íà ðèñ. 5, ãäå ïî�êàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ÿäåð�íîé ïîëÿðèçàöèè Jk (x-êîìïîíåíòû), ðàññ÷èòàííîéâ ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäåëè ïîñëå ïåðâîãî, 20-ãî è500-ãî èìïóëüñîâ íàêà÷êè. Êàê è ñëåäóåò îæèäàòü,ïîñëå ïåðâîãî èìïóëüñà íàêà÷êè ðàñïðåäåëåíèå ñëà�áî îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîãî (ñì. âûðàæåíèå (17)),ñîîòâåòñòâóþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Ê äâàäöàòî�ìó èìïóëüñó �îðìèðóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòó�ðà, êîòîðàÿ ïðè äàëüíåéøåé íàêà÷êå óñèëèâàåòñÿ,òàê ÷òî ñòàòèñòèêà ïðåâðàùàåòñÿ â íàáîð äåëüòàîá�ðàçíûõ ïèêîâ. Àíàëèç ñòàòèñòèê, ïîëó÷åííûõ ïðèðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íàêà÷êè è ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû(èçìåíÿëèñü ïåðèîä íàêà÷êè TR, ïîñòîÿííàÿ �, ÷èñ�ëî ÿäåð N), ïîêàçàë, ÷òî ïèêè ýêâèäèñòàíòíû (ñ òî÷�íîñòüþ äî øèðèíû ïèêîâ) è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìèîïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì��Jk = 2�TR : (26)Ïîñëå äîñòàòî÷íî áûñòðîé ñòðóêòóðèçàöèè ÿäåðíîéñòàòèñòèêè íàêà÷êà ÿäåðíîé ñèñòåìû ïðåêðàùàåòñÿè êîìïîíåíòû ñóììàðíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà ïðàê�òè÷åñêè ïåðåñòàþò ìåíÿòüñÿ.Â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêà ýëåê�òðîííî-ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿêàê ýâîëþöèÿ ñïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýòîé ñèñòåìûè îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè. Çíàÿ ýëåìåíòûìàòðèöû ïëîòíîñòè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè,ìîæíî ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè ïðî�åêöèé ïîëíîãî ñïèíîâîãî ìîìåíòà ÿäåðíîé ñèñòåìûâ ýòîò ìîìåíò. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî ñëåäóþùè�ìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ââåäåì âåëè÷èíóWk(J) = hÆ(Ĵk � J)i = Tr[�Æ(Ĵk � J)℄; (27)ãäå â ðàññìàòðèâàåìîé ãåîìåòðèè Ĵk = Ĵx. Èñêëþ�÷èòåëüíî äëÿ âèçóàëèçàöèè, ñäåëàåì òàêæå çàìåíóâ óðàâíåíèè (27) Æ-�óíêöèè íà �óíêöèþ ËîðåíöàLÆ(x) = Æ=[�(Æ2 + x2)℄, êîòîðàÿ â ïðåäåëå Æ ! 0 äà�åò Æ-�óíêöèþ. Âûáåðåì Æ òàê, ÷òîáû øèðèíà ëîðåí�öèàíà áûëà ìíîãî ìåíüøå �I . Ïðè ýòîì àìïëèòóäàëîðåíöèàíà áóäåò èìåòü ñìûñë âåðîÿòíîñòè ðåàëèçà�öèè ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííîé âåëè÷èíîé ïðîåêöèè ïîë�íîãî ìîìåíòà Jk.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà �óíêöèè Wk ïðèâåäåíû íàðèñ. 6. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäå�ëåíèÿ ïîëíîãî ñïèíîâîãî ìîìåíòà ÿäåðíîé ñèñòåìûäèñêðåòíà, ðàçðåøåííûìè îñòàþòñÿ òîëüêî ñîñòîÿ�íèÿ ñ �èêñèðîâàííîé âåëè÷èíîé ïðîåêöèè Jk. Ýòîò�àêò ñëåäóåò èç îáùåãî ïîëîæåíèÿ î êâàíòîâàíèè
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�èñ. 6. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîé êîì-ïîíåíòû ÿäåðíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè íåïîëÿðè-çîâàííîé ñèñòåìû (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ïîñëå ñîòî-ãî èìïóëüñà íàêà÷êè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ðàññ÷èòàí-íûå â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîì ïîäõîäå
óãëîâîãî ìîìåíòà [15℄. ×èñëî ïèêîâ è ÷àñòîòà èõðàñïîëîæåíèÿ çàâèñÿò îò ÷èñëà ÿäåð: ÷åì áîëüøåN , òåì áîëüøå ïèêîâ è òåì ãóùå îíè ðàñïîëîæå�íû. Äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîé ÿäåðíîé ñèñòåìû îãèáà�þùàÿ ïèêîâ èìååò ãàóññîâó �îðìó, àíàëîãè÷íî òî�ìó, êàê ðàñïðåäåëåíû êëàññè÷åñêèå ìîìåíòû (ñì.ðèñ. 5). Îãèáàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ñïèíî�âîãî ìîìåíòà ÿäåðíîé ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññåíàêà÷êè àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â êëàñ�ñè÷åñêîé ñòàòèñòèêå � â íåé âîçíèêàþò ìàêñèìó�ìû íà çíà÷åíèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (26)(ñì. ðèñ. 7). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó�÷àÿ, ñòðóêòóðèçàöèÿ ÿäåðíîé ñòàòèñòèêè ïðîèñõî�äèò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, è ïðè ýòîì îäíîâðåìåí�íî ñ �îðìèðîâàíèåì ìàêñèìóìîâ öåíòð îãèáàþùåéçàìåòíî ñìåùàåòñÿ, ò. å. ïðîèñõîäèò çàìåòíîå óâå�ëè÷åíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòûÿäåðíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè (ñì. ðèñ. 7). Ê äåñÿ�òèòûñÿ÷íîìó èìïóëüñó íàêà÷êè ïðîèñõîäèò åå àñèì�ïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ê âåëè÷èíå îêîëî p2�I ,ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîé ïîëÿðèçàöèè ÿäåðíîéñèñòåìû, âîçìîæíîå â ìîäåëè ÿùèêà [14℄.Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ ýëåêòðîííî-ÿäåðíîéñïèíîâîé ñèñòåìû ïðè ïåðèîäè÷åñêîé íàêà÷êå â ïî�ïåðå÷íîì ìàãíèòíîì ïîëå, ðàññ÷èòàííàÿ â êâàíòîâî�ìåõàíè÷åñêîé è ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäåëÿõ, îêàçûâà�åòñÿ ðàçëè÷íîé íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííî, íî â îïðå�äåëåííîì ñìûñëå è êà÷åñòâåííî.371 11*
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�èñ. 7. Äèíàìèêà êîìïîíåíò ÿäåðíîé ñïèíîâîé ïî-ëÿðèçàöèè, ïîïåðå÷íîé âíåøíåìó ïîëþ (a) è ïðî-äîëüíîé (á ), ðàññ÷èòàííûå â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîéìîäåëè (Æ) è ïîëóêëàññè÷åñêîé ìîäåëè (�). �å-çóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû â åäèíèöàõ �ëóêòóà-öèè �I6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�àññìîòðåíèå äèíàìèêè ñâÿçàííîé ýëåêòðîí-íî-ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû àíñàìáëÿ èäåíòè÷íûõêâàíòîâûõ òî÷åê â äâóõ ïîäõîäàõ, êâàíòîâîìåõà�íè÷åñêîì, îñíîâàííîì íà ÷èñëåííîì ðåøåíèèóðàâíåíèÿ Íåéìàíà, è ïîëóêëàññè÷åñêîì, îñíîâàí�íîì íà ðåøåíèè óðàâíåíèé Áëîõà, îïèñûâàþùèõïðåöåññèþ ñðåäíèõ ñïèíîâ ýëåêòðîíà è ÿäåðíîé ñïè�íîâîé ïîëÿðèçàöèè, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèåâûâîäû. Îáà ïîäõîäà äàþò íå òîëüêî êà÷åñòâåí�íîå, íî è êîëè÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâïðè îïèñàíèè âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó îäèíî÷íîãîïîëÿðèçóþùåãî èìïóëüñà. Îíè îäèíàêîâî õîðî�øî îïèñûâàþò ý��åêò äå�àçèðîâêè èçíà÷àëüíîïîëÿðèçîâàííîãî ïî ñïèíó ýëåêòðîíà çà ñ÷åò åãîâçàèìîäåéñòâèÿ ñ íåïîëÿðèçîâàííîé ÿäåðíîé ñïèíî�âîé ñèñòåìîé êàê â îòñóòñòâèå, òàê è ïðè íàëè÷èèïîïåðå÷íîãî âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.�àññ÷èòàííîå â îáåèõ ìîäåëÿõ ïîâåäåíèå ñïèíî�âîé ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêè ñëåäóþ�ùèõ èìïóëüñîâ íàêà÷êè â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ìàã�

íèòíîãî ïîëÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷�íîì íàêîïëåíèè ýëåêòðîííîé è ÿäåðíîé ñïèíîâîéïîëÿðèçàöèè, à òàêæå â ïîÿâëåíèè âðåìåííûõ îñî�áåííîñòåé, îáóñëîâëåííûõ ñèíõðîíèçàöèåé ìîä ïðå�öåññèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà â ïîëå ÿäåðíûõ ñïèíî�âûõ �ëóêòóàöèé çà ñ÷åò �îðìèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíî�ãî ÿäåðíîãî ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Îáå ìîäåëè ïðåä�ñêàçûâàþò òàêæå ý��åêò ñèíõðîíèçàöèè ìîä ïðå�öåññèé ýëåêòðîííûõ ñïèíîâ â ïîïåðå÷íîì ìàãíèò�íîì ïîëå ïðè ïåðèîäè÷åñêîé íàêà÷êå ñèñòåìû, îäíà�êî çäåñü âåëè÷èíà ý��åêòà è åãî ïîâåäåíèå âî âðå�ìåíè ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ â äâóõ ìîäåëÿõ, ÷òî ÿâ�ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàçëè÷íîé äèíàìèêè êîìïîíåíòÿäåðíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè.Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òîõîòÿ ïðåöåññèîííàÿ ìîäåëü è äàåò íàãëÿäíîå ïðåä�ñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìûâ êâàíòîâûõ òî÷êàõ, èñïîëüçîâàíèå åå äëÿ êîëè÷å�ñòâåííîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ ïîîïòè÷åñêîé íàêà÷êå ÿäåðíîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèèòðåáóåò áîëüøîé îñòîðîæíîñòè.Àâòîðû áëàãîäàðÿò È. ß. �åðëîâèíà è È. Â. Èã�íàòüåâà çà îáñóæäåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáî�òû è öåííûå êîììåíòàðèè ê òåêñòó ñòàòüè. �àáîòàâûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåð�ñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ è �ÔÔÈ. Îäèí èç àâòî�ðîâ (Ì. Þ. Ï.) áëàãîäàðèò �îíä íåêîììåð÷åñêèõïðîãðàìì ¾Äèíàñòèÿ¿.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïèíîâÏîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ ñïè�íîâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñâåðõòîíêèì âçàèìî�äåéñòâèåì. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãàìèëüòîíèà�íà ñâåðõòîíêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò áûòü çàïè�ñàíî â âèäå H = AX� S� 
 I� ; (A.1)ãäå S� (I�) � ìàòðèöû �-ïðîåêöèè ýëåêòðîííî�ãî ñïèíà (ÿäåðíîãî ñïèíà), óäîâëåòâîðÿþùèå êîì�ìóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì [S�; S� ℄ = i���S([I�; I� ℄ = i���I); 
 � çíàê ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ;��� � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè �×èâèòû;� = (x; y; z) è àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ãðå÷åñêèõ èí�äåêñîâ. Â îáùåì âèäå äâóõ÷àñòè÷íàÿ ìàòðèöà ïëîò�íîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáè�íàöèè [10℄372



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012 Ñðàâíåíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî è ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäîâ : : :�(t) = p00(t)1S 
 1I +X p0(t)S 
 1I ++X p0(t)1S 
 I +X�� p��(t)S� 
 I� : (A.2)Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (A.2) â óðàâíåíèå Íåéìàíài~ _�(t) = [H; �(t)℄ è ïåðåñòàâëÿÿ ñëàãàåìûå, ìîæíîïîëó÷èòü_�(t) = A~ X�� ��� [p0(t)� p0(t)℄S� 
 I� ++ A~ X�� ��� p��(t)[(S�)2 
 I � S 
 (I�)2℄ ++ A~ X�� ��� [p��(t) (S�S�)
 I �� p��(t)S 
 (I�I�)℄� A~ X�� ��� p��(t)�� [(SS�)
 I� � S� 
 (I�I)℄: (A.3)Îïðåäåëèì òåïåðü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàå�ìûõ âåëè÷èí âûðàæåíèÿìèhSi = Tr��(t) � S 
 1I� == p0(t) Tr(S)2 Tr 1I ; (A.4a)hIi = Tr��(t) � 1S 
 I� == p0(t) Tr 1S Tr(I)2; (A.4b)h _Si = Tr� _�(t) � S 
 1I� == �A~ X� ��� p��(t) Tr(S)2 Tr(I�)2; (A.4)h _Ii = Tr� _�(t) � 1S 
 I� == A~ X� ��� p��(t) Tr(S�)2 Tr(I)2: (A.4d)Îïðåäåëèâ òàêæåhS�I�i = Tr��(t) � S� 
 I�� = p��(t) Tr(S�)2 Tr(I�)2è ïîäñòàâëÿÿ îòñþäà çíà÷åíèå p��(t) â óðàâíåíèÿ(A.4) è (A.4d), íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿh _Si = �A~ X� ���hS�I�i; (A.5a)h _Ii = A~ X� ���hS�I�i: (A.5b)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèéíà ïåðâûé âçãëÿä ñõîäíû ñ îáûêíîâåííûì âåêòîð�íûì ïðîèçâåäåíèåì, îäíàêî òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ.Çååìàíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîííîãî ñïè�íà (ÿäåðíîãî ñïèíà) ñ âíåøíèì ïîëåì ìîæåò áûòü

îïèñàíî íà ÿçûêå êëàññè÷åñêîé ïðåöåññèè ìàãíèò�íûõ ìîìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñïèíàìè âîêðóã ýòîãîïîëÿ. Ýòîò ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìèóðàâíåíèÿìè Áëîõà:h _Si =X� ���we�hS�i; (A.6a)h _Ii =X� ���wI�hI�i; (A.6b)ãäå !e(I)� = �e(I)B�. Êîìáèíèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿñ óðàâíåíèÿìè (A.5a) è (A.5b), ïîëó÷àåì ñèñòåìóóðàâíåíèé8><>: ddt hŜi = ��h[Ŝ� Ĵ℄i+ [!e � Ŝ℄;ddt hĴi = �h[Ŝ� Ĵ℄i+ [!e � Ĵ℄: (A.7)Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì àíàëî�ãîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (7). Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè�÷èåì êâàíòîâîé ñèñòåìû îò êëàññè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿòîò �àêò, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (A.7) êîððåëÿòîð ñâåðõ�òîíêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ h[Ŝ�Ĵ℄i íå ìîæåò áûòü �àê�òîðèçîâàí êàê [hŜi � hĴi℄, â òî âðåìÿ êàê â êëàññè�÷åñêîé ñèñòåìå (7) ñâåðõòîíêîå âçàèìîäåéñòâèå ðàñ�öåïëÿåòñÿ íà êëàññè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå[S� J℄. Òàêàÿ �àêòîðèçàöèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíàäëÿ ñëó÷àÿ áîëüøèõ ìîìåíòîâ, S; J � 1, è õîðîøîîïèñûâàåò äèíàìèêó äâóõ ìîìåíòîâ ñ âåëè÷èíîé ïî�ðÿäêà 10 è áîëåå, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñïîðíîéäëÿ ñëó÷àÿ ýëåêòðîííîãî ñïèíà S = 1=2.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÑòàòèñòèêà ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâÄëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè �NI (J) âîñïîëüçóåìñÿïðîöåäóðîé, îïèñàííîé â ðàáîòå Êîçëîâà [14℄. Ñî�ãëàñíî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ [15℄, àðãóìåíò Jìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ J = 0; 1; : : : ; NI . Ïóñòü�óíêöèÿ �NI (J) îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïî�ëó÷èòü ìîìåíò ðàâíûé J ïóòåì ñëîæåíèÿ N ìîìåí�òîâ I . Ïðè ýòîì �NI (J) = 0 ïðè J > NI . Äîáàâëÿÿ êñèñòåìå èç N ìîìåíòîâ åùå ïàðó ìîìåíòîâ I , ìîæíîïîëó÷èòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå�N+2I (J) = �NI (J � 2I) + 2�NI (J � 2I + 1) + : : :: : :+ 2I�NI (J � 1) + (2I + 1)�NI (J) ++ 2I�NI (J + 1) + : : :+ �NI (J + 2I) (B.1)ïðè J = 2I; : : : ; IN + 1. Ââèäó ãðîìîçäêîñòè ðåêóð�ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé â îáùåì ñëó÷àå, ìû îãðàíè�÷èìñÿ çäåñü òîëüêî ïðèâåäåíèåì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.373



Ì. Þ. Ïåòðîâ, Ñ. Â. ßêîâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012Ñëó÷àé I = 1=2 áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [14℄. Äëÿñïèíîâ I = 3=2 èìååì�N+23=2 (J) = �N3=2(J � 3) + 2�N3=2(J � 2) ++ 3�N3=2(J � 1) + 4�N3=2(J) + 3�N3=2(J + 1) ++2�N3=2(J+2);�N3=2(J+3) ïðè J = 3; : : : ; (B.2)�N+23=2 (2) = �N3=2(0) + 3�N3=2(1) + 4�N3=2(2) ++ 3�N3=2(3) + 2�N3=2(4) + �N3=2(5); (B.3)�N+23=2 (1) = �N3=2(0) + 3�N3=2(1) + 3�N3=2(2) ++ 2�N3=2(3) + �N3=2(4); (B.4)�N+23=2 (0) = �N3=2(0) + �N3=2(1) ++ �N3=2(2) + �N3=2(3): (B.5)Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòå [14℄,ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå�N3=2(J) = �Z�� gNI (�)ei�JF (�) d�; (B.6)ãäågNI = �e�2I�i+2e�(2I�1)�i+ : : :+2Ie�i�+(2I+1) ++ 2Iei� + : : :+ 2e(2I�1)�i + e2I�i�: (B.7)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè F (�) â âè�äå F (�) = P1k=0 Fkeik� íåíóëåâûìè êîý��èöèåí�òàìè ýòîãî ðÿäà îêàçûâàþòñÿ ëèøü êîý��èöèåíòûF0 = �F1 = 1=(2�). Òàêèì îáðàçîì,�N3=2 = 12� �Z�� gNI (�)ei�J (1� ei�) d�: (B.8)Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïðèâîäèò ê �îðìóëàì (14)è (15). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîäîáíûå âû÷èñëåíèÿëåãêî ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé áîëüøèõ ýëå�ìåíòàðíûõ ñïèíîâ I = 5=2, I = 7=2, I = 9=2.

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ CÏðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåñèñòåìû óðàâíåíèé (7)Ïîëàãàÿ äëÿ óäîáñòâà, ÷òî âíåøíåå ïîëå íàïðàâ�ëåíî ïî îñè x, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (7) â âèäåS0x = �(JySz � SyJz);J 0x = �(SyJz � JySz);S0y = �JzSx � Sz(�Jx + !e);S0z = (�Jx + !e)Sy � �SxJy;J 0y = �SzJx � Jz(�Sx + !n);J 0z = (�Sx + !n)Jy � �JxSy: (C.1)
Èç äâóõ ïåðâûõ óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî ïðîåêöèÿ ñóì�ìàðíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà íà íàïðàâëåíèå âíåøíåãîïîëÿ ñîõðàíÿåòñÿ:Sx(t) + Jx(t) = Sx(0) + Jx(0): (C.2)Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíòL(t) = S(t) + J(t)è ñëåäóþùèå äâå âåëè÷èíû:J+ = Jy + iJz; L+ = Ly + iLz: (C.3)Èç ñèñòåìû (C.1) ïîëó÷èìJ+ = 1!e � !n (iL0+ + !eL+); (C.4)L00+ � i(!e + �)L0+ ++ ��(!e � !n)Jx � !e��L+ = 0; (C.5)ãäå � � �Lx(0) + !n:Ôóðüå-àíàëèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (C.1) ïî�êàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿÎâåðõàóçåðà, BN = ��J=e, âåëè÷èíà êîòîðîãî íåäîëæíà ïðåâûøàòü îäíîé òðåòè âåëè÷èíû âíåøíåãîïîëÿ, Jx(t) è L+(t) ìîæíî èñêàòü â âèäåJx = A+B os Æt+ C sin Æt; (C.6)L+ = D os Æ1t+E sin Æ1t++ F os(Æ � Æ1)t+G sin(Æ � Æ1)t++H os(Æ + Æ1)t+K sin(Æ + Æ1)t: (C.7)Çäåñü374



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012 Ñðàâíåíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî è ïîëóêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäîâ : : :jÆj = j!e + �J(0)j:Íåèçâåñòíûå, à èìåííî àìïëèòóäû A, B, : : : ,K, ÷àñ�òîòà Æ1, à òàêæå çíàê Æ, íóæíî îïðåäåëèòü. Ïîäñòàâ�ëÿÿ ýòîò àíçàö â ñèñòåìó (C.1) è â óðàâíåíèå (C.5),ïîëó÷àåìB = �Æ2n�Jx(0)�L2y(0) + L2z(0)��� (!e � !n)�I2y (0) + I2z (0)�++ (!e � �)�Ly(0)Jy(0) + Lz(0)Jz(0)�o;A = Jx(0)�B:Çäåñü óäîáíî ââåñòè íîâûå îáîçíà÷åíèÿ� � !e + �; �1 � �A(!e � !n)� !e�;�2 � �B(!e � !n); s � sign(�1�):Äàëåå èìååìÆ = j!e + �J(0)j sign �1; Æ1 = �����1� ���� ;C = �Æ �Sy(0)Jz(0)� Jy(0)Sz(0)�;E = �isD; G = isF:Ââåäåì åùå îáîçíà÷åíèÿ�3 � �C(!e � !n);f1 � 12 �2 � is�3(Æ � Æ1)2 + s�Æ ;k1 = � i�(Æ + Æ1)(1 + f1)� 12 (�3 � is�2)(Æ + Æ1)2 � �1 ;k0 = i�(Æ + Æ1)(Æ + Æ1)2 � �1 L+(0):Òåïåðü âûðàçèì îñòàâøèåñÿ íåèçâåñòíûå:D = !eL+(0)� (!e � !n)J+(0) + i(Æ + Æ1)k0sf1(Æ � Æ1)� sÆ1 � i(Æ + Æ1)k1 ;F = f1D; H = L+(0)�D � F; K = k1D + k0:Çíàÿ L+(t), èç óðàâíåíèÿ (C.4) ëåãêî ìîæíî íàé�òè J+(t).Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ïðèáëèæåííîå ðå�øåíèå âî èçáåæàíèå ñèëüíîé ïîòåðè òî÷íîñòè ñëå�äóåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè,
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