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ÎÁÙÈÉ ÊËÀÑÑ ÂÀÊÓÓÌÍÛÕÑÔÅ�È×ÅÑÊÈ-ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÎÁÙÅÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÈÂ. Â. Êàðáàíîâñêèé *, Î. Ì. Ñîðîêèí, Ì. È. Íåñòåðîâà, Â. À. Áîëîòíÿÿ,Â. Í. Ìàðêîâ **, Ò. Â. Êàèðîâ, À. À. Ëÿø, Î. �. ÒàðàñþêÌóðìàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò183720, Ìóðìàíñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 7 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.ïîñëå ïåðåðàáîòêè 15 �åâðàëÿ 2012 ã.�àññìîòðåíà ñèñòåìà ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ âàêóóìíûõ óðàâíåíèé îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå äâóìÿ êëàññàìè ìåòðèê ñ ïðîèçâîëüíûìè �óíêöèÿìè g00 èg22. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîéñòâà íàéäåííûõ ðåøåíèé.Èçâåñòíî (ñì. [1℄), ÷òî îáùèé êëàññ ñòàòè÷åñêèõñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé âàêóóìíûõóðàâíåíèé îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ)îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (ñêîðîñòü ñâåòà  = 1)ds2 = ��1� rgx � dt2 + 2a dt dr ++ (x02 � a2)�1� rgx ��1 dr2 + x2d
2; (1)ãäå rg � ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ îáúåêòà, øòðèõîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî r, à �óíêöèè x(r)è a(r) ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè.Ïðè a = 0 è x = r ìåòðèêà (1) ñâîäèòñÿ ê ðå�øåíèþ Øâàðöøèëüäà. Ïðè âûáîðå óñëîâèé a = 1,x = r âûðàæåíèå (1) ñîîòâåòñòâóåò ìåòðèêå Ýä�äèíãòîíà �Ôèíêåëüøòåéíà [2; 3℄. Î÷åâèäíî, îäíàêî,÷òî äëÿ ïîëíîãî ¾ïîêðûòèÿ¿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-íè ìåòðèêîé (1) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî òðåáîâàíèåx(0) = 0 (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà-âðå-ìåíè, ñîäåðæàùåãî ¾äå�åêòû¿, íàïðèìåð, âàêóóì�íûå ÷åðâîòî÷èíû Ìîððèñà �Òîðíà [4℄). Â ðåçóëüòàòåíåèçáåæíî ïðèñóòñòâèå íåíóëåâîé òî÷êè ~r, äëÿ êîòî�ðîé x(~r) = rg . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðîáëåìàãîðèçîíòà ñîáûòèé. Åå èçâåñòíûå ¾ðåøåíèÿ¿ [5; 6℄�àêòè÷åñêè ñâîäÿòñÿ ê ïåðåíîñó ¾èñòèííîãî íà÷à�ëà¿ êîîðäèíàò r = 0 â òî÷êó r = rg . Ñëåäîâàòåëü�íî, îíè íå ìîãóò â ïîëíîé ìåðå îïèñàòü ïðîñòðàí-*E-mail: Karbanovski�V�V�mail.ru**E-mail: Markov�Vitor�mail.ru

ñòâî-âðåìÿ. Ïîýòîìó èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü âàêóóì�íûå óðàâíåíèÿ ÎÒÎ äëÿ îáùåé íåñòàòè÷åñêîé ñ�å�ðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ìåòðèêè:ds2 = �e�dt2 + 2a dt dr + e�dr2 + ed
2; (2)ãäå a, , �, � � �óíêöèè îò t è r.Ñèñòåìà âàêóóìíûõ óðàâíåíèé ÎÒÎ äëÿ ìåòðè�êè (2) èìååò âèä (òî÷êà îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðî�âàíèå ïî t)G00 = 14(e�+� + a2)2 (�e�+2� _2 � 2e�+2� _ _�++ 3e2�+�02 + 4e2�+�00 � 2e2�+�0�0 ++ 4e�+�0 _a+ 4e�+�a _0 + 4e�+�a0 _ � 2e�+�a _�0 �� 2e�+�a _�0 � 2e�a2 _� _ � e�a2 _2 ++ 3e�a202 + 2e�a20�0 + 4e�a200 �� 4e�aa00 + 4a3( _0 + _0))� e� = 0; (3a)G01 = 12(e�+�+a2)2 ( _(e�a2�0�2e�aa0�e�+2��0)++0(e�+�a�0�e�a2 _�+2a2a0�e�+2� _�+e�+�a�0))�� a00e�+� + a2 � a022(e�+� + a2) + e� _0e�+� + a2 ++ e� _02(e�+� + a2) = 0; (3b)238



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012 Îáùèé êëàññ âàêóóìíûõ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé : : :G11 = 14(e�+� + a2)2 (�4e�+2�� � 3e�+2� _2 ++ 2e�+2� _ _� + 2e2�+�0�0 + e2�+�02 ++ 4e�+�a _0 + 4e�+� _a0 + 4e�+�a _0 �� 2e�+�a _�0 � 2e�+�a _�0 + 4e�a _ _a�� 2e�a2 _ _�� 4e�a2� � 3e�a2 _2 + e�a202 ++ 2e�a2�00 + 4a3( _0 + _0))� e� = 0: (3)Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îòëè÷íû îò íóëÿ êîì�ïîíåíòû òåíçîðà Ýéíøòåéíà G22 = G33 è G10. Îäíàêîêîìïîíåíòû G22 è G33 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç G00, G01 è G11âñëåäñòâèå òîæäåñòâà Gik;i = 0, à G10 � âñëåäñòâèåñîîòíîøåíèÿ G10 = g1ig0kGki .Ïîäñòàíîâêîéx = e�=2; y = e�� ; z = (e� + a2e��)�1 (4)ñâîäèì �îðìóëû (3) ê ñèñòåìåG00 = z�2x00x + x02x2 �+ z0x0x + y� _x _zxz � _x2x2�++ zy�2a0 _xx + 2a _x0x + 2a _xx0x2 �+ azy0 _xx ++az0y _xx +2a _azy2 _xx +a2zy _y _xx +a2zy2 _x2� 1x2 = 0; (5a)G01 = y� _zx0zx + y0 _xyx + 2 _x0x �� a�zy0x0yx + z0x0x + 2zx00x � ++ a2�z _yx0x � 2zy _x0x � z0y _xx � 2zy0 _xx �++ 2azy� _ax0x � a0 _xx �� = 0; (5b)G11 = � _x _yx � y�2�xx + _x2x2�+ zx0x �x0x � y0y �++azx0 _yx +ayx0 _zx +2azy�x0 _xx2 + _x0x �+2_azyx0x ++ 2a2zy _x _yx + a2y2 _x _zx + 2azy2� _a _xx +a�xx +a _x22x2��� 1x2 = 0: (5)Âûðàæàÿ _z=z èç (5b) è ïîäñòàâëÿÿ â (5a), ïîëó�÷èì óðàâíåíèå (�x)0 + �0 = x0; (6)ãäå � = zx02 � _x2y + _x2y2a2z; (7a)

� = 2azyxx0 _x: (7b)Åãî ðåøåíèå èìååò âèäz = y _x2 + 1 + f=x(x0 + a _xy)2 ; (8)ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò t. Ïîäñòàâëÿÿ òå�ïåðü âûðàæåíèå (8) â (5b) è (5), ïîëó÷èìG01 = �xy2a2f(t) _xx0 + y2a2f(t)2 _xx0 ++ x2y3a2 _f(t) _x2x0 � 2x3y3a2 _x�xx0 �� 2x2y3a2f(t) _x�xx0 + x3ya2 _yx0 + 2x2ya2f(t) _yx0 ++ xya2f2(t) _yx0 + 2x3y2a _ax0 ++ 4x2y2af(t) _ax0 + 2xy2af2(t) _ax0 + 2x3y3a _x2 _ax0 ++ 2x2y3af(t) _x2 _ax0 + xyaf(t)x02 + yaf2(t)x02 ++ 2x2y2a _f(t) _xx02 � xy2af(t) _x2x02 � 2x3y2a�xx02 �� 2x2y2af(t)�xx02 + 2x3y3a _x2�xx02 � 2x3ya _x _yx02 �� 2x2yaf(t) _x _yx02 � 2x3y2 _x _ax02 � 2x2y2f(t) _x _ax02 ��2x3y3 _x3 _ax02+x2y _f(t)x03�xyf(t) _xx03+2x3y2 _x�xx03++x3y _x2 _yx03�x3ax0y0�2x2af(t)x0y0�xaf2(t)x0y0�� x3ya _x2x0y0 � x2yaf(t) _x2x0y0 + x3 _xx02y0 ++ x2f(t) _xx02y0 + x3y _x3x02y0	�� �x3(f(t) + x(1 + y _x2))(ya _x+ x0)2	�1 = 0; (9a)G11 = nxy3a2 _f(t) _x+xy2a _f(t) _xx0�2x2y3a _x�xx0 ++x2ya _yx0+xyaf(t) _yx0+2x2y2 _ax0+2xy2f(t) _ax0++ 2x2y3 _x2 _ax0 + yf(t)x02 � 2x2y2�xx02 �� x2y _x _yx02 � x2x0y0 � xf(t)x0y0 � x2y _x2x0y0o�� �x3y(ya _x+ x0)2	�1 = 0: (9b)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé f(t) = C, ãäå C �ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà óðàâíåíèÿ (9a) è(9b) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:G01 = ((C + x)a� x _xx0)x0 �2x2y3 _x( _x _a� a�x) ++ y2(Ca _x+ 2x((C + x) _a� x�xx0))� x(C + x)y0 ++ y(Cx0 + x _y((C + x)a� x _xx0)� x2 _x2y0)	�� �x3(C + x(1 + y _x2))(ya _x + x0)2	�1 = 0; (10a)G11 = x0 �2x2y3 _x( _x _a� a�x) + y2(Ca _x ++ 2x((C + x) _a� x�xx0))� x(C + x)y0 ++ y(Cx0 + x _y((C + x)a� x _xx0)� x2 _x2y0)	�� �x3y(ya _x+ x0)2	�1 = 0: (10b)239



Â. Â. Êàðáàíîâñêèé, Î. Ì. Ñîðîêèí, Ì. È. Íåñòåðîâà è äð. ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî, åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåí�ñòâî (10b), òî è (10a) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Ââåäåìîáîçíà÷åíèÿ F = y _x2 + 1 + C=x; (11a)� = x0 + a _xy: (11b)Òîãäà óðàâíåíèå (8) ïåðåïèøåòñÿ â âèäåz = F=�2: (12)Ïðèìåíÿÿ âûðàæåíèÿ (11) â çàïèñè �îðìóëû (10a),ïîëó÷èìx0(Fxx0 � (C + x)�)n�CF� _x+ Cx(� _F � 2F _�) ++ x2(� _F (1� 2F ) + F (x0 _F � F 0 _x+ 2(F � 1) _�))o�� �Fx3(�C + (1 + F )x)�2 _x2	�1 = 0: (13)Î÷åâèäíî, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) çàïèñû�âàåòñÿ êàê � = Fx01 + C=x: (14)Ïîäñòàâëÿÿ (14) â (12) è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (11),íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ðåøåíèéds2 = �1ydt2 + 2 _xx01 + C=xdt dr ++ x021 + C=xdr2 + x2d
2: (15)Ñòàíäàðòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (ñì., íàïðè�ìåð, [7℄, ðåøåíèå çàäà÷è 16.3)d� = dt+ g01jg00jdx (16)è âûáîðîì x â êà÷åñòâå íîâîé ðàäèàëüíîé êîîðäèíà�òû ìîæåì ñâåñòè ìåòðèêó (15) ê ñòàòè÷åñêîé �îðìå:ds2 = ��1 + Cx � d�2 + dx21 + C=x + x2d
2: (17)Äðóãîé êëàññ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ_� � � _F2F + _F + C _x=x22(F � 1� C=x)!++ x0 _F � _xF 02(F � 1� C=x) = 0: (18)Èíòåãðèðóÿ (18), íàõîäèì� = L(t; r)(F (F � 1� C=x))1=2; (19)

ãäå �óíêöèÿ L(t; r) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì_L = � x0 _F � _xF 02F 1=2(F � 1� C=x)3=2 : (20)Èç âûðàæåíèé (11), (19) è (20) ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâó�þùèé êëàññ ðåøåíèéds2 = �1ydt2 ++ 2�L(y _x2 + 1 + C=x)1=2y1=2 � x0_xy� dt dr ++��L2�1 + Cx �+ 2x0L(y _x2 + 1 + C=x)1=2_xy1=2 ++ x02y _x2� dr2 + x2d
2: (21)Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðèêè âèäà (21) ñîäåðæàò â êà÷å�ñòâå íåçàâèñèìûõ �óíêöèè g00 è g22. Ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ àêòóàëüíûì èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè ñóùå�ñòâîâàíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ â äàííîì êëàññå ðå�øåíèé.Ïðåîáðàçîâàíèÿìè (16) ïðèâåäåì (21) ê âèäóds2 = ��1 + Cx � L _x2x02 d�2 + dx21 + C=x + x2d
2: (22)Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòðèêà (22) â îáùåì ñëó÷àå íå ìî�æåò áûòü ñâåäåíà ê ñòàòè÷åñêîé. Äëÿ òàêîãî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ �óíêöèÿ  = L _x2x02 (23)äîëæíà áûëà áû çàâèñåòü òîëüêî îò � , ò. å. óäîâëå�òâîðÿòü òðåáîâàíèþ � �x = 0: (24)Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (24) â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîë�íÿåòñÿ.Ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè  (�; x) ðàâåíd = � �x dx+ � �� d�: (25)Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå (16) è ó÷èòûâàÿ, ÷òîdx = _xdt+ x0dr; (26)ïåðåéäåì â (25) îò ïåðåìåííûõ x è � ê r è t:d = �� �x _x+ � �� � dt+�� �x x0 + � �� yg01� dr; (27)ãäå ñîãëàñíî (21)240



ÆÝÒÔ, òîì 142, âûï. 2 (8), 2012 Îáùèé êëàññ âàêóóìíûõ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé : : :g01 = L(y _x2 + 1 + C=x)1=2y1=2 � x0_xy : (28)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ (23), ìîæíî çàïèñàòüd = dL _x2x02 = _x2x02 ��L0 + 2L� _x0_x � x00x0 �� dr ++ � _L+ 2L� �x_x � _x0x0�� dt� : (29)Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ äè���åðåíöèàëàõ â (27) è (29), ïîëó÷èì ñèñòåìó� �x _x+ � �� = _x2x02 � _L+ 2L� �x_x � _x0x0�� ;� �x x0 + � �� yg01 = _x2x02 �L0 + 2L� _x0_x � x00x0 �� : (30)�åøàÿ åå àëãåáðàè÷åñêè îòíîñèòåëüíî � =�x è ó÷è�òûâàÿ (20) è (28), íàõîäèì� �x = (x03(2y�x+ _y _x) ++ 2py3 _x2ry _x2 + 1 + Cx x0( _xL0 + 4L _x0) _xx02 �� 4Lpy3ry _x2 + 1 + Cx �x+ _xy0 + 2y _x0!++ 4Lpy3 _x3ry _x2 + 1 + Cx x00)��(2py3ry _x2 + 1 + Cx ��  Lpy _xry _x2 + 1 + Cx � 2x0!x03)�1 : (31)Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèÿõ x(t; r)è y(t; r) âûðàæåíèå (31) íå ñîîòâåòñòâóåò (24). Ñëå�äîâàòåëüíî, ìåòðèêà (22) íå ìîæåò áûòü ñâåäåíà êñòàòè÷åñêîé.Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå âîçìîæíî�ñòè ïðèìåíåíèÿ ðåøåíèÿ (21) äëÿ îïèñàíèÿ âíåø�íåãî ïîëÿ ÷åðíûõ äûð, âàêóóìíûõ êðîòîâûõ íîð,ïîèñêà ãðàâèòàöèîííûõ âîëí è ò. ä. Ïðè ýòîì âñåèçâåñòíûå ìåòðèêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñ�åðè÷åñ-êè-ñèììåòðè÷íûì óðàâíåíèÿì ÎÒÎ ¾â ïóñòîòå¿ ñî�äåðæàòñÿ â îäíîì èç íàéäåííûõ íàìè êëàññîâ.

Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåî-ðåìû Áèðêãî�à îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè,÷òî �g22=�t = 0 è a = 0, ïðèâîäÿùåì ñèñòåìó (3)ê ñòàòè÷åñêîé. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ïåðåõîäê ñîâåðøåííî èíîé ïðîáëåìå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðàðàññìîòðèì óðàâíåíèå�2u�t2 � a2 �2u�x2 = 0: (32)Êàê èçâåñòíî, åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèäu(x; t) = u1(x � at) + u2(x+ at); (33)ãäå u1 è u2 � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè. Ïðåîáðàçîâû�âàÿ âûðàæåíèå (33) ê ñòàòè÷åñêîìó, ïîëó÷èìu(x) = u1(x) + u2(x): (34)Íî åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî u = u(x) íåïîñðåäñòâåííî âóðàâíåíèè (32), òî ïðèõîäèì ê ðåøåíèþu(x) = C1x+ C2; (35)ãäå C1 è C2 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäîâà�òåëüíî, ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ìû íå ïîëó÷àåìîáùåãî êëàññà ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìå�åò ìåñòî â íàøåì ñëó÷àå.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èññëå�äîâàíèå ñèñòåìû (9) ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè �óíê�öèè f(t). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. P. Painlev�e, Comptes rendus, Aademie des sienes173, 873 (1921).2. A. S. Eddington, Nature 133, 192 (1924).3. D. Finkelstein, Phys. Rev. 110, 965 (1958).4. M. S. Morris, K. S. Thorne, and U. Yurtsever, Phys.Rev. Lett. 61, 1446 (1988).5. L. V. Verozub, Phys. Lett. A 156, 404 (1991).6. S. I. Chermianin, Astrophys. Sp. Si. 197, 233 (1992).7. À. Ëàéòìàí è äð., Ñáîðíèê çàäà÷ ïî òåîðèè îòíî�ñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè, Ìèð, Ìîñêâà (1979).
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В нашей статье была допущена неточность. В метрике (15) функция y(t, r) не является произвольной.

Утверждение перед обозначениями (11) верно в случае, если нулю равно выражение из формул (10):

2x2y3ẋ (ẋȧ−aẍ)+y2 (Caẋ+2x ((C+x)ȧ−xẍx′)) − x(C+x)y′+y
(

Cx′+xẏ ((C+x)a−xẋx′)−x2ẋ2y′
)

.

Однако при условии (C + x)a − xẋx′ = 0 равенство (10b) уже не выполняется автоматически. Это

означает, что класс решений (15) необходимо уточнить, исследуя (10b).

Подставляя (14) в (10b) и используя (11), получим уравнение

{

ẋ
[

xF ′(C + x)2 + CFx′ (3C + x(3 − 2F ))
]

+ 2Fxẋ′(C + x)(C + x − Fx)
} [

Fx3ẋx′(C + x + Fx)
]−1

= 0.

Его решение имеет вид

F =
(C + x)2

x ((C + x)2 + ψx2ẋ2)
,

где ψ — произвольная функция времени.

Подставив найденное значение F и (14) в (11) и (12), определим функции y, z, a:

y = −

ψx(C + x)

(C + x)2 + ψx2ẋ2
, z =

(C + x)2 + ψx2ẋ2

xx′2(C + x)
, a =

xẋx′

C + x
.

Тогда соответствующий класс решений, с учетом обозначений (4), примет вид

ds2 = −

(

−

(1 + C/x)2 + ψẋ2

ψ(1 + C/x)

)

dt2 +
2ẋx′

1 + C/x
dt dr +

x′2

1 + C/x
dr2 + x2dΩ2.

При этом вывод, сделанный в статье, о том, что метрика (15) может быть сведена к статической, остается

в силе и в данном случае.
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