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Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 àïðåëÿ 2011 ã.Íà îñíîâå ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì ðåíîðìãðóïïîâûõ ñèììåòðèé çàäà÷è Êî-øè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþùåãî ñòàöèîíàðíûå ñâåòîâûå ïó÷êè â ñðåäå ñíàñûùàþùåéñÿ íåëèíåéíîñòüþ, äàíà êëàññè�èêàöèÿ ñàìî�îêóñèðîâî÷íûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îòäâóõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ: îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà äè�ðàêöèè è íåëèíåéíîñòè è òåìïà íàñûùåíèÿíåëèíåéíîñòè. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñàìî�îêóñèðîâî÷íûõ ðåøåíèé òðóá÷àòîãî âèäà äëÿ âõîäÿùåãîïó÷êà ñ ãàóññîâûì ðàäèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè. Ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåïîçâîëèëî ïðîâåðèòü ðàçâèòóþ òåîðèþ è óòî÷íèòü ãðàíèöû åå ïðèìåíèìîñòè.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ýòîì ãîäó èñïîëíÿåòñÿ 50 ëåò ñî äíÿ îòêðû�òèÿ Àñêàðüÿíîì [1℄ ÿâëåíèÿ ñàìî�îêóñèðîâêè ñâåòàâ íåëèíåéíîé ñðåäå. Ñ òåõ ïîð, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Òà�ëàíîâà [2℄, äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ íåëèíåéíîñòè ñðå�äû è ìîäåëåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà ðåøàþòñÿ çàäà�÷è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî èëè ìàòåìàòè÷åñêè îá�îñíîâàííîãî ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ ý��åêòà ñà�ìî�îêóñèðîâêè âîëíîâîãî ïó÷êà [3�8℄. Ñàìî�îêóñè�ðîâêà âîëíîâûõ ïó÷êîâ íàèáîëåå ïîëíî èññëåäîâà�íà äëÿ íåëèíåéíûõ ñðåä ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ.Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå, ñ îäíîé ñòî�ðîíû, òî÷íûìè è ïðèáëèæåííûìè àíàëèòè÷åñêèìèòåîðèÿìè, à ñ äðóãîé, � ìíîãî÷èñëåííûìè ÷èñëåí�íûìè ðàñ÷åòàìè. Îïèñàíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæ�íî íàéòè â ðàçëè÷íûõ îáçîðàõ è ìîíîãðà�èÿõ [5�8℄.Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñàìî�îêóñèðîâêàäëÿ êóáè÷åñêîé, à òàêæå äëÿ äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõíåëèíåéíîñòåé âûðàæàåòñÿ â âîçíèêíîâåíèè îñîáåí�íîñòè â ðåøåíèè óðàâíåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïè�ñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ ñâåòîâîãî ïó÷êà. Óñëîâèþ âîçíèêíîâåíèÿ*E-mail: vfkvvfkv�gmai.
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îñîáåííîñòè è äåòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðûïîëÿ âáëèçè îñîáåííîñòè ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåí�íûå ðàáîòû, íàïðèìåð, [9�11℄.Íåñìîòðÿ íà ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî ó÷åò ý��åê�òà íàñûùåíèÿ íåëèíåéíîñòè ïðè áîëüøèõ èíòåí�ñèâíîñòÿõ ñâåòîâîãî ïó÷êà çàïðåùàåò ðåøåíèÿ ñîñîáåííîñòüþ, èõ àíàëèòè÷åñêîå íàõîæäåíèå äàæåíà îñíîâå ïðèáëèæåííûõ ïîäõîäîâ ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé òðóäíóþ çàäà÷ó. Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâåííîéïðîäîëüíî-ðàäèàëüíîé ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïó÷êàäëÿ ñðåä ñ íàñûùàþùåéñÿ íåëèíåéíîñòüþ äîñòèãà�åòñÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ[12�15℄, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ îòíî�ñÿòñÿ ê êëàññó íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, êîòîðûå,åñëè è äîïóñêàþò, òî òîëüêî êà÷åñòâåííîå èññëåäî�âàíèå. Îñíîâíûå âûâîäû èç ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà�íèÿ ïîäòâåðæäàþò êà÷åñòâåííî èíûå, ïî ñðàâíåíèþñî ñðåäîé ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, ñâîéñòâà ñàìî��îêóñèðîâêè â ðåæèìå íàñûùåíèÿ íåëèíåéíîñòè, â÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå ðîñòà èíòåíñèâíîñòè ïó÷êàíà åãî îñè è óïëîùåíèå �àçîâîãî �ðîíòà ïó÷êà âáëè�çè åãî îñè (ñì., íàïðèìåð, [5, ñòð. 109℄).×òî êàñàåòñÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿðåøåíèé â ñðåäå ñ íàñûùàþùåéñÿ íåëèíåéíîñòüþ,îí çà÷àñòóþ ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå òàê íàçûâàåìî�31



Â. Ô. Êîâàëåâ, Ê. È. Ïîïîâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012ãî áåçàáåððàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ [12, 13℄ èëè åãîîáîáùåíèé [16�19℄, à òàêæå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà[20℄. Êà÷åñòâåííûå àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè, èñïîëüçó�þùèå òî èëè èíîå àïðèîðíîå ïðåäïîëîæåíèå î ñòðóê�òóðå ïó÷êà, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû î õàðàêòåðåèçìåíåíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê øèðèíà ïó÷�êà, äîëÿ ìîùíîñòè ïó÷êà, îáðàçóþùàÿ ñàìî�îêó�ñèðîâàííûé êàíàë, ìàñøòàá îñöèëëÿöèé âäîëü îñèïó÷êà ïðè ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè èíòåíñèâíîñòèíà îñè (ïåðèîäè÷åñêîé �îêóñèðîâêå�äå�îêóñèðîâêåïó÷êà). Äîïîëíèòåëüíûå âûâîäû î õàðàêòåðå èçìå�íåíèÿ ðåøåíèé â ñðåäå ñ íàñûùàþùåéñÿ íåëèíåéíî�ñòüþ ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì èí�òåãðàëîâ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìîãîäëÿ îïèñàíèÿ ñàìî�îêóñèðîâêè [14℄. Çäåñü, â ÷àñò�íîñòè, óäàåòñÿ äîêàçàòü (è ïîäòâåðäèòü ÷èñëåííûìèýêñïåðèìåíòàìè [15, 21℄) âîçìîæíîñòü çàõâàòà ÷àñòèìîùíîñòè ïó÷êà â âîëíîâîäíûé ðåæèì.Â óñëîâèÿõ ïîäàâëåíèÿ ðîñòà èíòåíñèâíîñòè ïó÷�êà íà åãî îñè ìîæíî îæèäàòü ïîâûøåíèÿ åãî èí�òåíñèâíîñòè âî âíåîñåâîé îáëàñòè ñ îáðàçîâàíèåìêîëüöåâîé ñòðóêòóðû â ðàñïðåäåëåíèè èíòåíñèâíî�ñòè. Îòìåòèì, ÷òî �îðìèðîâàíèå íåìîíîòîííûõ ïîðàäèóñó ðàñïðåäåëåíèé èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà (èç èç�íà÷àëüíî ìîíîòîííî óáûâàþùåãî ñ ðîñòîì ðàäèó�ñà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè) ïðè åãî ðàñïðî�ñòðàíåíèè â íåëèíåéíîé ñðåäå íàáëþäàëîñü âî ìíî�ãèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, â òîì ÷èñëå è âñðåäàõ ñ êóáè÷íîé (íå íàñûùàþùåéñÿ) íåëèíåéíî�ñòüþ [12℄. Íà âîçíèêíîâåíèå ýòîé íåìîíîòîííîñòèâëèÿåò ìíîæåñòâî �àêòîðîâ, òàêèõ êàê âèä íåëèíåé�íîñòè, áûñòðîòà óáûâàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïî ðàäèó�ñó (íàïðèìåð, äëÿ ñóïåðãàóññîâûõ ïó÷êîâ), íåãëàä�êîñòü ïó÷êà, ñâÿçàííàÿ, íàïðèìåð, ñ íàëè÷èåì ìåë�êîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé â ðàñïðåäåëåíèè èíòåí�ñèâíîñòè ïó÷êà íà ãðàíèöå íåëèíåéíîé ñðåäû (ïëàç�ìû) [22�24℄.Ñðåäè ìíîæåñòâà âàðèàíòîâ íåìîíîòîííîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþòñòðóêòóðû ñ ÿðêî âûðàæåííûì ïî àìïëèòóäå (ãëî�áàëüíûì, íå ëîêàëüíûì) ìàêñèìóìîì èíòåíñèâíî�ñòè, ðàñïîëîæåííûì âíå îñè ïó÷êà. Òàêæå íåîáõî�äèìî ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõêîëüöåâûõ ñòðóêòóð â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâíåëèíåéíîé ñðåäû è ïó÷êà.Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ñóùåñòâóåòóñòàíîâèâøåãîñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, â êàêèõ óñëî�âèÿõ ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ òîò èëè èíîé ðåæèìñàìî�îêóñèðîâêè â ñðåäå ñ íàñûùàþùåéñÿ íåëèíåé�íîñòüþ äëÿ çàäàííîãî ïðî�èëÿ èíòåíñèâíîñòè âõî�äÿùåãî ñâåòîâîãî ïó÷êà, õîòÿ òàêàÿ çàäà÷à è ñòà�âèëàñü [16; 17℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû âîñïîëíÿåì

ýòîò ïðîáåë íà îñíîâå ïðèáëèæåííîé òåîðèè1), äî�ïîëíåííîé ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì.Â äàííîé ðàáîòå ìû èñõîäèì èç óêîðî÷åííîãîâîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñâåòîâîãîïó÷êà, îòâå÷àþùåãî ïàðàêñèàëüíîìó ïðèáëèæåíèþäëÿ ñðåäû ñ íàñûùàþùåéñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìóçàêîíó íåëèíåéíîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ìîäåëü,îïèñûâàþùàÿñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãå�ðà (ÍÓØ), èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàñïðîñòðà�íåíèÿ ïó÷êîâ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ïëàçìå ïðèó÷åòå ïîíäåðîìîòîðíîãî ý��åêòà [26℄. Â ýòîé ìîäå�ëè ñîäåðæàòñÿ äâà ïàðàìåòðà, a2 è 
, ïåðâûé èç êî�òîðûõ îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíûé âêëàä äè�ðàêöèèè íåëèíåéíîñòè, à âòîðîé � òåìï íàñûùåíèÿ íåëè�íåéíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà. Êàêè â ñëó÷àå ñðåäû ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ [27℄,ñòàâèòñÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (çàäà÷à Êîøè), îòâå÷à�þùàÿ ãàóññîâó ðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòè ïó÷êàíà âõîäå â ñðåäó, õîòÿ îáùèå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòüðàñïðîñòðàíåíû íà ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå ðàñïðå�äåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ñòðî�èòñÿ ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, íà îñíî�âå êîòîðîãî ïðîâîäèòñÿ êëàññè�èêàöèÿ âîçìîæíûõðåøåíèé ÍÓØ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ a2 è
. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñàìî�îêóñèðîâî÷�íûì ðåøåíèÿì òðóá÷àòîãî âèäà, äîêàçàòåëüñòâî ñó�ùåñòâîâàíèÿ êîòîðûõ äëÿ âõîäÿùåãî ãàóññîâà ïó÷êàäî ñèõ ïîð îòñóòñòâîâàëî. Ïðè ýòîì âîïðîñ óñòîé÷è�âîñòè òàêèõ ðåøåíèé â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðè�âàåòñÿ.Ïîìèìî îòâåòà íà âîïðîñ î ðåàëèçàöèè ïðîñòåé�øåãî íåìîíîòîííîãî ðàäèàëüíîãî ïðî�èëÿ ëàçåðíî�ãî êàíàëà â âèäå êîëüöåâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåí�ñèâíîñòè, ñàìîñîãëàñîâàííîãî ñ ãàóññîâûì ïðî�è�ëåì ñâåòîâîãî ïó÷êà íà âõîäå, òàêæå ïðåäñòàâëÿåòèíòåðåñ îòâåò íà âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâî�âàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ìóëüòèêîëüöåâûõ ñàìî�îêó�ñèðîâî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ëàçåðíîé èíòåíñèâíîñòèäëÿ òîé æå ñàìîé çàäà÷è Êîøè. Òàêàÿ ìîòèâàöèÿåñòåñòâåííî âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà�÷è íà ñîáñòâåííûå �óíêöèè äëÿ ðåøåíèé âèäà áåãó�ùèõ âîëí [14, 28, 29℄. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ìóëüòè�êîëüöåâûå ñòàöèîíàðíûå ïðî�èëè ñâåòîâûõ ïó÷êîââ ïðèíöèïå äîïóñêàþòñÿ òàêèìè ðåøåíèÿìè, äî ñèõ1) Äëÿ íåëèíåéíîé ñðåäû ñ ïîëèíîìèàëüíûì çàêîíîì èç�ìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ (îòëè÷íûì îò çàêîíà äëÿñðåäû ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ) òàêîé àíàëèòè÷åñêèé ïîä�õîä óæå èñïîëüçîâàëñÿ îäíèì èç àâòîðîâ [25℄. Â ÷àñòíîñòè,áûëî ïîêàçàíî, êàê èç èñõîäíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ïó÷êà ñìàêñèìóìîì èíòåíñèâíîñòè íà îñè ïî ìåðå åãî ðàñïðîñòðàíå�íèÿ â ãëóáü ñðåäû �îðìèðóåòñÿ êîëüöåâîé ïó÷îê, èìåþùèéìàêñèìóì âíå îñè ïó÷êà.32



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Íîâûå ðåøåíèÿ â òåîðèè ñàìî�îêóñèðîâêè : : :ïîð íå ÿñíî, äîïóñòèìû ëè îíè äëÿ çàäàííîãî âõîäÿ�ùåãî ïó÷êà, êîíêðåòíî � äëÿ ïó÷êà ñ ãàóññîâûì ðàñ�ïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè ïî ðàäèóñó. Ñ èñïîëüçî�âàíèåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìû äîêàçûâàåì,÷òî îíè äîïóñòèìû è óêàçûâàåì ñîîòâåòñòâóþùóþîáëàñòü ïàðàìåòðîâ a2 è 
, õîòÿ è íå îáñóæäàåì âî�ïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ðåøåíèé.�àáîòà ðàçäåëåíà íà ïÿòü ðàçäåëîâ. Â ðàçä. 2�îðìóëèðóþòñÿ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äëÿ òåîðåòè÷å�ñêîãî àíàëèçà ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâîãîïó÷êà â ñðåäå ñ íàñûùàþùåéñÿ íåëèíåéíîñòüþ, àèìåííî, â ïëàçìå. Ïðè ýòîì èñõîäíîå ÍÓØ ñâîäèòñÿê ïàðå óðàâíåíèé äëÿ ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà ïó÷êàè åãî èíòåíñèâíîñòè. Â ðàçä. 3 äàåòñÿ ïðèáëèæåí�íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ìåòîäîìðåíîðìãðóïïîâûõ (��) ñèììåòðèé. Ñëåäñòâèåì ïðè�áëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ïîÿâ�ëåíèå îñîáåííîñòè â ñàìî�îêóñèðîâî÷íîì ðåøåíèè:ïðî�èëü ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà ïó÷êà ïî ðàäèóñóîïðîêèäûâàåòñÿ ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè êîîðäèíà�òû âäîëü îñè ïó÷êà, ÷òî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíèìîñòüòåîðèè. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïè�ñûâàåò ñàìî�îêóñèðîâêó íà îãðàíè÷åííîì ðàññòîÿ�íèè îò ãðàíèöû ñðåäû è íå ïðåòåíäóåò íà îïèñàíèåïîâåäåíèÿ ïó÷êà âäàëè îò íåå, ãäå íàðóøàþòñÿ óñëî�âèÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè è ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿìíîãî�îêóñíûå ñòðóêòóðû, ðàññëîåíèå ïó÷êà è ò. ï.�àçäåë 4 ñîäåðæèò àíàëèç àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèéíà ïðèìåðå ãàóññîâà ïó÷êà íà âõîäå â ïëàçìó, à òàê�æå ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëü�òàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÍÓØ, ÷òîïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü òåîðèþ è óòî÷íèòü ãðàíèöû ååïðèìåíèìîñòè. Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçä. 5 ïîñâÿùåíîáñóæäåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ïîäâåäåíèþèòîãîâ ðàáîòû.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÍàèáîëåå ïðîñòîé è ïðîäóêòèâíîé ìàòåìàòè÷å�ñêîé ìîäåëüþ äëÿ àíàëèçà ý��åêòîâ ñàìîâîçäåé�ñòâèÿ ñâåòîâîãî ïó÷êà â ïëàçìå ÿâëÿåòñÿ ÍÓØ2ik�zE +4?E + k2(�2=�0)E = 0;E(0; r) = E0(r) (1)äëÿ êîìïëåêñíîé ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ â íàïðàâëå�íèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ z àìïëèòóäû E(z; r) ýëåêòðè�÷åñêîãî ïîëÿ ñ ÷àñòîòîé ! (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [3℄),êîòîðîå îòâå÷àåò ïàðàêñèàëüíîìó (êâàçèîïòè÷åñêî�ìó) ïðèáëèæåíèþ, îïèñûâàþùåìó ñòàöèîíàðíóþñòðóêòóðó âîëíîâîãî ïó÷êà. Çäåñü k = (!=
)p�0 �âîëíîâîå ÷èñëî ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, 4? � îïå�

ðàòîð Ëàïëàñà â ïëîñêîñòè r, ïåðïåíäèêóëÿðíîéîñè ïó÷êà z, à �0 è �2 � âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîîò�âåòñòâåííî ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè ïëàçìû ñ ïëîòíîñòüþ ýëåêòðîíîâ neè âîçìóùåíèåì ïëîòíîñòè Æn,�0 = 1� 4�e2m!2 ne; �2 = �4�e2m!2 Æn: (2)Èñïîëüçîâàíèå êâàçèîïòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (1),îãðàíè÷èâàåò ïðåäåë ïðèìåíèìîñòè òåîðèè. Îíîîïðàâäàíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, ñâÿçûâàþùèõõàðàêòåðíûå ïðîäîëüíûé �k è ïîïåðå÷íûé �? ìàñ�øòàáû èçìåíåíèÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû E [5℄,k�k � 1; k�2? � �kmaxf1; (k�?)2(�2=�0)g : (3)Ïåðâîå èç óñëîâèé ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü âêëàäîìñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî ïðî�äîëüíîé (âäîëü îñè ïó÷êà) êîîðäèíàòå z ïî ñðàâíå�íèþ ñ ïåðâûì âêëàäîì â (1), à âòîðîå ñîîòíîøåíèåñâÿçûâàåò õàðàêòåðíûå ïîïåðå÷íûé è ïðîäîëüíûéìàñøòàáû èçìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îáóñëîâ�ëåííûå äè�ðàêöèåé è íåëèíåéíîñòüþ.Âèä íåëèíåéíîñòè â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà (1)îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè êàê ñðåäû, òàê è ëàçåðíî�ãî ïó÷êà. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ïëàçìó, íåëèíåé�íîñòü êîòîðîé îáóñëîâëåíà ïîíäåðîìîòîðíûì ý���åêòîì ñ ó÷åòîì íàñûùåíèÿ [26℄, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòn � Æn=ne = exp(�jEj2=16�n
Te)� 1:Çäåñü Te è n
 � ýëåêòðîííàÿ òåìïåðàòóðà è êðèòè�÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ïëàçìû. Òàêàÿ íåëèíåéíîñòü îò�âå÷àåò ðàñïðîñòðàíåíèþ ëàçåðíîãî ïó÷êà íåðåëÿ�òèâèñòñêîé èíòåíñèâíîñòè â ïîëíîñòüþ èîíèçèðî�âàííîé ïëàçìå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîãîïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿE = A exp(iks) è ïîñëå ââåäåíèÿ èíòåíñèâíîñòè Iè ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà v ïî ðàäèóñó, ñâÿçàííûõ ñàìïëèòóäîé A è ýéêîíàëîì s �îðìóëàìèI � A2 = jEj2; v = fv; 0g = r?s; (4)óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (1) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèìäâóì óðàâíåíèÿì:�zv + v�rv � �2�'(I)�rI �� �r � 12rpI �r �r�rpI�� = 0;�zI + I�rv + v�rI + Iv=r = 0: (5)Â óðàâíåíèÿõ (5) èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå áåçðàç�ìåðíûå âåëè÷èíû äëÿ êîîðäèíàò è ïîëÿ:z !p2� zd ; r ! rd ; I ! II0 ; v ! vp2� ; (6)3 ÆÝÒÔ, âûï. 1 33



Â. Ô. Êîâàëåâ, Ê. È. Ïîïîâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012ãäå d � õàðàêòåðíûé ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ïó÷êà,I0 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè öèëèí�äðè÷åñêîãî (îñåñèììåòðè÷íîãî) ïó÷êà íà ãðàíèöåñðåäû, âêëàäû, ïðîïîðöèîíàëüíûå � = 
!2pe=2!2�0è � = 1=2k2d2 (!pe � ýëåêòðîííàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñ�òîòà), îïðåäåëÿþò ðîëü ïðîöåññîâ íåëèíåéíîé ðå��ðàêöèè è äè�ðàêöèè. Âåëè÷èíà ïîñòîÿííîé 
 == I0=16�n
Te â êîý��èöèåíòå íåëèíåéíîñòè � è�óíêöèè íåëèíåéíîñòè ' = �I�(I) çàäàåò ¾òåìï¿íàñûùåíèÿ íåëèíåéíîñòè â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðàñ íåëèíåéíîñòüþ� = 1
 �1� e�
I� :Â ïðåäåëå 
I � 1 äàííàÿ �óíêöèÿ � îòâå÷àåò ñðåäåñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, lim
I!0� = �
ub = I .Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êâàçèîïòè÷åñêîãî ïðè�áëèæåíèÿ (3), áóäó÷è çàïèñàííûìè â áåçðàçìåðíûõïåðåìåííûõ (6), ïðèíèìàþò âèä2� � �k; �2? � �kmaxf1; (�2?=a2)(1�e�
I)g: (7)Óðàâíåíèÿ (5) ñëåäóåò äîïîëíèòü êðàåâûìè óñëîâè�ÿìè, îïðåäåëÿþùèìè ñòðóêòóðó ïó÷êà íà ãðàíèöå(z = 0) íåëèíåéíîé ñðåäû. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòüïó÷îê ñ ïëîñêèì íà÷àëüíûì �àçîâûì �ðîíòîì, ò. å.ñ ðàâíîé íóëþ ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà, v(0; r) = 0, èïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íà�÷àëüíîé èíòåíñèâíîñòè I(0; r) = J(r). Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåì ñèñòåìó ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå èáóäóò ñ÷èòàòüñÿ èñõîäíûìè:�zv + v�rv � 12a2�I (1� e�
I) �rI �� �r � 12rpI �r �r�rpI�� = 0;�zI + I�rv + v�rI + Ivr = 0;v(0; r) = 0; I(0; r) = J(r): (8)Â óðàâíåíèÿõ (8) èìåþòñÿ äâà óïðàâëÿþùèõ ïàðà�ìåòðà, a2 = �
=� � 
2=!2ped2 è 
, âûáîð ñîîòíîøå�íèÿ ìåæäó êîòîðûìè çàäàåò ðàçëè÷íûå ðåæèìû ïî�âåäåíèÿ ïó÷êà â ñðåäå ñ íàñûùàþùåéñÿ ïîíäåðîìî�òîðíîé íåëèíåéíîñòüþ.3. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ�ÅØÅÍÈÅÄëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíå�íèé (8) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ��-ñèììåòðèé [30℄.Ñóòü äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèèñèììåòðèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå îñòàâëÿþò

èíâàðèàíòíûìè ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé(8), ïîñòðîåííûå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ìàëî�ãî óäàëåíèÿ îò ãðàíèöû íåëèíåéíîé ñðåäû, è èñ�ïîëüçîâàíèè ýòèõ ñèììåòðèé äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïðè�áëèæåííûõ ðåøåíèé â ãëóáü íåëèíåéíîé ñðåäû.Ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò ñâîéñòâî îïåðàòî�ðà ��-ñèììåòðèè ïðåîáðàçîâûâàòü ðåøåíèå êðàå�âîé çàäà÷è ñ çàäàííûìè êðàåâûìè äàííûìè â ðå�øåíèå òîé æå êðàåâîé çàäà÷è (â îáùåì ñëó÷àåïðîèçâîëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùèå èíâà�ðèàíòíûìè èññëåäóåìûå óðàâíåíèÿ, ýòèì ñâîéñòâîìíå îáëàäàþò). Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü ïîñòðî�èòü ��-ñèììåòðèþ äëÿ çàäàííûõ êðàåâûõ äàííûõçàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè äîïóñêàåìîé ãðóïïû: êàêïðàâèëî, ÷åì øèðå ãðóïïà ñèììåòðèé èññëåäóåìûõóðàâíåíèé, òåì äëÿ áîëåå øèðîêîãî íàáîðà êðà�åâûõ äàííûõ ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ��-ñèììåòðèé. Òàê, íàïðèìåð, â ïðåäåëå 
 ! 0,êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò íàñûùàþùåéñÿíåëèíåéíîñòè ê êóáè÷íîé, ãðóïïà ñèììåòðèé ÍÓØ(1) ðàñøèðÿåòñÿ çà ñ÷åò äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ îïå�ðàòîðîâ ãðóïïû òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé � îïåðà�òîðà ðàñòÿæåíèé è îïåðàòîðà ãðóïïû ïðîåêòèâíûõïðåîáðàçîâàíèé2). ��-ñèììåòðèè, ïîñòðîåííûå íàëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðà ïðîåêòèâíîé ãðóï�ïû è îïåðàòîðà ñäâèãà âäîëü îñè ïó÷êà [27℄, ïîðî�æäàþò èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êàê äëÿêîëëèìèðîâàííîãî ïó÷êà (òàóíñîâ ïó÷îê), òàê è äëÿïðåäâàðèòåëüíî ñ�îêóñèðîâàííîãî ïó÷êà â ñðåäå ñêóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïðè ïðîèçâîëüíûõ êðàå�âûõ äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðè�áëèæåííûõ ��-ñèììåòðèé. Ïðèìåíèòåëüíî ê èíòå�ðåñóþùåé íàñ çàäà÷å èñêîìàÿ ��-ñèììåòðèÿ çàäà�åòñÿ ñëåäóþùèì îïåðàòîðîì ïðèáëèæåííîé ãðóïïûòî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé [27; 31℄:R = �1 + z22 ���S��z + 12��S�v ++ �z2��S + vz22 ���S� �x �� Iz2 ��1 + vzx � ���S + 1x��S� �I : (9)Èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ Ëè äëÿ ýòîãî îïåðàòî�ðà íàõîäÿòñÿ êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû, ñâÿ�2) Êîíå÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðà�çîâàíèé îòâå÷àþò òàê íàçûâàåìûì ïðåîáðàçîâàíèÿì �îêóñè�ðîâêè, à ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîðîæäàåìûå ëèíåéíîé êîìáèíàöè�åé îïåðàòîðîâ ñäâèãà (âäîëü îñè ïó÷êà), ðàñòÿæåíèÿ è ïðî�åêòèâíîé ãðóïïû àíàëîãè÷íû áîëåå ñëîæíûì ëèíçîâûì ïðå�îáðàçîâàíèÿì (õîòÿ è íå èñ÷åðïûâàþò èõ) (ñì., íàïðèìåð,[5, ãë. 6℄).34



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Íîâûå ðåøåíèÿ â òåîðèè ñàìî�îêóñèðîâêè : : :çûâàþùèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè I ïó÷êà è ïðîèç�âîäíîé ýéêîíàëà v ïðè z > 0 ñ àíàëîãè÷íûìè âå�ëè÷èíàìè íà ãðàíèöå (z = 0) ñðåäû. Ïîñòðîåííûåòàêèì îáðàçîì ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøå�íèÿ óðàâíåíèé (5) èìåþò âèä [27; 31℄v(z; r) = r � �z ; I(z; r) = J(�)�r ��2S��2S : (10)Çäåñü ïàðàìåòðû � è � îïðåäåëåíû ÷åðåç z è r ñïîìîùüþ ñîîòíîøåíèér = � �1 + z2��2S� ;S(�) = S(�) + (z2=4)(��S)2; (11)âêëþ÷àþùèõ �óíêöèþ S, çàâèñÿùóþ îò ïåðåìåííîé� = r � vz,S(�) = 
a2 � (J(�)) + �� ����pJ(�)��pJ(�) ; (12)è ó÷èòûâàþùóþ âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè ñðåäû.Â óñëîâèÿõ áàëàíñà íåëèíåéíîãî è äè�ðàêöèîí�íîãî âêëàäîâ â âûðàæåíèè (12), ò. å. ïðè S = 0, îïå�ðàòîð (9) ïðåâðàùàåòñÿ â îïåðàòîð ñäâèãà ïî îñè z, àóñëîâèå ��-èíâàðèàíòíîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèé (8) îòíîñèòåëüíî ýòîãî îïåðàòîðà ïðèâîäèò êðåøåíèÿì â âèäå ñòàöèîíàðíûõ âîëíîâîäíûõ êîí�è�ãóðàöèé [32℄, ðåàëèçóþùèõñÿ òîëüêî äëÿ âûäåëåí�íûõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà íà âõîäå âñðåäó. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåí�ñèâíîñòè ïó÷êà íà âõîäå â ñðåäó, êîãäà íåëèíåéíûéè äè�ðàêöèîííûé âêëàäû íå óðàâíîâåøèâàþò äðóãäðóãà, ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäåîòëè÷íî îò ñòàöèîíàðíîãî âîëíîâîäíîãî.Ïðè ïîëó÷åíèè �îðìóë (10) â ðàáîòàõ [27; 31℄ íåäåëàëîñü íèêàêèõ àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ïðî�ñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðå ïó÷êà â ñðåäå, è ýòè ñî�îòíîøåíèÿ ïðèãîäíû äëÿ ïó÷êîâ ñ ïðîèçâîëüíûìèãëàäêèìè êðàåâûìè äàííûìè. Åäèíñòâåííîå îãðà�íè÷åíèå, äåëàþùåå ñîîòíîøåíèÿ (10) íå òî÷íûìè,à ïðèáëèæåííûìè, ñâÿçàíî ñ ìàëîñòüþ ïàðàìåòðîâ� � 1 è � � 1, ÿâëÿþùèõñÿ êîý��èöèåíòàìè ïðèòðåòüåì è ÷åòâåðòîì âêëàäàõ â ïåðâîì èç óðàâíåíèé(5) (äî åãî íîðìèðîâêè). Ýòè íåðàâåíñòâà îáóñëîâëå�íû àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîé ãðóïïûòî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîãäà êîîðäèíàòû îïåðà�òîðà ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðÿäàìè ïî ñòåïåíÿìïàðàìåòðîâ äè�ðàêöèè � è íåëèíåéíîñòè � (ñì.,íàïðèìåð, [31, 33℄). Îãðàíè÷åíèå êîíå÷íûì ÷èñëîì÷ëåíîâ ðÿäà â òàêîì ðàçëîæåíèè ïîäðàçóìåâàåò ìà�ëîñòü êîý��èöèåíòîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïå�

íÿõ3): íèæå ìû ïîëàãàåì ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåííû�ìè. Â ÷àñòíîñòè, îäíî èç óñëîâèé, � � 1, ñîâïàäàåò ñóæå èñïîëüçîâàííûì êâàçèîïòè÷åñêèì ïðèáëèæåíè�åì (7). Õàðàêòåðíîå èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êàèç-çà íåëèíåéíîñòè âäîëü åãî îñè ïðîèñõîäèò íà ìàñ�øòàáàõ �nl = ����2a2n ���� = 2a21� e�
I ;ïîýòîìó äðóãîå óñëîâèå, � � 1, îçíà÷àåò, ÷òî êîð�ðåêòíîå îïèñàíèå îáñóæäàåìîé â ñëåäóþùåì ðàç�äåëå ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ïó÷êà âîçìîæíî,åñëè ñóùåñòâåííîå èñêàæåíèå åãî ïðî�èëÿ, íàïðè�ìåð îïðîêèäûâàíèå ïðî�èëÿ ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëàv(z; r), ïðîÿâëÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ znl & �nl.4. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈß�ÀÓÑÑÎÂÀ ÏÓ×ÊÀ4.1. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòûÈç îïðåäåëåíèÿ ýéêîíàëà ïó÷êà ñëåäóåò, ÷òî çíàêåãî ïðîèçâîäíîé, ò. å. ïîëîæèòåëüíîñòü èëè îòðèöà�òåëüíîñòü v, çàäàåò íàïðàâëåíèå ëó÷åé ïó÷êà â ïðî�ñòðàíñòâå: ïðè v > 0 ëó÷è îòêëîíÿþòñÿ â ñòîðîíóîò îñè ïó÷êà, ò. å. ïðîèñõîäèò äå�îêóñèðîâêà, à ïðèv < 0 èäåò �îêóñèðîâêà ê îñè. Êàê ñëåäñòâèå ýòî�ãî, ïðîèñõîäèò ëèáî óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè íàîñè ïó÷êà ïðè �rvjr!0 > 0, ëèáî åå íàðàñòàíèå ïðè�rvjr!0 < 0. Ýòî óòâåðæäåíèå áåçîòíîñèòåëüíî ê�îðìóëàì (10) ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî àíàëèçîì ðå�øåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) ïî òåîðèè âîçìóùåíèéïî ìàëîìó îòêëîíåíèþ z ! 0 îò ãðàíèöû ïëàçìû.Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå óðàâíåíèé (8) âáëèçè îñè ïó÷�êà â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ðàäèóñó r,v = 1Xk=0 v2k+1(z)(2k + 1)! r2k+1; I = 1Xk=0 I2k(z)(2k)! r2k ; (13)è ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ,çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ v2k+1(z)è I2k(z) íà îñè ïó÷êà â ïðåäåëå z ! 0:�zv1(0) + v21(0)� I4(0)3I0(0) + 3I22 (0)4I20 (0) � 
2a2 �� exp [�
I0(0)℄ I2(0) +O(z) = 0;�zI0(0) + 2I0(0)v1(0) ++z [2v1(0)�zI0(0)+2I0(0)�zv1(0)+�zzI0(0)℄++O(z2) = 0: (14)3) Äëÿ îáñóæäàþùåãîñÿ íèæå ãàóññîâà ïðî�èëÿ íà÷àëüíî�ãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè óñëîâèå � � 1 íå ÿâëÿåòñÿñóùåñòâåííûì: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ �Sñîäåðæèò ëèøü ëèíåéíûå ïî � âêëàäû.35 3*



Â. Ô. Êîâàëåâ, Ê. È. Ïîïîâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â (8) ïîñëåäíèå óðàâ�íåíèÿ äàþò v1(0) = 0, �zI0(0) = 0 è âûðàæåíèÿ äëÿïðîèçâîäíûõ �zv1(0) è �zzI0(0),�zzI0(0) = �2I0(0)�zv1(0) � �2I0(0)��� I4(0)3I0(0)�3I22 (0)4I20 (0)+ 
2a2 exp [�
I0(0)℄ I2(0)� : (15)Ïðè îòëè÷íîé, â îáùåì ñëó÷àå, ïðàâîé ÷àñòè óðàâ�íåíèÿ (15) îò íóëÿ ñëåäóåò, ÷òî íà ìàëîì óäàëå�íèè îò ãðàíèöû èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà íàîñè êâàäðàòè÷íî ïî ýòîìó óäàëåíèþ è ÿâëÿåòñÿ òåìá�îëüøèì, ÷åì áîëüøå âåëè÷èíà ðàäèàëüíîé ïðîèç�âîäíîé v1(0), ò. å. ÷åì êðó÷å ïðîñòðàíñòâåííûé ïðî��èëü v(0; r). Âåëè÷èíà ýòîé ïðîèçâîäíîé çàäàåòñÿíå òîëüêî ãåîìåòðèåé ïó÷êà, ò. å. ðàñïðåäåëåíèåì åãîèíòåíñèâíîñòè ïî ðàäèóñó, íî è ñîîòíîøåíèåì ïàðà�ìåòðîâ ïëàçìû è ïó÷êà, çàäàþùèì òî÷êó íà ïëîñêî�ñòè f
; a2g. Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâIk(0) äëÿ íà÷àëüíîãî ãàóññîâà ïðî�èëÿ èíòåíñèâíî�ñòè ïó÷êà J(r) = exp(�r2) äàåò ñëåäóþùèå âûðàæå�íèÿ äëÿ �zv1(0) è �zzI0(0):�zv1(0) = �(1=a2)(
e�
 � a2);�zzI0(0) = (2=a2)(
e�
 � a2): (16)Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ïó÷êà ïðèìàëîì óäàëåíèè îò ãðàíèöû ñóùåñòâåííûì îáðàçîìçàâèñèò îò òîãî, âûøå èëè íèæå êðèâîé 
 exp(�
)�� a2 = 0 ðàñïîëîæåíà òî÷êà íà ïëîñêîñòè f
; a2g:âûøå ýòîé êðèâîé, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü êðèâîéI (ñì. ðèñ. 1), èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà íà îñè óáûâàåò,íèæå � ðàñòåò.Äàííûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé èç ¾ïðèìèòèâ�íûõ¿ ñîîáðàæåíèé íà îñíîâå òåîðèè âîçìóùåíèéïî ìàëîìó îòêëîíåíèþ îò ãðàíèöû, èìååò, îäíà�êî, ãîðàçäî áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè.Âî-ïåðâûõ, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò (16)âîñïðîèçâîäèòñÿ ðåøåíèåì (10). Âî-âòîðûõ, �îðìó�ëû (10) èìåþò óêàçàííóþ â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàç�äåëà áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïî âå�ëè÷èíå îòêëîíåíèÿ îò ãðàíèöû, ÷åì äëÿ ðåøåíèé âðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòèíòåðåñ èññëåäîâàòü õàðàêòåð äèíàìèêè ïó÷êà â çà�âèñèìîñòè îò åãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè f
; a2g, èñ�ïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ î �îêóñèðîâêåèëè äå�îêóñèðîâêå ïó÷êà â çàâèñèìîñòè îò çíàêà v.Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (10), ðàññìîòðèì áîëåå ïî�äðîáíî ýâîëþöèþ ïó÷êà ñ ãàóññîâûì íà÷àëüíûì ïðî��èëåì èíòåíñèâíîñòè J(r) = exp(�r2), äëÿ êîòîðî�ãî �óíêöèÿ S(�) ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé� = �2 ïðèíèìàåò âèä
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�èñ. 1. �ðàíèöû âîëíîâîäíûõ êîí�èãóðàöèé íàïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ f
; a2g, îïðåäåëåííûå óñëî-âèÿìè (��S)axis = 0 (êðèâàÿ I) è (��S)min = 0(êðèâàÿ II). Çíà÷êè � ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ (ðàçä. 4.2). Êðèâàÿ rw = 1 çàäàåò àíà-ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ ðàäèóñîì âîëíîâîäà ðàâíûìåäèíèöå. Â çàòåìíåííîé îáëàñòè óñëîâèÿ ïðèìåíè-ìîñòè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ïëîõî âûïîëíÿþòñÿS(p) = 1a2 �1� e�
p�+ ln�1p�� 2; p = e��: (17)Èç �îðìóë (10), (11) ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëî�âèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ëó÷åé, îòêëîíÿþùèõñÿ ê îñèïó÷êà (ò. å. ëó÷åé, äëÿ êîòîðûõ v < 0), ÿâëÿåòñÿ îò�ðèöàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíîé ��S < 0, ãäå��S = 1� (
p=a2)e�
p : (18)Ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî(��S)min = 1� 1=ea2 ; (19)ïðîèçâîäíàÿ ��S äîñòèãàåò â òî÷êå p = pmin = 1=
.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè a2 > 1=e, ÷òî ñîîòâåòñòâó�åò óñëîâèþ !2ped2=
2 < e, ïðîèçâîäíàÿ S� âñþäó ïî�ëîæèòåëüíà, ò. å. âñå ëó÷è îòêëîíÿþòñÿ îò îñè. Ñóìåíüøåíèåì âåëè÷èíû a2, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ïðî�òèâîïîëîæíîå óñëîâèå, a2 < 1=e, âîçíèêàþò îáëàñòèñ v < 0, â êîòîðûõ ëó÷è îòêëîíÿþòñÿ ê îñè ïó÷�êà. Ó÷èòûâàÿ åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå 0 6 p 6 1,íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðè 
 < 1 âåëè÷èíà (��S)miníå äîñòèãàåòñÿ: �óíêöèÿ ��S ìîíîòîííî óáûâàåò,ïðèíèìàÿ ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (��S)axis ïðèp = 1, ò. å. íà îñè ïó÷êà r = 0,(��S)axis = 1� (
=a2)e�
 : (20)Ñîîòíîøåíèå (20) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïðè
 < 1 ãðàíèöà îáëàñòè ñ v < 0 ëåæèò íèæå ïðÿìîé36



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Íîâûå ðåøåíèÿ â òåîðèè ñàìî�îêóñèðîâêè : : :a2 = 1=e (êðèâàÿ II íà ðèñ. 1) è çàäàåòñÿ óñëîâèåì(��S)axis = 0, ò. å. ñîâïàäàåò ñ êðèâîé I, êàê óêàçàíîíà ðèñ. 1. Íèæå êðèâîé I èìååì (��S)axis < 0, ÷òîñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 
(!2ped2=
2) exp(�
) > 1, ò. å.â ïðèîñåâîé îáëàñòè ëó÷è íàïðàâëåíû ê îñè ïó÷êà,è ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ãëóáü ïëàçìû ïðîèñõîäèòóêðó÷åíèå ïðî�èëÿ v(z; r): ïðîèçâîäíàÿ �rv(z; r) íàîñè ïó÷êà,(�rv(z; r))r!0 � � (z=2) (���S)1 + (z2=2) (���S)�r!0 == z �1� (
=a2)e�
�1 + z2 [1� (
=a2)e�
 ℄ ; (21)ðàñòåò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðè óâåëè÷åíèè êî�îðäèíàòû z è íà ðàññòîÿíèè zaxis îò ãðàíèöû,zaxis = �(
=a2) e�
 � 1��1=2 ; (22)ïðîèñõîäèò îïðîêèäûâàíèå ïðî�èëÿ v(z; r). Ïðåäåë
 ! 0 îòâå÷àåò õîðîøî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó, ïî�ëó÷åííîìó äëÿ ñðåäû ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ [3℄,à èìåííî, îïèñûâàåò ¾âçðûâíîå¿ íàðàñòàíèå èíòåí�ñèâíîñòè íà îñè ïó÷êà, êîãäà âëèÿíèå íåëèíåéíî�ãî ñëàãàåìîãî îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííûì, ÷åìäè�ðàêöèîííûé âêëàä, � > �. Ñðàâíåíèå �îðìóë(16) è (21) ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåííîå àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå â ïðåäåëå z ! 0 âîñïðîèçâîäèò ðåøåíèåïî òåîðèè âîçìóùåíèé, à ïðè áîëüøèõ z îïèñûâàåòóêðó÷åíèå ïðî�èëÿ v(z; r) âïëîòü äî åãî îïðîêèäû�âàíèÿ.Ïðè 
 > 1 òî÷êà pmin, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìè�íèìóì ïðîèçâîäíîé ��S, ëåæèò âíóòðè äîïóñòèìîãîèíòåðâàëà, pmin 2 [0; 1℄, è ìîæíî îæèäàòü íàèáîëååñèëüíîãî èñêàæåíèÿ âîëíîâîãî �ðîíòà íà ðàäèóñàõ,çàäàâàåìûõ âåëè÷èíîé pmin. Íàðàñòàíèå èñêàæåíèéâîëíîâîãî �ðîíòà ñ ðîñòîì êîîðäèíàòû z ïðèâîäèòê åãî îïðîêèäûâàíèþ òàêæå âíå îñè ïó÷êà. Óñëî�âèå îïðîêèäûâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó íàðóøå�íèÿ îäíîçíà÷íîñòè â çàâèñèìîñòè r(�), çàäàâàåìîìóóñëîâèÿìè ��r = ���r = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿïàðà ñîîòíîøåíèé, çàäàþùèõ ðàäèàëüíóþ êîîðäè�íàòó òî÷êè îïðîêèäûâàíèÿrbr =rln 1pbr �1 + z2br �1� 1a2 
pbr exp(�
pbr)��è ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòó zbr âäîëü îñè ïó÷êà,3(1� 
pbr)� 2 ln pbr[3
pbr � 1� (
pbr)2℄ = 0;zbr = �(
pbr=a2) exp (�
pbr) �� (1 + 2(1� 
pbr) ln pbr)� 1℄�1=2 : (23)

Èç �îðìóë (10) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ðàäèóñàrw, íà êîòîðîì v îáðàùàåòñÿ â íóëü, îäèíàêîâî äëÿâñåõ z, íà êîòîðûõ çàäàíî ðåøåíèå. Ïðîèíòåãðèðî�âàííàÿ ïî ðàäèóñó â ïðåäåëàõ 0 6 r 6 rw è ñ âåñîìr èíòåíñèâíîñòü ïó÷êàMw = rwZ0 dr rIñîõðàíÿåòñÿ, ñîãëàñíî âòîðîìó óðàâíåíèþ â (8), âíó�òðè îáëàñòè ðàäèóñà rw. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå èíòåí�ñèâíîñòè âíóòðè ýòîé îáëàñòè, êîòîðîå ñîïðîâîæäà�åò èçìåíåíèå êîîðäèíàòû z, íå ìåíÿåò äîëþ ïîëíîéýíåðãèè, çàêëþ÷åííîé âíóòðè îáëàñòè ðàäèóñà rw.Ïîýòîìó ìîæíî íàçâàòü òàêóþ êîí�èãóðàöèþ ïó÷�êà âîëíîâîäíîé ñ ðàäèóñîì âîëíîâîäà rw. ×èñëî òî�÷åê rwi, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îáðàùåíèÿâ íóëü âåëè÷èíû v (èíûìè ñëîâàìè, ÷èñëî âëîæåí�íûõ äðóã â äðóãà âîëíîâîäíûõ êîí�èãóðàöèé), çà�âèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè f
; a2g. Â îáëàñòè
 < 1 ïðè ëþáîì a2 < 
e�
, ò. å. äëÿ ëþáîé òî÷êèíà ïëîñêîñòè f
; a2g ïîä êðèâîé I è ëåâåå âåðòèêà�ëè 
 = 1, ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî çíà÷åíèå ðàäèóñàrw =pln(1=pw), çàäàâàåìîãî âåëè÷èíîé pw, êîòîðàÿíàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà íóëþ ïðàâîé ÷àñòè âûðàæå�íèÿ (18); âûøå êðèâîé I è ëåâåå âåðòèêàëè 
 = 1âîëíîâîäíûõ êîí�èãóðàöèé íåò.Ïðàâåå âåðòèêàëè 
 = 1 è íèæå ïðÿìîé a2 = 1=e,ò. å. íèæå êðèâîé II, ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî èëè äâóõâëîæåííûõ âîëíîâîäîâ çàâèñèò îò òîãî, íàõîäèì�ñÿ ëè ìû âûøå èëè íèæå êðèâîé I íà ïëîñêî�ñòè ïàðàìåòðîâ f
; a2g. Íèæå ýòîé êðèâîé, êàê èïðè 
 < 1, èìååòñÿ ëèøü îäíî çíà÷åíèå ðàäèó�ñà rw = pln(1=pw), âû÷èñëÿåìîãî èç óðàâíåíèÿ��S(p = pw) = 0. Âûøå êðèâîé I îäíîâðåìåííî ñóùå�ñòâóþò äâà âîëíîâîäà ñ ðàäèóñàìè rw1 è rw2. Áîëü�øåìó ðàäèóñó rw1 = pln(1=pw1) ñîîòâåòñòâóåò êî�ðåíü pw1 óðàâíåíèÿ ��S(p = pw1) = 0, ëåæàùèé âèíòåðâàëå pw1 2 [p�; 1=
℄, ãäå p� � îòëè÷íûé îò åäè�íèöû êîðåíü óðàâíåíèÿ ��S(p = p�) = ��S(p = 1).Ìåíüøåìó ðàäèóñó rw2 =pln(1=pw2) ñîîòâåòñòâóåòêîðåíü pw2 óðàâíåíèÿ ��S(p = pw2) = 0, ëåæàùèéâ èíòåðâàëå pw2 2 [1; 1=
℄. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïðÿ�ìîé a2 = 1=e ðàçíèöà ìåæäó pw1 è pw2, à çíà÷èò, èìåæäó rw1 è rw2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, îáëàñòü ñ îòðèöà�òåëüíûìè v ñóæàåòñÿ è, â êîíöå êîíöîâ, ïðîïàäàåò,ò. å. âûøå ïðÿìîé a2 = 1=e âîëíîâîäíûõ êîí�èãóðà�öèé íåò.Ïîñêîëüêó âíóòðè âîëíîâîäà ñ ðàäèóñîì rw2 âå�ëè÷èíà v > 0, ïî ìåðå ðîñòà z èíòåíñèâíîñòü â íåìïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî åå ìàêñèìóì ëîêàëèçó�åòñÿ íà âíåøíåé ñòåíêå âîëíîâîäà. Íàïðîòèâ, äëÿ37



Â. Ô. Êîâàëåâ, Ê. È. Ïîïîâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012òðóá÷àòîãî âîëíîâîäà ñ rw1 6 r 6 rw2 âåëè÷èíàv < 0 âíóòðè âîëíîâîäà, ÷òî ïðèâîäèò ê òàêîìóïåðåðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòè, êîãäà åå ìàêñè�ìóì îêàçûâàåòñÿ âáëèçè âíóòðåííåé ãðàíèöû òðóá�÷àòîãî âîëíîâîäà, òî÷íåå âáëèçè rbr. �àññìàòðèâàÿðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà ïî ðàäèóñó ¾âöåëîì¿, ìîæíî íàçâàòü òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåí�ñèâíîñòè êîëüöåâîé ñòðóêòóðîé (èëè ïðîùå � êîëü�öîì). Âïðî÷åì, äëÿ òî÷åê íèæå êðèâîé I ìàêñèìóìèíòåíñèâíîñòè ñ ðîñòîì z òàêæå ðàñïîëîæåí âáëèçèrbr 6= 0, ïîýòîìó è çäåñü ìîæíî ãîâîðèòü î �îðìè�ðîâàíèè êîëüöåâîé ñòðóêòóðû ïó÷êà, îäíàêî â îò�ëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî âàðèàíòà ïðè ýòîì èíòåíñèâ�íîñòü ïó÷êà íà îñè ðàñòåò. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâf
; a2g äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåíà êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâó�þùàÿ âîëíîâîäàì ðàäèóñà rw = 1. Ïðè 
 > 1 ýòàêðèâàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî âíåøíåìó ðàäèóñó rw1âïëîòü äî êàñàíèÿ ñ êðèâîé II, à äëÿ á�îëüøèõ 
,êîãäà ýòà êðèâàÿ ñïàäàåò, îíà õàðàêòåðèçóåò âíó�òðåííèé ðàäèóñ rw2. Â îáëàñòè íèæå êðèâîé II èïðàâåå êðèâîé I ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó íà ïëîñêîñòèf
; a2g ïðîõîäÿò äâå êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå âîë�íîâîäû ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà: âîñõîäÿùàÿ êðèâàÿ ñî�îòâåòñòâóåò áîëüøåìó ðàäèóñó, íèñõîäÿùàÿ � ìåíü�øåìó.Âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðûáàçèðóåòñÿ íà òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ��-ïðåîáðàçî-âàíèé. Óñëîâèåì åå ïðèìåíèìîñòè, êàê áûëî ñêàçà�íî âûøå, ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðîâ � è � ïðè�áëèæåííîé ãðóïïû. Â ïðåäåëå èñ÷åçàþùåé íåëèíåé�íîñòè, � ! 0, ïðèâåäåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå (10), (11) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è õàðàêòåðèçóåò äè��ðàêöèîííîå ðàñïëûâàíèå ëàçåðíîãî ïó÷êà. Ïîýòî�ìó ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìî�ñòè ïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (ñì. òàê�æå óòâåðæäåíèå â êîíöå ðàçä. 3) îãðàíè÷åíà òàêèìèçíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ a2 è 
, ïðè êîòîðûõ íåëè�íåéíîñòü, ïðèâîäÿùàÿ ê ñóùåñòâåííîìó èñêàæåíèþëàçåðíîãî ïó÷êà, ïðîÿâëÿåòñÿ íà áîëüøîì õàðàêòåð�íîì ìàñøòàáå znl & �nl, ãäå â êà÷åñòâå znl ñëåäó�åò èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëüíóþ èç äâóõ âåëè÷èí, zbrè zaxis, ò. å. znl = minfzbr; zaxisg. Ýòî îãðàíè÷åíèåâûäåëÿåò íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ f
; a2g îáëàñòü,ãäå ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ ñêîðååâñåãî íîñÿò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð, è èõ ñïðàâåäëè�âîñòü íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå, íàïðèìåð, ÷èñëåííûìèðàñ÷åòàìè. Êà÷åñòâåííî, ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè ìîæ�íî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ îöåíîê: áóäåìñ÷èòàòü âåðõíåé ãðàíèöåé ýòîé îáëàñòè ïðè 
 < 1êðèâóþ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (22) ïðèzaxis = 1, ò. å. êðèâóþ I, à ïðè 
 > 1 êðèâóþ, êî�òîðàÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (23) ïðè zbr = 1 è

îáîçíà÷åíà íà ðèñ. 1 øòðèõàìè. Íèæíþþ ãðàíèöóóñëîâíî çàäàäèì ñîîòíîøåíèåì �nl = 3znl, ïðè÷åìïðè âû÷èñëåíèè �nl âûáèðàåì çíà÷åíèå èíòåíñèâíî�ñòè íà îñè ïó÷êà âáëèçè ãðàíèöû, I = 1. Ïîëó÷åí�íàÿ â ðåçóëüòàòå îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâíà ðèñ. 1 âûäåëåíà ñåðûì öâåòîì.4.2. Ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè âîáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿÄëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðå�çóëüòàòîâ è óòî÷íåíèÿ îáëàñòè èõ ïðèìåíèìîñòè áû�ëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (1).Çäåñü ìû îáñóäèì ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòà�òîâ ñ àíàëèòè÷åñêèìè â îáëàñòè èõ ïðèìåíèìîñòè,ò. å., äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé z, ïðè êîòîðûõ íå ïðîèñõî�äèò îïðîêèäûâàíèÿ ïðî�èëÿ ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëàâ àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè.Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî âûøå êðèâîé I ïðè 
 << 1 è âûøå øòðèõîâîé ëèíèè íà ðèñ. 1, ãäå àíà�ëèòèêà ïðåäñêàçûâàåò äè�ðàêöèîííîå ðàñïëûâàíèåïó÷êà, îòëè÷èå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ îò àíàëèòè�÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïðåíåáðåæèìî. Ïîýòî�ìó îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå ÷èñëåí�íûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â âûäåëåííîé îá�ëàñòè (ñì. ðèñ. 1) è ïîä íåé. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå (10), (11) îïðåäåëåíî ëèøü äî òî÷êè îïðîêèäû�âàíèÿ ïðî�èëÿ v(z; r), íî �îðìàëüíî îíî îêàçûâàåò�ñÿ íåïðèìåíèìûì íåñêîëüêî ðàíüøå, ïîñêîëüêó ïðèïîäõîäå ê òî÷êå îïðîêèäûâàíèÿ ïðî�èëÿ v(z; r) ñòà�íîâèòñÿ âàæåí ó÷åò ïîïðàâîê ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà(ïî íåëèíåéíîñòè) â îïåðàòîðå ��-ñèììåòðèè (9).Íàéäåííûå îñîáåííîñòè â òî÷íîì ðåøåíèè, êîíå÷�íî, íå âîçíèêàþò, îäíàêî èçó÷åíèå óñëîâèé îïðîêè�äûâàíèÿ è ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõðåøåíèé ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå îïðîêèäûâàíèÿ ïîçâî�ëèò êà÷åñòâåííî (à â ðÿäå ñëó÷àåâ è êîëè÷åñòâåííî)ïðåäñêàçàòü ðàçëè÷íûå òèïû ðåøåíèé.Â êà÷åñòâå ïåðâîãî òåñòà ìû ðàññìîòðåëè ïîâåäå�íèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè î÷åíü ìàëûõ z. Â çàâè�ñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ a2 è 
 çíà÷åíèå èíòåíñèâíî�ñòè íà îñè ïó÷êà äëÿ òàêèõ z ìîæåò ëèáî íàðàñòàòü,ëèáî óáûâàòü ñ ðîñòîì z. �ðàíèöà, ðàçäåëÿþùàÿ ýòèäâà òèïà ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, îáîçíà÷åíà íà ðèñ. 1êðóæêàìè. Ýòà ãðàíèöà, âïîëíå îæèäàåìî, ñîâïàäà�åò ñ êðèâîé I èç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ÷òî ñâè�äåòåëüñòâóåò î ñîâïàäåíèè ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷å�ñêèõ è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿìàëûõ z. Ñ óâåëè÷åíèåì z ÷èñëåííîå ðåøåíèå íà÷è�38



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Íîâûå ðåøåíèÿ â òåîðèè ñàìî�îêóñèðîâêè : : :
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�èñ. 2. Êîëè÷åñòâî íóëåé ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè 0 < r < 4 è z = 0:025zmax (à),z = 0:5zmax (á ). Â ÷åðíîé îáëàñòè íåò íóëåé, â ñåðîé � îäèí íóëü, â áåëîé � äâà íóëÿíàåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî.Ýòî ðàçëè÷èå, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, äîëæíî ñèëü�íåå ïðîÿâëÿòüñÿ â çàòåìíåííîé îáëàñòè, òîãäà êàêâíå åå ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà êà÷åñòâåííî ïðèåìëåìîåñîãëàñèå ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.Âûøå ìû îáñóæäàëè ñóùåñòâîâàíèå âîëíîâîä�íûõ ðåøåíèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåìíóëåé ó ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà. Ñîãëàñíî ðåçóëü�òàòàì àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, ïîëîæåíèå íó�ëåé, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, íå çàâèñèò îò z, è, òà�êèì îáðàçîì, íóëè ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà îïðåäåëÿ�þò ñòåíêè âîëíîâîäîâ. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, çàêëþ÷åí�íàÿ ìåæäó ýòèìè ñòåíêàìè, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè, ðàçðà�áîòàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áûëî óêàçàíèå îá�ëàñòåé íà ïëîñêîñòè f
, a2g, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþòâîëíîâîäíûå ðåøåíèÿ. Íàøèì âòîðûì òåñòîì àíàëè�òè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâèëîñü ïîñòðîåíèå îáëàñòåé,â êîòîðûõ ÷èñëåííûé àíàëèç îáíàðóæèâàåò �îðìè�ðîâàíèå âîëíîâîäíûõ ðåøåíèé. Ýòè îáëàñòè ïîêàçà�íû íà ðèñ. 2, ãäå ïðîàíàëèçèðîâàíû ÷èñëåííûå ðå�øåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèé îò ãðàíèöû äî z = 0:025 zmaxè z = 0:5 zmax, ãäå zmax = znl, â îáëàñòè ïîä êðèâîéI äëÿ 
 < 1 è ïîä êðèâîé II äëÿ 
 > 1. Ïðè ýòîì âîáëàñòè íàä êðèâûìè I è II ïðèíèìàåì äëèíó zmaxðàâíîé ðýëååâñêîé äëèíå, zmax = 1.Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ÷èñëåííîå è àíàëèòè�÷åñêîå ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò ïðè ìàëûõ z. Ïîñêîëüêóðàäèóñû âîëíîâîäíûõ ñòåíîê â òåîðèè íå çàâèñÿò îòz, ïðè ìàëûõ z àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äîëæåíñîîòâåòñòâîâàòü êëàññè�èêàöèè ðåøåíèé, êîòîðóþèëëþñòðèðóåò ðèñ. 1. Èìåííî ýòî íàáëþäàåòñÿ íàðèñ. 2à. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè z ãðàíèöû îáëàñòåé

íà÷èíàþò äå�îðìèðîâàòüñÿ (ðèñ. 2á ). Ýòî ñâÿçàíîñ òåì, ÷òî ïîëîæåíèÿ íóëåé ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëàâ ÷èñëåííîì ðåøåíèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîñòîÿííû(ñì. ïðèìåð íà ðèñ. 3à), à ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè z.Ïîñëåäíåå îñîáåííî õîðîøî âûðàæåíî äëÿ ðåøåíèéâ çàòåìíåííîé îáëàñòè íà ðèñ. 1 � îáëàñòè, ãäå åñ�ëè è îæèäàëîñü, òî òîëüêî êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèåïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ èñòèí�íûìè. Äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 
 è a2âîçìîæíî èçìåíåíèå ÷èñëà íóëåé (êàê â ïðèìåðå íàðèñ. 3á ), âñëåäñòâèå ÷åãî òèï ðåøåíèé òîæå ìåíÿ�åòñÿ. Ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå z = zmax îáíàðóæèâàþò�ñÿ ðåøåíèÿ ñ á�îëüøèì, ÷åì äâà, êîëè÷åñòâîì íóëåéïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà. Â öåëîì, îäíàêî, ðåçóëüòà�òû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäòâåðäèëè, ÷òî âíåçàòåìíåííîé îáëàñòè íà ðèñ. 1 ïðè z . (3=4) zmax÷èñëî íóëåé ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà îñòàåòñÿ íåèç�ìåííûì, à èõ ïîëîæåíèÿ ìåíÿþòñÿ íå áîëåå ÷åìíà íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ. Èëëþñòðàöèåé ýòîãî óòâåð�æäåíèÿ ñëóæàò ïîäðîáíî îáñóæäàåìûå íèæå ïðèìå�ðû ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîéýéêîíàëà, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4 è 5.Ñòðîãî ãîâîðÿ, àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîêà�çûâàåò, ÷òî èñòèííûõ âîëíîâîäîâ, çàäàííûõ óñëîâè�åì ïîñòîÿíñòâà ïîëîæåíèé íóëåé ïðîèçâîäíîé ýé�êîíàëà, íå îáíàðóæèâàåòñÿ. Ìîæíî, îäíàêî, îïðå�äåëèòü âîëíîâîä êàê ñòðóêòóðó, ó êîòîðîé ìîù�íîñòü, çàêëþ÷åííàÿ â ïðåäåëàõ çàäàííîãî ðàäèóñà,íå óìåíüøàåòñÿ íà ìàñøòàáàõ, ñóùåñòâåííî ïðåâû�øàþùèõ ìàñøòàá èçìåíåíèÿ åãî ïîïåðå÷íîé ñòðóê�òóðû. Ïîäîáíûé ïîäõîä ê àíàëèçó ïó÷êà ñ òî÷�êè çðåíèÿ èçìåíåíèÿ åãî èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðè�ñòèê ðàíåå èñïîëüçîâàëñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [21℄.39



Â. Ô. Êîâàëåâ, Ê. È. Ïîïîâ, Â. Þ. Áû÷åíêîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012z = 0:960:640:32 1:280 0:5 1:0 1:5 2:0 2:5 3:0r�0:4�0:200:20:40:6
0:81:0v à á z = 0:530:27 1:070:80 3:0r2:52:01:51:00:5000:10:20:30:4

0:5v

�èñ. 3. Ïðèìåðû ïîâåäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà â çàòåìíåííîé îáëàñòè íà ðèñ. 1: a � èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ íóëåé(a2 = 0:16, 
 = 9:9); á � èçìåíåíèå ÷èñëà íóëåé (a2 = 0:24, 
 = 9:9)Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì íàðèñ. 1 òðåóãîëüíèêàìè äàíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
, a2, äëÿ êîòîðûõ ìîùíîñòü âíóòðè îáëàñòè ðàäè�óñà r = 1 ïðè z = zmax ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ,çàêëþ÷åííîé âíóòðè îáëàñòè òîãî æå ðàäèóñà ïðèz = 0. Ñðàâíèâàÿ ñ ëèíèåé rw = 1 íà ðèñ. 1, çàäà�þùåé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ 
, a2, äëÿ êîòîðûõ àíà�ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé âîëíîâîäíîéñòðóêòóðîé ñ âíåøíèì ðàäèóñîì ðàâíûì åäèíèöå,âèäèì, ÷òî òî÷êè ïðàêòè÷åñêè ëîæàòñÿ íà ýòó ëè�íèþ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî îíè ïðîõîäÿò ïî âûäåëåí�íîé îáëàñòè, ãäå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ïëî�õî âûïîëíÿþòñÿ.Ñëåäóþùèì òåñòîì áûë àíàëèç êîëüöåâûõ ÷èñ�ëåííûõ ðåøåíèé. Íà ðèñ. 1 êâàäðàòàìè äàíà ãðà�íèöà ñóùåñòâîâàíèÿ êîëüöåâûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèéïðè z = znl. Äëÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâf
; a2g, ëåæàùèõ ïîä ýòîé êðèâîé, ìîäåëèðîâàíèåäàåò êîëüöåâîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà.Ïîä êîëüöåâûì ðàñïðåäåëåíèåì ìû ïîíèìàåì òàêîåðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà, êîãäà åãî èí�òåíñèâíîñòü ïðè �èêñèðîâàííîì z äîñòèãàåò ìàêñè�ìóìà ïðè íåêîòîðîì r > 0. Âîçíèêíóâ ïðè êîíå÷íîìz < znl, ýòîò ìàêñèìóì íàðàñòàåò ïðè ñòðåìëåíèèz ! znl. Çäåñü ìû íàõîäèì ñóùåñòâåííîå îòëè÷èåîò ðåçóëüòàòîâ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðîå çà�êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äàåòêîëüöåâûå ñòðóêòóðû ñ îäíèì âíåîñåâûì ìàêñèìó�ìîì è òîëüêî äëÿ 
 > 1, òîãäà êàê â ÷èñëåííîì ýêñïå�ðèìåíòå íàáëþäàþòñÿ íåìîíîòîííûå ðàñïðåäåëåíèÿèíòåíñèâíîñòè ïî ðàäèóñó è ïðè 
 < 1. Ýòî ðàçëè÷èåñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ãðàíèöà, ïîêàçàííàÿ êâàäðàòàìèíà ðèñ. 1, èçìåðåíà â òî÷êå z = znl, â òî âðåìÿ êàêàíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì

óæå ïðè íåñêîëüêî ìåíüøèõ z. Çàìåòèì, ÷òî, â ñè�ëó êðóòîãî ïðî�èëÿ ÷èñëåííîé ãðàíèöû �îêóñèðîâ�êè â êîëüöî ïðè 
 < 1 è îòíîñèòåëüíîãî ïîëîãîãîïðî�èëÿ ýòîé ãðàíèöû ïðè 
 > 1, è çäåñü ìîæíîãîâîðèòü î êà÷åñòâåííîì ïîäîáèè àíàëèòè÷åñêèõ è÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.Íàèáîëåå ÿâíî ðàçëè÷èå è ïîäîáèå ÷èñëåííûõ èàíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ïðîñëåäèòü ïðèïðÿìîì ñðàâíåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëå�íèé èíòåíñèâíîñòè è ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà ïó÷êà.Ïðèâåäåì äâà èëëþñòðàòèâíûõ ïðèìåðà, îòâå÷àþ�ùèõ ïàðàìåòðàì a2 è 
 èç îáëàñòè, ëåæàùåé ñóùå�ñòâåííî íèæå ãðàíè÷íûõ êðèâûõ I, II íà ðèñ. 1.Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì êðèâûåïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ýé�êîíàëà è èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîò�âåòñòâóþùèõ òî÷êå 1 íà ðèñ. 1: 
 = 0:1, a2 = 0:001.Ýòè êðèâûå ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4. Íóëè â ðàñïðå�äåëåíèè ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà óêàçûâàþò íà ñó�ùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî âîëíîâîäà ñ ðàäèó�ñîì rw � 2. ×òî êàñàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâ�íîñòè, òî ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 4a êàðòèíà ïðî�ñòðàíñòâåííîé ýâîëþöèè ïó÷êà â ñðåäå ñ íàñûùàþ�ùåéñÿ íåëèíåéíîñòüþ ñõîæà ñ òèïè÷íîé êàðòèíîéåãî ýâîëþöèè â ñðåäå ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ,êîãäà âëèÿíèå ý��åêòîâ íàñûùåíèÿ íåëèíåéíîñòèíåñóùåñòâåííî. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò âàðèàíòà, êî�ãäà íàñûùåíèå íåëèíåéíîñòè îòñóòñòâóåò è èíòåí�ñèâíîñòü íà îñè ïó÷êà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü,çäåñü, êîãäà 
 6= 0, èíòåíñèâíîñòü íà îñè ïó÷êàïðè ïîäõîäå ê òî÷êå îïðîêèäûâàíèÿ è çà íåþ îñòà�åòñÿ êîíå÷íîé, êàê ñëåäóåò èç ïîëó÷åííîé â ÷èñ�ëåííîì ýêñïåðèìåíòå êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåí�ñèâíîñòè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 4â è íà âñòàâêå40
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�èñ. 4. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè I (à,â) è ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà v (á,ã) ëàçåðíîãî ïó÷êà âïëàçìå äëÿ a2 = 0:001, 
 = 0:1 (òî÷êà 1 íà ðèñ. 1) íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ãðàíèöû ïëàçìû: z=zaxis = 0:9 (1 ),0:75 (2 ), 0:6 (3 ), 0 (4 ); à,á � àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû; â,ã � ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿê ýòîìó ðèñóíêó. Ýòîò �àêò óêàçûâàåò íà íåîáõî�äèìîñòü êîððåêöèè àíàëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ âîêðåñòíîñòè òî÷êè îïðîêèäûâàíèÿ, î ÷åì óæå ãîâî�ðèëîñü âûøå. Ñðàâíåíèå ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 4 êðè�âûõ ïîêàçûâàåò íåïëîõîå êîëè÷åñòâåííîå ñîâïàäå�íèå àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ âïëîòüäî z � 0:75 zaxis. Äàëåå ñîãëàñèå íîñèò òîëüêî êà�÷åñòâåííûé õàðàêòåð (íàëè÷èå íàáëþäàåìûõ â ÷èñ�ëåííîì ñ÷åòå îñöèëëÿöèé â ðàñïðåäåëåíèè èíòåí�ñèâíîñòè ïî ðàäèóñó â àíàëèòè÷åñêîì ïîäõîäå íåïîäòâåðæäàåòñÿ), òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò îïðîêèäû�âàíèå ïðî�èëÿ v(z; r) ïðè z = zaxis. Èìååòñÿ òàê�æå õîðîøåå ñîãëàñèå ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõðåçóëüòàòîâ äëÿ ãðàíèöû rw âîëíîâîäíîé êîí�èãó�ðàöèè (ñð. òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ïðîèçâîäíîéýéêîíàëà ñ îñüþ íà ðèñ. 4á,ã).Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà âûáðàí ñëó÷àé, îò�âå÷àþùèé òî÷êå 2 íà ðèñ. 1: 
 = 8:5, a2 = 0:005,äëÿ êîòîðîé àíàëèòè÷åñêèå êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿèíòåíñèâíîñòè è ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà ïðåäñòàâëå�íû íà ðèñ. 5. Íàëè÷èå äâóõ íóëåé âî âíåîñåâîé îá�ëàñòè â ðàñïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà ïî ðà�

äèóñó óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå äâóõ âëîæåííûõâîëíîâîäíûõ êîí�èãóðàöèé ñ ðàäèóñàìè rw1 � 2:73è rw2 � 0:4. Ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà �îð�ìèðóåòñÿ âíóòðè òðóá÷àòîãî âîëíîâîäà íà êîíå÷íîìðàññòîÿíèè îò îñè âîëíîâîäà âáëèçè rbr � 0:8983, àèíòåíñèâíîñòü íà îñè ïó÷êà ïàäàåò, õîòü è íåçíà÷è�òåëüíî. Ñðàâíåíèå ðèñ. 5à,á è ðèñ. 5â,ã ïîêàçûâàåò,÷òî êîëüöåâàÿ ñòðóêòóðà â ÷èñëåííîì ñ÷åòå îáðàçó�åòñÿ íåñêîëüêî ïîçäíåå, ÷åì â àíàëèòèêå, à ñàìî îá�ðàçîâàíèå êîëüöà ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåìâòîðè÷íûõ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ïðè á�îëüøèõ r.Òåì íå ìåíåå è çäåñü ìîæíî ãîâîðèòü î íåïëîõîìñîîòâåòñòâèè ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåí�íîãî ïîäõîäîâ.Ïîäâîäÿ èòîã ñðàâíåíèþ ÷èñëåííûõ è àíàëèòè�÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êà÷åñòâåííîå,à çà÷àñòóþ è êîëè÷åñòâåííîå, èõ ñîîòâåòñòâèå íåïðîòèâîðå÷èò ïðèâåäåííîìó â íà÷àëå ðàçäåëà óòâåð�æäåíèþ î ïðèìåíèìîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòà�òîâ ïðè óñëîâèè âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíûõ èñêà�æåíèé ïó÷êà íà ðàññòîÿíèÿõ îò ãðàíèöû ïëàçìûznl & �nl.41
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�èñ. 5. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 4 äëÿ a2 = 0:005, 
 = 8:5 (òî÷êà 2 íà ðèñ. 1)4.3. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãîàíàëèçà ðåøåíèé ÍÓØ çà ïðåäåëàìèïðèìåíèìîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ�àññìîòðåííîå âûøå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå�íèå îïðåäåëåíî òîëüêî äî òî÷êè îïðîêèäûâàíèÿïðîèçâîäíîé ýéêîíàëà. Ïîíèìàíèå òîãî, î êà�êèõ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèÿõ znl èäåò ðå÷ü, äàþòïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 6 êðèâûå ïîñòîÿííûõçíà÷åíèé znl = 
onst íà ïëîñêîñòè f
; a2g. Êàêïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñ. 6, ðàññòîÿíèå îò òî÷êèîïðîêèäûâàíèÿ äî ãðàíèöû ïëàçìû âî ìíîãèõèíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ ìåíüøå, ÷åì ðýëååâñêàÿ äëè�íà. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, âàæíî çíàòü ïîâåäåíèåïó÷êà íà ðàññòîÿíèÿõ, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõðýëååâñêóþ äëèíó. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûåðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà áîëüøèõðàññòîÿíèÿõ îò ãðàíèöû ïëàçìû.Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííîå ìîäåëèðî�âàíèå çà ïðåäåëàìè ïðèìåíèìîñòè àíàëèòè÷åñêîéòåîðèè äàåò çíà÷èòåëüíî áîëåå ðàçíîîáðàçíûå òè�ïû ðåøåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûìè âûøå.Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî âûäåëèòü õàðàêòåðíûå òèïûðåøåíèé, îòâå÷àþùèå êàíàëèðîâàíèþ, ò. å., â ñðåä�
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�èñ. 6. Ïîëîæåíèå òî÷êè îïðîêèäûâàíèÿ ïðîèçâîä-íîé ýéêîíàëà (â åäèíèöàõ ðýëååâñêîé äëèíû ïó÷êà)íåì, íåóìåíüøåíèþ ìîùíîñòè, çàêëþ÷åííîé â âîë�íîâîäíîé ñòðóêòóðå íåêîòîðîãî ðàäèóñà, íà ðàññòî�ÿíèè, ìíîãî áîëüøåì ðýëååâñêîé äëèíû (ðèñ. 7a);42
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�èñ. 7. Ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðåøåíèé çà ïðåäåëàìè îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ: a �êàíàë (
 = 0:5, a2 = 0:1); á � ÷åðåäîâàíèå �îêóñèðîâêè íà îñü è äå�îêóñèðîâêè (
 = 0:25, a2 = 0:03); â � ÷åðåäî-âàíèå �îêóñèðîâêè â êîëüöî è äå�îêóñèðîâêè (
 = 2:5, a2 = 0:03); ã � �îêóñèðîâêà â íåñêîëüêî âëîæåííûõ êîëåö(
 = 8:5, a2 = 0:001). Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè äàíû ãðàíèöû ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ÷åðåäîâàíèþ �îêóñèðîâêè íà îñü è äå�îêóñèðîâ�êè (ðèñ. 7á ); ÷åðåäîâàíèþ �îêóñèðîâêè â êîëüöî èäå�îêóñèðîâêè (ðèñ. 7â); �îêóñèðîâêå â íåñêîëüêîâëîæåííûõ êîëåö (ðèñ. 7ã) è äð.Òî÷íî ðàçäåëèòü ýòè òèïû ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ âîçìîæíûì íå âñåãäà. Íàïðèìåð, çà÷àñòóþ ïðè÷åðåäóþùåéñÿ �îêóñèðîâêå ÷àñòü ìîùíîñòè âñåãäàçàïåðòà â îáëàñòè îïðåäåëåííîãî ðàäèóñà, ò. å. ýòèòèïû ðåøåíèé ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû è êàêêàíàëû. Çäåñü ìû íå ñòàâèì ñåáå öåëüþ îñóùåñòâèòüïîäðîáíîå îïèñàíèå âñåõ òèïîâ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.Ââèäó ñëîæíîñòè ýòà çàäà÷à òðåáóåò îòäåëüíîãî èñ�ñëåäîâàíèÿ. Ìû ðàññìîòðèì ëèøü, ïðè êàêèõ óñëî�âèÿõ ìîæåò ïðîõîäèòü îáðàçîâàíèå êàíàëà è ìîãóòëè ýòè óñëîâèÿ áûòü ïðåäñêàçàíû èç àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ, îïèñàííîãî âûøå.Â ñîîòâåòñòâèè ñ óæå îáñóæäàâøèìñÿ âûøå, ïîäêàíàëîì ðàäèóñà r
h ïîäðàçóìåâàåòñÿ âîëíîâîäíàÿ

ñòðóêòóðà, äëÿ êîòîðîé ìîùíîñòü, çàêëþ÷åííàÿ ïðèz = 0 â ïðåäåëàõ ðàäèóñà r
h, òàêæå è ïðè z > 0ñîäåðæèòñÿ, â ñðåäíåì, âíóòðè êàíàëà ýòîãî æå ðà�äèóñà. �àäèóñ êàíàëà, âíóòðè êîòîðîãî çàêëþ÷åíàäàííàÿ ìîùíîñòü, â îòëè÷èå îò âîçíèêàþùåé â àíà�ëèòè÷åñêîì ðåøåíèè âåëè÷èíû rw, ìîæåò ìåíÿòüñÿñ ðîñòîì z (íàïðèìåð, â ñèëó ÷åðåäóþùèõñÿ �îêóñè�ðîâêè è äå�îêóñèðîâêè), íî åñëè ñðåäíåå ïî z çíà÷å�íèå ýòîãî ðàäèóñà íå ïðåâûøàåò r
h, òî ìû ãîâîðèìîá îáðàçîâàíèè êàíàëà. Â ñèëó ïðèðîäû ÷èñëåííî�ãî ðåøåíèÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû zâñåãäà êîíå÷íî, è ãðàíèöû ðåøåíèé òèïà ¾êàíàë¿íà ïëîñêîñòè f
; a2g áóäóò çàâèñåòü îò âûáîðà ýòî�ãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå, åñëè ýòîçíà÷åíèå âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òî âûâîäûáóäóò èíòåðåñíû ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.Íà ðèñ. 8 ñïëîøíîé ëèíèåé äàíà ãðàíèöà ðåøå�íèé êàíàë�äå�îêóñèðîâêà, ïîñòðîåííûõ â ÷èñëåí�43
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�èñ. 8. �ðàíèöû âîëíîâîäíûõ ðåøåíèé åäèíè÷íî-ãî ðàäèóñà â àíàëèòè÷åñêîì ïîäõîäå (êðèâàÿ 1 ) è â÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè çà ïðåäåëàìè ïðèìåíè-ìîñòè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè (êðèâàÿ 2 )íîì ïîäõîäå äëÿ r
h = 1 è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿz, ðàâíîãî òðåì ðýëååâñêèì äëèíàì. Êàê ñëåäóåò,íàïðèìåð, èç ïðèìåðà íà ðèñ. 7a, óñòàíîâèâøèéñÿíà òàêîé äëèíå òèï ðåøåíèÿ óæå, ñêîðåå âñåãî, íåèçìåíèòñÿ ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå z. Øòðèõàìè íàðèñ. 8 äàíà ãðàíèöà âîëíîâîäíûõ êîí�èãóðàöèé äëÿrw = 1 èç àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà. Êàê ñëåäóåò èçðèñ. 8, òåíäåíöèÿ, îáíàðóæåííàÿ â àíàëèòè÷åñêîìðåøåíèè ïðè ìàëûõ z, ïðèñóòñòâóåò, â öåëîì, è ïðèáîëüøèõ z çà ïðåäåëàìè ïðèìåíèìîñòè ïîñëåäíåé.�ðàíèöà âîëíîâîäà ðàäèóñîì, ðàâíûì åäèíèöå, ïî�ëó÷åííàÿ èç òåîðèè, îòëè÷àåòñÿ â õóäøåì ñëó÷àå îòòî÷íîãî ðåøåíèÿ íå áîëåå ÷åì íà íåñêîëüêî äåñÿò�êîâ ïðîöåíòîâ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î êà÷åñòâåííîâåðíûõ ïðåäñêàçàíèÿõ òåîðèè.Àíàëèç îñîáåííîñòåé êàíàëèðîâàíèÿ, êîòîðûåèëëþñòðèðóåò ðèñ. 7, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü åùå îäíîïðåäïîëîæåíèå î êà÷åñòâåííî-ïðåäñêàçàòåëüíîì õà�ðàêòåðå ïðåäëîæåííîé òåîðèè. Êàê áûëî ïîêàçàíîâ ðàçä. 3, àíàëèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ñïðàâåäëè�âî äî òàêèõ ðàññòîÿíèé îò ãðàíèöû ïëàçìû, ïîêàíå íàñòóïàåò îïðîêèäûâàíèå ïðî�èëÿ ïðîèçâîäíîéýéêîíàëà. Òàêîé ý��åêò åñòü ñëåäñòâèå ïðèáëèæåí�íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ è íå ïðîÿâëÿåò�ñÿ â ÷èñëåííîì ñ÷åòå, ãäå ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ çàýòó òî÷êó. Â îáëàñòè 
 < 1 îïðîêèäûâàíèå íàñòó�ïàåò íà îñè ïó÷êà. Êîîðäèíàòà zaxis òî÷êè îïðîêè�äûâàíèÿ âûäåëåíà íà ðèñ. 7 øòðèõàìè. Âèäíî, ÷òîäëÿ îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè, ò. å. íèæå è âäà�ëè îò çàòåìíåííîé îáëàñòè íà ðèñ. 1, âåëè÷èíà zaxisñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè äàåò ïîëîæåíèå ïåð�âîãî ìàêñèìóìà èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà íà îñè. Ïðè


 > 1 òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò îïðîêèäûâàíèå âíå îñèïó÷êà íà ðàññòîÿíèÿõ, ìåíüøèõ zaxis. Îäíàêî åñëèïðèìåíèòü òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû çà ãðàíèöåézbr èõ �îðìàëüíîé ïðèìåíèìîñòè, òî è çäåñü òî÷�êà zaxis, îòìå÷åííàÿ øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé íàðèñ. 7â, ñ íåïëîõîé òî÷íîñòüþ äàåò ïîëîæåíèå ìàê�ñèìóìà èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà íà åãî îñè. Áîëåå òî�ãî, ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êàíà îñè (ñì. ðèñ. 7á,â) ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ïðî�ñòðàíñòâåííûì ïåðèîäîì, ðàâíûì ïðèìåðíî 2zaxis.Ïîñëåäíåå, âïðî÷åì, íóæäàåòñÿ â äàëüíåéøåé, áîëååòùàòåëüíîé ïðîâåðêå, ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê ðåçóëü�òàòîâ òåîðèè, òàê è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÈÂÛÂÎÄÛÂ äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåí ïàðàìåòðè÷åñêèé àíà�ëèç ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâîäíûõ êîí�èãóðàöèé âñðåäå ñ íàñûùàþùåéñÿ íåëèíåéíîñòüþ. Â êà÷åñòâåèñõîäíîãî áûë âçÿò ãàóññîâ ïó÷îê (ëàçåðíûé) íà âõî�äå â íåëèíåéíóþ ñðåäó (ïëàçìó). Òèï íåëèíåéíîñòèîïðåäåëÿëñÿ ïîíäåðîìîòîðíûì ìåõàíèçìîì âîçäåé�ñòâèÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà íà ýëåêòðîíû ïëàçìû. Èí�ñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ñëóæèëî ïðèáëèæåííîåàíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ñ èñïîëüçîâà�íèåì òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ãðóïïîâûõ ïðåîáðàçî�âàíèé. Ñ öåëüþ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷å�ñêèõ ðåçóëüòàòîâ è óòî÷íåíèÿ îáëàñòè èõ ïðèìåíè�ìîñòè àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå áûëî äîïîëíåíî÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíå�íèÿ ãàóññîâà ïó÷êà â ïëàçìå ñ ýêñïîíåíöèàëüíî íà�ñûùàþùåéñÿ íåëèíåéíîñòüþ. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõè àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëî èõ õîðîøåå êà÷å�ñòâåííîå, à çà÷àñòóþ è êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèåâ ïðåäåëàõ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ðàçâèòîé òåîðèè.Äîñòîèíñòâîì íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîç�ìîæíîñòü åãî �îðìàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ äðóãèõ,îòëè÷íûõ îò èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòå, �óíêöèé S ââûðàæåíèè (12). Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî, íàïðèìåð,ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàçâèòèå èñõîäíî çàäàííûõ ìåë�êîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé íà ãàóññîâîì ïðî�èëåèíòåíñèâíîñòè, èçó÷èòü äðóãîé òèï íàñûùàþùåéñÿíåëèíåéíîñòè (ñêàæåì, õîðîøî èçâåñòíóþ íåëèíåé�íîñòü ñòåïåííîãî èëè äðîáíî-ëèíåéíîãî âèäà) è ðàñ�ñìîòðåòü äðóãîé òèï ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòèïó÷êà íà âõîäå â ñðåäó (íàïðèìåð, ãèïåðãàóññîâî ðàñ�ïðåäåëåíèå, èìåþùåå ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ). Äðó�ãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé ìîãëî áû ÿâèòüñÿóëó÷øåíèå óæå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåçóëü�òàòîâ ñ öåëüþ èõ ïðîäîëæåíèÿ çà ãðàíèöó �îðìàëü�44



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 1, 2012 Íîâûå ðåøåíèÿ â òåîðèè ñàìî�îêóñèðîâêè : : :íîé íåïðèìåíèìîñòè, ò. å. çà òî÷êó îïðîêèäûâàíèÿ.Íà ýòîì ïóòè ìîæíî îæèäàòü �îðìóëèðîâêó àíàëè�òè÷åñêîãî ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ïðîöåññîâ ñõëîïûâà�íèÿ ïó÷êà íà îñü, ðàñïàäà è �èëàìåíòàöèè ïó÷êàèç-çà ðàçâèòèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ âîçìóùåíèé, �îð�ìèðîâàíèÿ ìíîãî�îêóñíûõ ñòðóêòóð, ó÷åòà êîíå÷�íîé äëèòåëüíîñòè ïó÷êà, ò. ï. Íàãëÿäíûå è ðàçíî�îáðàçíûå ïðèìåðû ïîäîáíûõ ðåæèìîâ â ÷èñëåííîììîäåëèðîâàíèè ïðèâåäåíû â ðàçä. 4.3.Ý��åêò íåñòàöèîíàðíîñòè ïó÷êà âñëåäñòâèå êî�íå÷íîé äëèòåëüíîñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñà, âïðî÷åì,ìîæåò áûòü îöåíåí óæå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Äëÿ ýòîãî â ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ �îðìóëàõíàäî çàìåíèòü 
 íà 
(~t), ãäå ~t = (t� z=vgr)=�i, vgr �ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü. Íàïðèìåð, äëÿ ãàóññîâà èì�ïóëüñà íà âõîäå â ñðåäó âèäà I0(t) = I0 exp(�t2=�2i )ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî, 
 òî÷êè çðå�íèÿ ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ïó÷êà íà ïëîñ�êîñòè f
; a2g, èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãîèìïóëüñà äëèòåëüíîñòè �i âî âðåìåíè ýêâèâàëåíò�íî äâèæåíèþ ïî ïëîñêîñòè f
; a2g ñ �èêñèðîâàí�íûì çíà÷åíèåì a2 îò èñ÷åçàþùå-ìàëîãî çíà÷åíèÿ
 äî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâó�åò ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè I0 ïó÷êà íà âõîäå âñðåäó.Ïîäâîäÿ èòîã, ïîä÷åðêíåì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáî�òå â ìîäåëè ÍÓØ èññëåäîâàíî ïðèáëèæåííîå àíàëè�òè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îá ýâîëþöèè ãàóññîâà âîë�íîâîãî ïó÷êà â ïëàçìå â óñëîâèÿõ íàñûùàþùåéñÿíåëèíåéíîñòè. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêè è óòî÷íåíûñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ãðàíèöû îá�ëàñòåé íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõëàçåðíûé ïó÷îê è ïëàçìó, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâåííîêà÷åñòâåííî ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå ïó÷êà. Èìåííî, èñ�ñëåäîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ïó÷êà ïîç�âîëèëî âûäåëèòü íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ f
; a2gîáëàñòè âîçíèêíîâåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåí�íûõ âîëíîâîäíûõ ñàìî�îêóñèðîâî÷íûõ ñòðóêòóð:¾îáû÷íûé¿ ñàìî�îêóñèðîâî÷íûé ðåæèì, ïðè êîòî�ðîì íàèáîëåå áûñòðûé ðîñò èíòåíñèâíîñòè ïðîèñõî�äèò íà îñè ïó÷êà, è ðåæèì îáðàçîâàíèÿ êîëüöåâîéñòðóêòóðû, ïðè êîòîðîì íà êîíå÷íîì, îòëè÷íîì îòíóëÿ çíà÷åíèè ðàäèóñà âîçíèêàåò ìàêñèìóì èíòåí�ñèâíîñòè ïó÷êà, ïðåâîñõîäÿùèé (ïî êðàéíåé ìåðå íàíà÷àëüíîì ýòàïå) çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà íàåãî îñè. Ïðè ýòîì ðàäèàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïó÷êà ïðåä�ñòàâëÿåò íàáîð òðóá÷àòûõ âîëíîâîäîâ, âíóòðè êî�òîðûõ èíòåãðàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà ñîõðàíÿ�åòñÿ. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò êà÷åñòâåííî ïîäòâåð�æäàåò ýòó òåíäåíöèþ è óòî÷íÿåò êàê ãðàíèöû âîç�íèêíîâåíèÿ âîëíîâîäíûõ êîí�èãóðàöèé, òàê è õà�ðàêòåðíûå ðàäèóñû âîëíîâîäîâ. Ñðàâíåíèå òåîðåòè�
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