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ÔÅÉÍÌÀÍÎÂÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ �ÀÑÏÓÒÛÂÀÍÈß ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂÈ ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÉ ÎÑÖÈËËßÒÎ�Â. Ñ. Ïîïîâ, M. A. Òðóñîâ *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé �èçèêè117218, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 ìàÿ 2011 ã.�åøåíà çàäà÷à îá ýâîëþöèè ñèíãóëÿðíîãî êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé, çàâèñÿùåé îò âðåìåíèïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Âû÷èñëåíû âåðîÿòíîñòè wmn ïåðåõîäîâ â ñïåêòðå îñöèëëÿòîðà è ïðîèçâîäÿùèå�óíêöèè, ïîëó÷åíû ïðàâèëà ñóìì äëÿ wmn. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ Ôåéíìàíà èòåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(1; 1).1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðåäëîæåííûé Ôåéíìàíîì [1℄ ìåòîä ðàñïóòû�âàíèÿ íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ (äàëåå ÔÌ�)ïðèâåë ê ýëåãàíòíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è î êâàíòîâîìîñöèëëÿòîðå ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé, íàõîäÿùåìñÿïîä äåéñòâèåì ñèëû f(t) ïðîèçâîëüíîãî âèäà1). Âäàëüíåéøåì ÔÌ� íàøåë ïðèìåíåíèå â ðÿäå íåñòàöè�îíàðíûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ñì. ðàáîòû [6�9℄è îáçîð [10℄. Ìû èñïîëüçóåì ÔÌ� â çàäà÷å î ñèí�ãóëÿðíîì îñöèëëÿòîðå ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé !(t),êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñ íåêâàäðàòè÷�íûì ãàìèëüòîíèàíîìĤ = 12p2 + 12!2(t)x2 + g8x2 ; ~ = m = 1; (1)ãäå 0 < x <1; g = onst; g > �1 (2)(ïîñëåäíåå óñëîâèå èñêëþ÷àåò ïàäåíèå ÷àñòèöû íàöåíòð2)). Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ! îò âðåìåíè ìîæåòáûòü ïðîèçâîëüíîé; ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèøü âûïîëíå�íèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé!(t)! (!�; t! �1;!+; t! +1; (3)*E-mail: trusov�itep.ru1) �åøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî òàêæå (äðóãèìè ìå�òîäàìè) â ðàáîòàõ [2�5℄.2) Ñì., íàïðèìåð [11, 12℄. Çàìåòèì, ÷òî ïðè g < �1 ãàìèëü�òîíèàí (1) îñòàåòñÿ �îðìàëüíî ýðìèòîâûì, íî óæå íå ñàìîñî�ïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Ïîíÿòèÿ ýðìèòîâà è ñàìîñîïðÿæåí�íîãî îïåðàòîðîâ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è ðàçëè÷èå ìåæäó íè�ìè îáñóæäàþòñÿ â [13�15℄.

ïîçâîëÿþùèõ ââåñòè ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ îïðå�äåëåííûì ÷èñëîì êâàíòîâ â íà÷àëå (m) è â êîíöå(n) ïðîöåññà è ðàññìîòðåòü ïåðåõîäû ìåæäó íèìè.Â ðàçä. 2 ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëûäëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ wmn, â ðàçä. 3 ïðèâå�äåíû ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè è íàéäåíû ¾ïðàâèëàñóìì¿ äëÿ wmn. Êàê è ðàíåå [7, 10℄, îêàçàëîñü ïîëåç�íûì äîïîëíèòü ÔÌ� òåîðåòèêî-ãðóïïîâûìè ñîîáðà�æåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ óíèòàðíûìè ïðåäñòàâëåíè�ÿìè ãðóïïû SU(1; 1). Äàëåå êðàòêî îáñóæäàåòñÿ îñ�öèëëÿòîð ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé è ñèëîé f(t), à òàê�æå àäèàáàòè÷åñêèé ñëó÷àé (ñîîòâåòñòâåííî ðàçä. 4,5). Â ðàçä. 6 è â Ïðèëîæåíèÿ âûíåñåíû íåêîòîðûåìàòåìàòè÷åñêèå äåòàëè.�åçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû áûëè ÷àñòè÷íî àíîí�ñèðîâàíû â [9℄.2. ÔÌ� È ÑÈÍ�ÓËß�ÍÛÉ ÊÂÀÍÒÎÂÛÉÎÑÖÈËËßÒÎ��àññìîòðåííûå â ðàáîòàõ [1, 7, 10℄ çàäà÷è ìîæ�íî îáîáùèòü, ââåäÿ ìîäåëü (1) ñèíãóëÿðíîãî îñöèë�ëÿòîðà ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé. Ïðè �èêñèðîâàííîé÷àñòîòå ! ãàìèëüòîíèàí (1) îáëàäàåò ýêâèäèñòàíò�íûì ñïåêòðîì [12℄En = 2(n� j)!; j = �12 � 14p1 + g;n = 0; 1; 2; : : : ; (4)243 3*



Â. Ñ. Ïîïîâ, M. A. Òðóñîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012 n(x) = onst � exp��12!x2��� x�2(j+1=4) 1F1(�n;�2j; !x2); (5)ãäå 1F1 � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ. Ñëåäóÿ ðàáîòå [7℄, ââåäåì îïåðàòîðû Ji:J1 = 14(px+ xp);J2 = � 14! (p2 � !2x2)� g16!x2 ;J0 = 14! (p2 + !2x2) + g16!x2 ; [p; x℄ = �i: (6)Îíè óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå�íèÿì äëÿ ãåíåðàòîðîâ êâàçèóíèòàðíîé ãðóïïûSU(1; 1):[J1; J2℄ = �iJ0; [J2; J0℄ = iJ1; [J0; J1℄ = iJ2; (7)ïðè÷åì ¾ìãíîâåííûé¿ ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ëè�íåéíîé êîìáèíàöèåé îïåðàòîðîâ J0 è J2:Ĥ=! = J0 � J2 + !2(J0 + J2): (8)Îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà (7) çàìûêàåòñÿ, ïîýòîìóâîçìîæíî ïðèìåíåíèå ÔÌ�. Ïðè ýòîì îïåðàòîð ýâî�ëþöèè Ŝ(t; t0) = T exp8<:�i tZt0 Ĥ(t0)dt09=; (9)(T � îïåðàöèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ïî âðåìåíè) ÿâëÿåòñÿîïåðàòîðîì ¾êîíå÷íîãî ïîâîðîòà¿ â ãðóïïå SU(1; 1),à åãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äàþò àìïëèòóäû ïåðåõî�äà Amn:Amn = Dn; !+ ���Ŝ(+1;�1)���m;!�E ;wmn = jAmnj2: (10)Ïðè ðåàëèçàöèè ãåíåðàòîðîâ Ji â âèäå (6) íåïîñðåä�ñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êâàäðàò ¾óã�ëîâîãî ìîìåíòà¿ (îïåðàòîð Êàçèìèðà) ñâîäèòñÿ ê-÷èñëó:J2 = J20 � J21 � J22 = (g � 3)=16 = j(j + 1); (11)ãäå âåñ ïðåäñòàâëåíèÿ j îïðåäåëåí â (4). Ýòî îçíà÷à�åò, ÷òî íà âîëíîâûõ �óíêöèÿõ  n ðåàëèçóåòñÿ íåïðè�âîäèìîå óíèòàðíîå3) ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SU(1; 1)ñ óêàçàííûì âûøå çíà÷åíèåì j. Îòìåòèì ïðè ýòîì,3) Ïîñêîëüêó îïåðàòîð ýâîëþöèè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå óíè�òàðåí; ïðè÷åì äàííîå ïðåäñòàâëåíèå � áåñêîíå÷íîìåðíîå, ïî�ñêîëüêó SU(1; 1) � íåêîìïàêòíàÿ ãðóïïà.

÷òî âåñó j = �1=4 ñîîòâåòñòâóþò [7℄ ÷åòíûå ñîñòî�ÿíèÿ ðåãóëÿðíîãî (g = 0) îñöèëëÿòîðà ñ ýíåðãèÿ�ìè En = (2n + 1=2)!, à âåñó j = �3=4 � íå÷åò�íûå ñîñòîÿíèÿ, En = (2n + 3=2)!. Â ýòèõ ñëó÷àÿõj(j + 1) = �3=16, è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿâ (5) ñâîäèòñÿ ê ïîëèíîìàì Ýðìèòà.Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå !+ = !� = 1 íà÷àëüíûå èêîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíê�öèÿìè îïåðàòîðà J0:J0 n = �n n; �n = n� j: (12)Ïåðåõîäû âîçìîæíû òîëüêî ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè jmiè jni ñ îäèíàêîâîé ÷åòíîñòüþ. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷�íî [7℄, ìîæíî âûðàçèòü àìïëèòóäó ïåðåõîäà ÷åðåçîáîáùåííûå �óíêöèè Âèãíåðà äëÿ íåïðèâîäèìûõïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(1; 1)  âåñîì j:wmn = jf (j)n�j;m�j(�)j2; 0 � � <1; (13)ãäå � � óãîë ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà â ãðóïïåSU(1; 1). ßâíûå �îðìóëû äëÿ ýòèõ �óíêöèé ìîãóòáûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë�æåíèÿ èçâåñòíûõ âûðàæåíèé [16, 17℄ äëÿ �óíêöèéÂèãíåðà d(j)�� (�) óíèòàðíîé ãðóïïû SU(2) íà çíà÷å�íèÿ ïàðàìåòðîâ � è j, îòâå÷àþùèå ðàññìàòðèâàåìî�ìó íàìè ïðåäñòàâëåíèþ (ïîäðîáíîñòè ýòîé ïðîöåäó�ðû îïèñàíû â Ïðèëîæåíèè A ê ðàáîòå [8℄). Â òåîðèèãðóïï òàêîé ïðèåì íîñèò íàçâàíèå ¾óíèòàðíîãî òðþ�êà¿ Âåéëÿ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî [18℄, ÷òî ïðè àíà�ëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè � ! i� óíèòàðíîñòü ïðåä�ñòàâëåíèé ñ âåñîì j (ñì. (4)) íå íàðóøàåòñÿ (â îò�ëè÷èå, íàïðèìåð, îò êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé,êîòîðûå íå óíèòàðíû).Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåðàâíûõ ÷àñòîò, !+ 6= !�,íå ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé, ïî�ñêîëüêó ïåðåõîä îò íà÷àëüíîãî áàçèñà jm;!�i ê êî�íå÷íîìó jn; !+i ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûìâðàùåíèåì èç ãðóïïû SU(1; 1) [19℄. Îïóñêàÿ ïðîìå�æóòî÷íûå âûêëàäêè [18℄, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíóþ�îðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ìåæäó óðîâíÿ�ìè ñèíãóëÿðíîãî îñöèëëÿòîðà:wmn(�) = L!(L� S)!2 S! �(L�2j)�(S�2j)�L�S(1��)�2j�� [2F1(�S;L� 2j;L� S + 1; �)℄2 : (14)Çäåñü j � âåñ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îïðå�äåëåííûé â (4),L = max(m;n); S = min(m;n);L� S = jm� nj; (15)244



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ îïåðàòîðîâ : : :à � � ïàðàìåòð âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà, îïðå�äåëåííûé â ðàáîòàõ [7, 10℄ (ñì. òàêæå ïðèìåðû â[19, 20℄). Çíà÷åíèå � ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî èç óðàâ�íåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,ïðè÷åì 0 � � < 1.Ïîñêîëüêó ïåðâûé àðãóìåíò ãèïåðãåîìåòðè÷å�ñêîé �óíêöèè �àóññà â (14) � öåëîå îòðèöàòåëüíîå÷èñëî (èëè íóëü), òî 2F1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìßêîáè. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî�ëó÷àåìwmn(�) = S! �(L� 2j)L! �(S � 2j)�jm�nj(1� �)�2j �� hP (jm�nj;�2j�1)S (1� 2�)i2 ; (16)÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè íåïîñðåäñòâåííîãî ðå�øåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ñì. [21℄ è óêàçàííûåòàì ññûëêè).Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì âîç�áóæäåíèå îñöèëëÿòîðà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ:m = 0; w0n(�) = �(n� 2j)n! �(�2j) �n(1� �)�2j : (17)Â ÷àñòíîñòè, ïðè g = �1 èìååìj = �1=2; w0n(�) = �n(1� �); (18)÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé ðî�æäåíèÿ èç âàêóóìà n ïàð çàðÿæåííûõ ñêàëÿðíûõ(s = 0) áîçîíîâ ïîä äåéñòâèåì ïåðåìåííîãî îäíîðîä�íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [22�24℄. Äðóãîé ïðèìåð:äëÿ äèàãîíàëüíûõ (m = n) ïåðåõîäîâwnn(�) = (1� �)�2j [2F1(�n; n� 2j; 1; �)℄2 : (19)3. Ï�ÎÈÇÂÎÄßÙÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÈÏ�ÀÂÈËÀ ÑÓÌÌ ÄËß ÊÂÀÍÒÎÂÎ�ÎÎÑÖÈËËßÒÎ�ÀÏðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèèäëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà. Äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ ïå�ðåìåííîé ÷àñòîòîé ïðè g = 0 èìååì [5℄G(u; vj�) = 1Xm;n=0wmn(�)umvn ==s 1� �(1� uv)2 � �(u� v)2 ��s 1� �(1� u2)(1� v2) + (1� �)(u� v)2 ; (20)

ãäå u è v � âñïîìîãàòåëüíûå (êîìïëåêñíûå) ïåðå�ìåííûå. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë, íàõîäèì1Z0 d�G(u; vj�)1� � = 2u� v (arthu� arth v) (21)(ñì. òàêæå (A.2)).Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõñòåïåíÿõ u è v, ïîëó÷àåì1Z0 wmn(�)1� � d� = 1 + (�1)m+nm+ n+ 1 ; (22)1Z0 wmn(�)�p1� �d� = 1 + (�1)m+njm� nj ; m 6= n; (23)ñì. Ïðèëîæåíèå A. Â ñëó÷àå äèàãîíàëüíûõ (m = n)ïåðåõîäîâJnn � 1Z0 wnn(�) d� = 12n+ 1 �� �1 + 1(2n+ 3)(2n� 1)� ; n = 0; 1; 2; : : : ; (24)ïðèm 6= n âûðàæåíèå äëÿ Jmn èìååò áîëåå ñëîæíûéâèä.Ïðèâåäåì òàêæå ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ äëÿñèíãóëÿðíîãî îñöèëëÿòîðà (1):g(u; vj�) =Xm;nwmn(�)umvn = ��2j1� �2uv ; (25)ãäå� = 2(1� �)n1� �(u+ v) + uv ++ p[1� �(u+ v) + uv℄2 � 4(1� �)2uv o�1 : (26)Ïðîèëëþñòðèðóåì ý��åêòèâíîñòü ýòèõ �îðìóëíà íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.à) Ïîëàãàÿ u = v = 0, èìååì � = 1� �,g(0; 0j�) = w00(�) = (1� �)�2j : (27)á) Åñëè u = 0, òî� = 1� �1� �v ; g(0; vj�) = � 1� �1� �v��2j ; (28)îòêóäà äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà w0n ïîëó÷àåì âû�ðàæåíèå (17), êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî245



Â. Ñ. Ïîïîâ, M. A. Òðóñîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012ïðè ëþáîì çíà÷åíèè êîíñòàíòû ñâÿçè g, à íå òîëüêîäëÿ ðåãóëÿðíîãî (g = 0) îñöèëëÿòîðà.â) Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. Ïðèëîæåíèå B), ÷òî äëÿñëó÷àÿ ðåãóëÿðíîãî îñöèëëÿòîðà (ò. å. ïðè ñïåöè�àëüíûõ çíà÷åíèÿõ âåñà j = �1=4 è �3=4) âûðàæå�íèå (25) ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëå (20).ã) Ïîëàãàÿ â (25) v = 1, èìååì� = 1; g(u; 1j�) = (1� u)�1 = 1Xm=0um: (29)Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáûõ m è � âûïîëíÿþò�ñÿ ñîîòíîøåíèÿ óíèòàðíîñòè1Xn=0wmn(�) = 1; m = 0; 1; 2; : : : ; (30)íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà êîòîðûõ, èñõîäÿ èç ÿâ�íûõ �îðìóë (14) èëè (16) äëÿ wmn, òðåáóåò äîâîëü�íî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé (ñì. â ýòîé ñâÿçè Ïðèëî�æåíèå � â ñòàòüå [10℄).ä) Ïîëàãàÿ â (25) u = v, íàõîäèìXm;nwmn(�)um+n = p1� �21� u2 ; (31)îòêóäàSk = Xm+n=kwmn(�) == (p1� � ïðè k ÷åòíîì;0 ïðè k íå÷åòíîì: (32)Ïðè ìàëûõ k â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿíåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.å) Âûðàæåíèå (25) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêåïåðåìåííûõ u è v. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîìâèäå �óíêöèè !(t), íå îáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íîìîòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè, ñïðàâåäëèâû ñî�îòíîøåíèÿ wmn(�) = wnm(�): (33)Ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ íå âûòåêàåò èç îá�ùèõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ñïåöè�è÷íàäëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Êðàñèâîå îáúÿñ�íåíèå åå áûëî äàíî Ïèòàåâñêèì [19, ñ. 1384℄.Ïîñëåäîâàòåëüíî äè��åðåíöèðóÿ ïðîèçâîäÿùèå�óíêöèè ïî ïàðàìåòðàì u è v, íåòðóäíî âû÷èñëèòüñðåäíåå ÷èñëî êâàíòîâ â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè,hnim = 1Xn=0nwmn; �G�v ����v=1 = 1Xm=0hnimum; (34)

äèñïåðñèþ h�n2im è áîëåå âûñîêèå ìîìåíòû ðàñïðå�äåëåíèÿ wmn. Â ÷àñòíîñòè, èçìåíåíèå àäèàáàòè÷å�ñêîãî èíâàðèàíòà îñöèëëÿòîðà I = hHi=! ïðè ïåðå�õîäå jm;!�i ! jn; !+i ðàâíîI+=I� = hn� ji=(m� j) = (1 + �)=(1� �); (35)ò. å. çíà÷åíèå I âîçðàñòàåò ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêîíåèçìåíåíèÿ ÷àñòîòû4).4. ÎÑÖÈËËßÒÎ� Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ×ÀÑÒÎÒÎÉÂ ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí åñòüĤ = 12p2 + 12!2x2 � f(t)x; �1 < x <1 (36)è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(t) ! 0 ïðè t ! �1. Âå�ðîÿòíîñòè ïåðåõîäà wmn âïåðâûå áûëè âû÷èñëåíûÔåéíìàíîì [1, 2℄, Øâèíãåð ïîëó÷èë äëÿ íèõ áîëååêîìïàêòíîå âûðàæåíèå [3, 4℄. Ìû çàïèøåì èõ â âè�äå, óäîáíîì äëÿ âû÷èñëåíèé:wmn(�) = n>!n<!(jm� nj!)2 �jm�nj �� [1F1(�n<; jm� nj+ 1; �)℄2 e�� (37)(ñð. ñ �îðìóëîé (14)). Çäåñü n> = max(m;n), n< == min(m;n) è � � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòå�ïåíü âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà âíåøíåé ñèëîé:� = 12! ������ 1Z�1 f(t)e�i!tdt������2 : (38)Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿG(u; vj�) = 1Xm;n=0wmn(�)umvn = (1� uv)�1 �� exp��� (1� u)(1� v)1� uv � (39)â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç (37), îäíàêî çíà�÷èòåëüíî ïðîùå ïîëó÷èòü åå5), èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòØâèíãåðà [4℄ äëÿ ñóììû âèäàP1m=0 wmnum. Èç (39)âèäíî, ÷òî G(u; 1j�) = (1�u)�1, â ñèëó ÷åãî ïðè ëþ�áîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñèëû f(t) âûïîëíÿþòñÿñîîòíîøåíèÿ óíèòàðíîñòè (30).4) Îäíàêî ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå m � êâàí�òîâîå. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà [19℄.5) Ñì. Ïðèëîæåíèå � â îáçîðå [10℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî�îðìóëû (39) è (20) âûòåêàþò òàêæå èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïðî�èçâîäÿùåé �óíêöèè, ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå Õóñèìè [5℄.246



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ îïåðàòîðîâ : : :Èç (39) âûòåêàåò ðÿä íåîæèäàííûõ ñîîòíîøåíèéäëÿ wmn(�). Èíòåãðèðóÿ (39) ïî � è ïðèðàâíèâàÿêîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ u è v, ïðè�õîäèì ê ñâîåîáðàçíûì ¾ïðàâèëàì ñóìì¿, àíàëîãè÷�íûì (22)�(24):1Z0 wmn(�) d� = 1; h�imn == 1Z0 wmn(�)� d� = m+ n+ 1; (40)h��2imn = 1Z0 wmn(�) [� � h�imn℄2 d� == 2mn+m+ n+ 1; : : : (41)Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ïåðåõîäîâèç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (m = 0) èìååìw0n = e���n=n!;1Z0 w0n(�)�kd� = (n+ k)!=n!; k > �1; (42)à äëÿ ïåðåõîäîâ ñ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ �w1n = e���n�1(� � n)2=n!;1Z0 w1n(�)�kd� = (n+ k)!n! �1 + k2n+ k� : (43)Ïðè k = 0, 1, 2 ýòè âûðàæåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîîòâåò�ñòâóþò ïðàâèëàì ñóìì (40).Ñîîòíîøåíèÿ (40) ìîæíî îáîáùèòü íà ïðîèç�âîëüíûå ìîìåíòû h�kimn, ñì. Ïðèëîæåíèå A.5. ÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑËÓ×ÀÉÅñëè ÷àñòîòà !(t)� ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ �óíê�öèÿ âðåìåíè, íå èìåþùàÿ îñîáåííîñòåé â íåêîòîðîéïîëîñå j Im tj < �, � > 0, òî ïàðàìåòð âîçáóæäåíèÿîñöèëëÿòîðà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë [25, 26℄. Â ýòîìñëó÷àå èç (20) ïîëó÷àåìG(u; vj�) = 11� uv � � (1� u2)(1� v2)2(1� uv)3 + : : : ;�! 0; (44)îòêóäàwnn(�) = 1� 12(n2 + n+ 1)�++ 132(3n4 + 6n3 + 5n2 + 2n� 4)�2 + : : : ; (45)

wn;n+2(�) = 14(n+ 1)(n+ 2)�+ : : : ;wn;n�2(�) = 14n(n� 1)�+ : : : (46)Âîîáùå, wn;n�2k(�) � O(�k).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ îñöèëëÿòîðàñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé, èç (39) ñëåäóþò ðàçëîæåíèÿwnn(�) = 1� (2n+ 1)� ++ 12(3n2 + 3n+ 1)�2 + : : : ; � ! 0; (47)wn;n+1(�) = (n+ 1)� � (n+ 1)2�2 + : : : ;wn;n+2(�) = 14(n2 + 3n+ 2)�2 + : : : (48)è àíàëîãè÷íî äëÿ wn;n�1, wn;n�2.Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîãî îñöèëëÿòîðà àäèàáàòè÷å�ñêèå ðàçëîæåíèÿ ñëåäóþò èç (25). Â ÷àñòíîñòè, äëÿäèàãîíàëüíûõ ïåðåõîäîâwnn(�) = 1� 2[n2 � (2n+ 1)j℄�+ � � � == 1� 12(N2 +N + 1)�+ : : : ; (49)ãäå N = 2r(n� j)2 � j(j + 1)� 316 � 12 ;n = 0; 1; 2; : : : (50)�åãóëÿðíîìó (g = 0) îñöèëëÿòîðó ñîîòâåòñòâó�þò çíà÷åíèÿ âåñà j = �1=4 è j = �3=4 äëÿ ÷åòíûõ èíå÷åòíûõ óðîâíåé. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâåííî N = 2nèëè 2n + 1 è (49) ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ÷ëåíîì àäèà�áàòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (45).6. ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÔÌ� ïîçâîëÿåò ðàñïóòàòü [10℄ ãàìèëüòîíèàí ãàð�ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà è÷àñòîòà !, è ñèëà f çàâèñÿò îò âðåìåíè ïðîèçâîëü�íûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà çàìû�êàåòñÿ (ñì. óðàâíåíèÿ (6.1), (6.13)�(6.15) â [10℄), îä�íàêî îíà óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðîé Ëè(ñì., íàïðèìåð, [27℄), è ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðóïïóñëîæíÿåòñÿ.Ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòûì (è, ïî-âèäèìîìó, íàè�áîëåå èíòåðåñíûì äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé) ñëó�÷àåì, êîãäà îñöèëëÿòîð âíà÷àëå íàõîäèòñÿ â îñíîâ�íîì ñîñòîÿíèè:247



Â. Ñ. Ïîïîâ, M. A. Òðóñîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012 0(x; t < t0) = �!�� �1=4 �� exp��12!�(x2 + it)� : (51)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿ (x; t) = exp��12 ��(t)x2 + 2�(t)x+ (t)�� (52)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, åñëè [5℄i _� = �2 � !2; i _� = �� + 2f; _ = i(�� �2) (53)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè� = !�; � = 0;  = i!�t� 12 ln�!�� � (54)ïðè t � t0. Ïðè ýòîì �(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíå�íèÿ �èêêàòè (53), ïîñëå ÷åãî �(t) è (t) íàõîäÿòñÿ âêâàäðàòóðàõ.Ïåðåõîäÿ ê p-ïðåäñòàâëåíèþ, èìååì(p; t) = 1p2� 1Z�1  (x; t)e�ipxdx == 1p� exp�� 12� (p2 + 2ip+ �2 � �)� ; (55)îòñþäà äëÿ äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ïîëó�÷àåì ñîîòâåòñòâåííî�x =phx2i � hxi2 = 1=p2�1;�p = j�j=p2�1;D = �x�p = j�j=2�1 � 1=2;�1 = Re�(t): (56)Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé �åéçåíáåðãà èìååòìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå ~=2, òîëü�êî ïðè óñëîâèè, ÷òî �2 � Im� = 0, èëè !(t) == !� = onst. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âîëíîâàÿ �óíê�öèÿ (52) õîòÿ è ñîîòâåòñòâóåò ãàóññîâó âîëíîâîìó ïà�êåòó, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèåì [28℄.Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íåîïðåäåëåííîñòåéDâñåãäà êîíå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, èç (53) âûòåêàåò,÷òî _�1 = 2�1�2; _�2 = !2 � �21 + �22; (57)îòêóäà6)�1(t) = !� exp8<:2 tZt0 �2(t0) dt09=; > 0: (58)6) Ïîêîëüêó �1 > 0, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (52) îñòàåòñÿ íîð�ìèðóåìîé, äàæå åñëè !2(t) < 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåñòàáèëü�íîìó îñöèëëÿòîðó (íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåð�âàëå, íî íå ïðè t! �1).

Ïðèâåäåì êîíêðåòíûé ïðèìåð: ïóñòü f(t) � 0,à ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà èñïûòûâàåò ìãíîâåííûé ñêà�÷îê ïðè t = 0:!(t) = !��(�t) + !+�(t); (59)ãäå �(t) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Òîãäà�(t) = !� è D = 1=2 ïðè t � 0, à ïðè t � 0�(t) = !+ (!+ + !�)ei� � (!+ � !�)e�i�(!+ + !�)ei� + (!+ � !�)e�i� ;� = !+t; (60)
D = 12s1 +�!2+ � !2�2!+!� �2 sin2 2� : (61)Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé Dïåðèîäè÷åñêè êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1=2 äî�!2+ + !2�� =4!+!� > 1=2:7. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÎÎÁ�ÀÆÅÍÈßÑêàæåì åùå íåñêîëüêî ñëîâ î ïðèìåíåíèè ÔÌ�äëÿ çàäà÷è ðàñïóòûâàíèÿ â îáùåì âèäå. Ïóñòü ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ ýâîëþöèÿ ïðè t > 0 íåñòàöèîíàðíîéêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîìĤ(t) =Xi �i(t)Âi; (62)ãäå íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè îïåðàòîðû Ai îáðàçó�þò àëãåáðó Ëè (âîçìîæíî, ñ íåòðèâèàëüíûì öåíò-ðîì7)), hÂi; Âji = iXk ijkÂk: (63)Ââåäåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèåîïåðàòîðîâ:Â0ij(�) = expfi�Âjg Âi expf�i�Âjg: (64)Äëÿ îïåðàòîðîâ A0 èìååò ìåñòî ñèñòåìà ëèíåéíûõóðàâíåíèé dd�Â0ij(�) =Xk ijkÂ0kj(�); (65)7) Öåíòðîì àëãåáðû Ëè íàçûâàåòñÿ òàêàÿ åå ïîäàëãåáðà,âñå ýëåìåíòû êîòîðîé êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìèàëãåáðû. Àëãåáðà Ëè, èìåþùàÿ íåòðèâèàëüíûé (íåíóëåâîé)öåíòð, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. Ïðèìåð ïîÿâëåíèÿ òàêîé àë�ãåáðû ïðè ïðèìåíåíèè ÔÌ� ïðèâåäåí â ðàçä. 6.248



ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 2012 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ îïåðàòîðîâ : : :ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì̂A0ij(0) = Âi; (66)ðåøåíèå êîòîðîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåÂ0ij(�) =Xk dijk(�)Âk : (67)×èñëîâûå �óíêöèè dijk(�), êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, óäî�âëåòâîðÿþò ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ äè���åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèédd�dijk(�) =Xl ijldljk(�) (68)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèÿìdijk(0) = (1; i = k;0; i 6= k; (69)êîòîðàÿ ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ðåøàåòñÿ â áàçèñå Êàð�òàíà.Ìû õîòèì ïðåäñòàâèòü îïåðàòîð ýâîëþöèè äëÿäàííîé çàäà÷è â ñëåäóþùåì âèäå:Ŝ(t) =Yi expf�i�i(t)Âig: (70)Äè��åðåíöèðóÿ åãî ïî âðåìåíè è èñïîëüçóÿ äëÿ¾âûïóòûâàíèÿ¿ âñïîìîãàòåëüíîå ïðåîáðàçîâà�íèå (64), ïîëó÷àåìi ddt Ŝ(t) = 0�Xi;j �ij [f�(t)g℄ _�i(t)Âj1A Ŝ(t); (71)ãäå �ij � íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå �óíêöèîíàëûîò �.Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ýâîëþöèèi ddt Ŝ(t) = Ĥ(t)Ŝ(t); Ŝ(0) = 1̂ (72)ãàìèëüòîíèàí (62), îïåðàòîð ýâîëþöèè (70) è åãîïðîèçâîäíóþ (71), ìû îêîí÷àòåëüíî ñâîäèì íàøó çà�äà÷ó ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé äëÿ �óíêöèé �i:Xi �ij [f�(t)g℄ _�i(t) = �j(t); (73)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì�i(0) = 0; (74)÷òî è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé öåëüþ ïðèìåíåíèÿ ÔÌ�.�àáîòà áûëà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ(ãðàíò �10-02-00364-à).

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÍåêîòîðûå äåòàëè âû÷èñëåíèé1) Èñõîäÿ èç (20) è îáîçíà÷àÿ � = p1� �, èìååìJ = 1Z0 G(u; vj�) d�1� � �Xm;numvn �� 1Z0 wmn(�) d�1� � = 2 1Z0 d�pa+ b�2 ; (A.1)ãäå a = (1 � u2)(1 � v2), b = (u � v)2. Ïîñëåäíèéèíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî:J = 1u� v ln � (1 + u)(1� v)(1� u)(1 + v)� == 2 1Xk=0 2kXm=0 umv2k�m2k + 1 ; (A.2)îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò (22). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,1Z0 G(u; vj�) d��p1� � = 2 1Z0 d�(1� �2)pa+ b�2 ; (A.3)÷òî â èòîãå äàåò (23).2) Äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèÿ (24) âîñïîëüçóåìñÿòåì, ÷òî [19℄ ïðè g = 0wnn(�) =p1� � hPn �p1� ��i2 ; (A.4)ãäå Pn � ïîëèíîì Ëåæàíäðà. ÎòñþäàJnn = 1Z0 wnn(�) d� == 23 1Z0 P 2n(z)[1 + 2P2(z)℄ dz: (A.5)Çäåñü ïåðâûé èíòåãðàë � ýëåìåíòàðíûé, âòîðîé æåñ ïîìîùüþ �îðìóëû (107.15) èç [12℄ âûðàæàåòñÿ ÷å�ðåç 3j-ñèìâîë Âèãíåðà, n n 20 0 0!2 = n(n+ 1)(2n� 1)(2n+ 3) ; n � 1; (A.6)è ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê �îð�ìóëå (24).3) Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë m èn, èñïîëüçóÿ (20), ïîëó÷àåì249



Â. Ñ. Ïîïîâ, M. A. Òðóñîâ ÆÝÒÔ, òîì 141, âûï. 2, 20121Z0 G(u; vj�) d� = 1(u� v)2 ���1�uv�(1�u2)(1�v2)2(u�v) ln (1+u)(1�v)(1�u)(1+v)� : (A.7)�àçëîæåíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì u, v äàåòèíòåãðàëû Jmn = 1Z0 wmn(�) d�: (A.8)4) Îáîçíà÷àÿ, äëÿ ñëó÷àÿ îñöèëëÿòîðà ñ ïîñòîÿí�íîé ÷àñòîòîé, ÷åðåç h�kimn k-é ìîìåíò ðàñïðåäåëå�íèÿ âåðîÿòíîñòåéh�kimn = 1Z0 wmn(�)�kd�; k = 0; 1; 2; : : : ; (A.9)èç (39) ïîëó÷àåì1Z0 G(u; vj�)�kd� = 1Xm;n=0h�kimnumvn == k! (1� uv)k[(1� u)(1� v)℄k+1 : (A.10)Èñïîëüçóÿ áèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå(1� x)�� = 1Xn=0 �(n+ �)�(�) xnn! (A.11)è ïåðåìíîæàÿ ðÿäû â (A.10), íàõîäèìh�kimn == min(k;m;n)Xs=0 (�1)s (k +m� s)!(k + n� s)!s!(k � s)!(m� s)!(n� s)! : (A.12)Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 0; 1 ïîëó÷àåì ñîîòíîøå�íèÿ (40), à ïðè k = 2 èìååìh�2imn = m2 + n2 + 4mn+ 3(m+ n) + 2; (A.13)îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò (41).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÏðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ðåãóëÿðíîãîîñöèëëÿòîðàÏîêàæåì, êàê �îðìóëà (25) ïåðåõîäèò â �îð�ìóëó (20) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíîãî îñöèë�ëÿòîðà. Ïåðåõîäû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäóò

ïðîèñõîäèòü ðàçäåëüíî ìåæäó ÷åòíûìè (2m ! 2n)è ìåæäó íå÷åòíûìè (2m + 1 ! 2n + 1) óðîâíÿìè(ñì., íàïðèìåð, [20℄), èì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ âå�ñà j = �1=4 è j = �3=4.ÈìååìG(u; vj�) =Xm;nw(j=�1=4)mn u2mv2n ++Xm;nw(j=�3=4)mn u2m+1v2n+1 = g(u2; v2j�)���j=�1=4 ++ uvg(u2; v2j�)���j=�3=4 == ~�1=21� u2v2~�2 + uv~�3=21� u2v2~�2 = ~�1=21� uv~�; (B.1)ãäå ~� � �(u2; v2) = 2(1� �)A+pA2 �B2 ;A = 1� �(u2 + v2) + u2v2; B = 2uv(1� �): (B.2)Äàëåå çàìåòèì, ÷òî�pA�B+pA+B �2 = 2�A+pA2�B2 � : (B.3)Ïîýòîìó1� uv~� = A�B +pA2 �B2A+pA2 �B2 == 2pA�BpA+B +pA�B ;~�1=2 = p2(1� �)qA+pA2 �B2 == 2p1� �pA+B +pA�B : (B.4)
Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèìG(u; vj�) =r 1� �A�B ==s 1� �1� �(u2 + v2) + u2v2 � 2uv(1� �) ; (B.5)÷òî ñîâïàäàåò ñ (20).250
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