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ÑÂÎÁÎÄÍÀß ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜ È ÇÀÄÀ×À ÎÁÒÅÊÀÍÈßÂ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÌ. Ë. Çàéöåâ *, Â. Á. Àêêåðìàí **Èíñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê115191, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 �åâðàëÿ 2011 ã.Ïðåäëîæåíà òî÷íàÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ �îðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âÿçêîéñòàöèîíàðíîé æèäêîñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå â òåðìèíàõ ñàìîé ïîâåðõíîñòè. Ïðîäåìîíñòðèðîâàí ìåòîäñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè â óðàâíåíèÿõ Íàâüå � Ñòîêñà è åãî ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿòâåðäûõ òåë.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌíîãèå âîïðîñû ñîâðåìåííîé íàóêè è òåõíèêèâ òîé èëè èíîé ìåðå ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì óðàâ�íåíèé ãèäðîäèíàìèêè [1�3℄. Ïîëó÷åíî ìíîãî âàæ�íûõ, èíòåðåñíûõ è ¾èçÿùíûõ¿ ðåçóëüòàòîâ. Îäíà�êî îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çà�äà÷ íå ñóùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, ïîêà íåò äàæå äî�êàçàòåëüñòâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå�íèÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ óðàâíåíèé ãèä�ðîäèíàìèêè è ïðåæäå âñåãî èõ íåëèíåéíîñòüþ. Âïðèëîæåíèÿõ íåëèíåéíîñòü ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ îäíèìèç ïðåïÿòñòâèé äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãèõ ÿâëåíèé, òà�êèõ êàê òóðáóëåíòíîñòü, äâèæåíèå ãèäðîäèíàìè÷å�ñêèõ ðàçðûâîâ, â ÷àñòíîñòè, ðàñïðîñòðàíåíèå �ðîí�òîâ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé è äð. [1�6℄. Ïðè èõ ìîäåëè�ðîâàíèè â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿñîñòàâëÿòü î÷åíü òîíêóþ ÷èñëåííóþ ñåòêó ïî ïðî�ñòðàíñòâó è âðåìåíè, ÷òî òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñ�ëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé è çàòðàò âðåìåíè [7℄. Áîëü�øîé èíòåðåñ ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå ñïî�ñîáû ñâåäåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõóðàâíåíèé ïî îáúåìó ê ñèñòåìå óðàâíåíèé íà ïîâåðõ�íîñòè [8�12℄. Ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò óìåíü�øèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è íà åäèíèöó (3D ! 2D,2D ! 1D), ÷òî ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò íåîáõîäè�ìûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè.Õîðîøî èçâåñòíû êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿîïèñàíèÿ äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòè ñ ïî�ìîùüþ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ íà ãðàíèöå îáëà�*E-mail: mlzaytsev�gmail.
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ñòè [1�3; 13; 14℄. Íàïðèìåð, ïðè èñ÷åçàþùå ìàëîéâÿçêîñòè çàäà÷à îïèñàíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî îáòåêà�íèÿ íà ïëîñêîñòè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíå�íèþ íà ãðàíèöå îáëàñòè (çàäà÷è Äèðèõëå, Íåéìàíà)[1�3; 6℄. Ýòî óðàâíåíèå ñâÿçûâàåò òàíãåíöèàëüíóþè íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè. Çíàÿ îäíóèç íèõ íà ãðàíèöå îáòåêàåìîãî òåëà, ìîæíî îïðå�äåëèòü âåñü âíåøíèé ïîòîê [1�3℄. Ýòî èìååò ìåñòî èäëÿ ñëó÷àÿ î÷åíü áîëüøîé âÿçêîñòè (¾ïîëçó÷åå òå÷å�íèå¿). Ïîëçó÷èå âÿçêèå òå÷åíèÿ � ýòî ìåäëåííûå òå�÷åíèÿ, â êîòîðûõ âñå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðè�ñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ âÿçêèìè íàïðÿæåíèÿìè, à èíåð�öèîííûå ý��åêòû ïðåíåáðåæèìî ìàëû (óñêîðåíèÿíàñòîëüêî ìàëû, ÷òî èìè ïðåíåáðåãàþò) [15℄. Îíèâñòðå÷àþòñÿ â òå÷åíèè ëåäíèêîâ (âÿçêîñòü ëüäà âå�ëèêà íàñòîëüêî, ÷òî ìíîãîêèëîìåòðîâûå ìàññû ëüäàäâèæóòñÿ î÷åíü ìåäëåííî), ïðè ñìàçêå â òåõíè÷å�ñêèõ óñòðîéñòâàõ, ïðè äâèæåíèè ìåëêèõ ÷àñòèö ñóñ�ïåíçèè è ò. ä. Äàâëåíèå è çàâèõðåííîñòü â ïîëçó÷èõòå÷åíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè, àñëåäîâàòåëüíî, èõ íàõîæäåíèå âî âñåì ïðîñòðàíñòâåòàêæå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ íà ãðà�íèöå îáëàñòè.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ñïîñîá ïåðåîïðåäåëå�íèÿ óðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå,÷òî òåîðåòè÷åñêè ïîçâîëÿåò ñâåñòè èõ ê çàìêíóòîéñèñòåìå óðàâíåíèé íà ëþáîé ïîâåðõíîñòè [16�18℄.Ýòî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèâÿçêîé ñòàöèîíàðíîé æèäêîñòè è çàäà÷è îáòåêàíèÿ.Òåì ñàìûì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîí��èãóðàöèè äîñòèãàåòñÿ ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè óðàâ�íåíèé íà åäèíèöó, ÷òî äåëàåò èõ óäîáíûìè äëÿ ìî�814



ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011 Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü è çàäà÷à îáòåêàíèÿ : : :äåëèðîâàíèÿ. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ïîêàçàíî, ÷òîðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà ñîãëàñó�þòñÿ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÌû îãðàíè÷èâàåìñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì íåñæè�ìàåìîãî âÿçêîãî ïîòîêà â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâåâ ïîëå ñèëû òÿæåñòè g. Â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàþùèååãî óðàâíåíèÿ Íàâüå �Ñòîêñà ïðèìóò âèä [1℄�u�t � u� ! +r�P + 12u2� = ��r� ! + g; (1)! = r� u; (2)divu = 0: (3)Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèÿ (1)�(3) îïðåäåëÿþò âåêòîðñêîðîñòè u(r; t) è ïðî�èëü äàâëåíèÿ P (r; t) â ëþáîììåñòå ïðîñòðàíñòâà è â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå�ìåíè, ò. å. äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ (r; t).�àññìîòðèì äâèæåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå,êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïî�âåðõíîñòè æèäêîñòè èìåþò âèä [1℄�0iknk � niP = 0; (4)V + un = 0; (5)ãäå n � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü, V � ïðîåêöèÿ ñêîðî�ñòè �ðîíòà íà îòðèöàòåëüíîå íàïðàâëåíèå âåêòîðàn, à �0ik = � � �ui�xk + �uk�xi � (6)
y x0

�nVn M �
�èñ. 1. Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü âÿçêîé íåñæèìàå-ìîé æèäêîñòè

� òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé. Óðàâíåíèå (4) ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé òðåòèé çàêîí Íüþòîíà íà ãðàíèöåæèäêîñòè, óðàâíåíèå (5) � óñëîâèå íåïðîíèöàåìî�ñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè�íàò (n; � ) P = 2� �un�xn = �2� �u��� ; (7)� ��u��n + �un�� � = 0 (8)(ñì. ðèñ. 1) èëè! = �u��n � �un�� = 2�V�� + 2u�R ; (9)ãäå ! � çàâèõðåííîñòü, R � ðàäèóñ êðèâèçíû. Ôîð�ìóëà (9) îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ âÿçêîãî êàñàòåëü�íîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêî�ñòè (óñëîâèå �ýëåÿ).3. ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÍÀÂÜÅ�ÑÒÎÊÑÀ�àññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèÿ Íàâüå �Ñòîêñàäâóìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ñëåäóþùåì âè�äå [1℄: �!�t + ux�!�x + uy �!�y = ��!; (10)! = �uy�x � �ux�y ; (11)�ux�x + �uy�y = 0: (12)Èç óðàâíåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òîuy = ��ux � �; (13)ãäå � = �!=�t� ��!�!=�y ; � = �!=�x�!=�y :Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13) â (11), (12) ïîëó÷èì�ux�y + � �ux�x + ux ���x + ���x + ! = 0; (14)�ux�x � � �ux�y � ux���y � ���y = 0: (15)Âûðàæàÿ �ux=�x, �ux=�y, èç (14) è (15) íàõîäèì�ux�y +Aux +B = 0; (16)�ux�x + Cux +D = 0; (17)815



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011ãäå A = � ���y + ���x1 + �2 ; B = ���x + � ���y + !1 + �2 ;C = � ���x � ���y1 + �2 ; D = � ���x � ���y + �!1 + �2 :Äè��åðåíöèðóÿ (16) è (17) ñîîòâåòñòâåííî ïî x è y,íàõîäèì�2ux�x �y +��A�x �AC�ux + �B�x �AD = 0; (18)�2ux�x �y +��C�y �AC�ux + �D�y � CB = 0: (19)Èç �îðìóë (18), (19) ñëåäóåò, ÷òîux = �B�x � �D�y + CB �AD�C�y � �A�x : (20)Ïîäñòàâèâ (20) â (16), (17), ìîæíî çàïèñàòü âû�ðàæåíèÿ (16), (17) äëÿ !. Îíè ïîëó÷åíû ñòðîãî èçñîîòíîøåíèé (10)�(12). Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (16) è(17) íå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè äðóã äðóãà. Òàêèì îá�ðàçîì, ìû èìååì ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó óðàâ�íåíèé (16), (17) äëÿ !, ãäå âîçìîæíî ñîêðàòèòü ðàç�ìåðíîñòü íà åäèíèöó [16�18℄. Ïðè ýòîì ìîæíî ñâåñòèñèñòåìó óðàâíåíèé (16), (17) íà ïëîñêîñòè ê ñèñòåìåíà ëþáîé êðèâîé.4. ÑÂÎÁÎÄÍÀß ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÜÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÉ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÂûâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ�îðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñòàöèîíàðíîé âÿçêîéæèäêîñòè. Ïóñòü y = f(x) � óðàâíåíèå ñòàöèî�íàðíîé ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 1). Â ýòîì ñëó÷àåçàâèñèìîñòü îò âðåìåíè â óðàâíåíèÿõ (10)�(12)áóäåò îòñóòñòâîâàòü, à ïàðàìåòð � óïðîùàåòñÿ èïðèíèìàåò âèä � = � ��!�!=�y :Âûðàæåíèÿ (16), (17) äëÿ !, åñëè òóäà ïîäñòàâèòü(20), ìîæíî çàïèñàòü â âèäåH �!; �!�x ; �!�y ; : : : ; �5!�x5 ; �5!�y5 � = 0; (21)

G�!; �!�x ; �!�y ; : : : ; �5!�x5 ; �5!�y5 � = 0: (22)Ïåðåéäåì â òî÷êåM â ñèñòåìó êîîðäèíàò (n; � ) (ñì.ðèñ. 1). Òîãäà óðàâíåíèÿ (21), (22) çàïèøóòñÿ â âèäåH �!; �!�� ; �!�n ; : : : ; �5!��5 ; �5!�n5� = 0; (23)G�!; �!�� ; �!�n ; : : : ; �5!��5 ; �5!�n5� = 0: (24)Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèÿ (23) è (24) â íàïðàâ�ëåíèè n ÷åòûðå ðàçà. Òîãäà ïîëó÷èì äåñÿòü óðàâíå�íèé âèäà�H �!; �!�� ; �!�n ; : : : ; �5!��5 ; �5!�n5��(s)n = 0; (25)�G�!; �!�� ; �!�n ; : : : ; �5!��5 ; �5!�n5��(s)n = 0;s = 0; : : : ; 4: (26)Îáîçíà÷èì Sm = �m!=�nm; (27)ãäå m = 0; : : : ; 9, S0 = !. Òîãäà äåñÿòü óðàâíåíèéñèñòåìû (25), (26) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåOk �Sm; �Sm�� ; �2Sm��2 ; : : :� = 0;m = 0; : : : ; 9; k = 1; : : : ; 10: (28)Òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòü îò ïðîèçâîäíîé ïîn â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (28) áóäåò îòñóòñòâîâàòü è ìû ïîëó÷èìçàìêíóòóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü�íûõ óðàâíåíèé ñòðîãî âäîëü ïîâåðõíîñòè.Èç �îðìóëû (9) ñëåäóåò, ÷òîS0 = ! = 2u�R : (29)Èç óðàâíåíèé (1)�(3) íàõîäèì, ÷òî â ñèñòåìå êîîð�äèíàò (n; � )u� �u��� + �P�� = � �!�n + g � � : (30)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (30) âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿP èç �îðìóëû (7) ïîëó÷àåì�S1 = � �!�n = u� �u��� � 2� �2u���2 � g � � : (31)Äîáàâèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (28) óðàâíåíèÿ(29), (31), èç êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ u� è f(x). Â èòî�ãå áóäåì èìåòü ñèñòåìó èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ816
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FnM �

�èñ. 2. Òâåðäîå òåëî, îáòåêàåìîå âÿçêîé íåñæèìà-åìîé æèäêîñòüþóðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñòàöèîíàðíîéâÿçêîé æèäêîñòè è ïîìèìî ýòîãî îïðåäåëèì, êàê ìå�íÿþòñÿ íà äàííîì ðàçðûâå âñå îñòàëüíûå ïàðàìåò�ðû, õàðàêòåðèçóþùèå òå÷åíèå, òàêèå êàê u, P , ! èò. ä.Âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî âûðàæåíèÿ (28) âàíàëèòè÷åñêîì âèäå ïîëó÷àþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæ�íûìè è ãðîìîçäêèìè. Èõ âûïèñûâàíèå íå âõîäèò âöåëè äàííîé ðàáîòû. Çäåñü óêàçàí ïîäðîáíûé àëãî�ðèòì èõ ïîëó÷åíèÿ.5. ÂßÇÊÎÅ ÎÁÒÅÊÀÍÈÅÑòàöèîíàðíîå îáòåêàíèå íåïîäâèæíûõ òâåðäûõòåë â âÿçêèõ ñðåäàõ õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëåâûìè óñëî�âèÿìè äëÿ ñêîðîñòè íà ãðàíèöå [1℄: V = 0 è u = 0.Ñèëà F, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõ�íîñòè, ðàâíà [1℄ Fi = Pni � �0iknk; (32)ãäå n� íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 2). Ñëåäîâà�òåëüíî, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (32), â ýòîì ñëó÷àå äëÿëþáîé òî÷êè M íà ïîâåðõíîñòè òåëà â äåêàðòîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò (n; � ) èìååìFn = P; (33)F� = � ��u��n + �un�� � = �!: (34)Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íà ïîâåðõíîñòèáóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñèñòåìû (28), (29), (31), ïîëó�÷åííîé âûøå, óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå (33), (34), ò. å.

y

h

0 x�èñ. 3. Ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè ìåæäó äâó-ìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìèâìåñòî �îðìóë (29), (31) ê óðàâíåíèÿì (28) äîáàâèò�ñÿ ñîîòíîøåíèå (30), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê âèäó�S1 = � �!�n = �P�� � g � � : (35)Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî �îðìóëàì(33), (34) ìû ñìîæåì íàéòè âîçíèêàþùåå ðàñïðåäå�ëåíèå íàïðÿæåíèé íà ïîâåðõíîñòè ýòîãî òâåðäîãî òå�ëà. �àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèåæèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè ïàðàëëåëü�íûìè ïëîñêîñòÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè häðóã îò äðóãà, ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî ãðàäèåíòàäàâëåíèÿ (ñì. ðèñ. 3). Îñü x íàïðàâëåíà âäîëü ïëîñ�êîñòè ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ æèäêîñòè. �åøå�íèå ýòîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä [1℄:ux = � 12� dpdxy(y � h); uy = 0;dpdx = 
onst; ! = �uy�x ��ux�y = 12� dpdx (2y�h): (36)Ïîäñòàâèì â �îðìóëû (16), (17) âûðàæåíèå äëÿ !(20) è ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì� �2B�x�y��2D�y2 +�C�y B+C �B�y ��A�y D�A�D�y �����C�y � �A�x�+��B�x � �D�y + CB �AD���� �2A�x�y��2C�y2 �+A��B�x ��D�y +CB�AD��� ��C�y � �A�x�+B��C�y � �A�x�2 = 0; (37)13 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 817



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 140, âûï. 4 (10), 2011�� �2D�x�y+�2B�x2 + �C�x B+C �B�x ��A�x D�A�D�x �����C�y � �A�x�+��B�x � �D�y + CB �AD�����2A�x2 � �2C�x �y�+C ��B�x ��D�y +CB�AD�����C�y � �A�x�+D��C�y � �A�x�2 = 0: (38)Åñëè ïðîäè��åðåíöèðîâàòü óðàâíåíèÿ (37) è (38) âíàïðàâëåíèè îñè y, èãðàþùåé ðîëü íîðìàëè, ÷åòû�ðå ðàçà, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìàîòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ (27) âäîëü îñè x äîïóñêà�åò ðåøåíèåS0 = ! = 
onst; S1 = �!=�y = 
onst 6= 0;Sm = �m!=�ym = 0; m = 2; : : : ; 9: (39)Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå�i��yi = �i�yi ��!=�x�!=�y� = 0; (40)�iA�yi = �i�yi 0BB�� ���y + ���x1 + �2 1CCA = 0; (41)�iC�yi = �i�yi 0BB�� ���x � ���y1 + �2 1CCA = 0; i = 0; : : : ; 9: (42)Èç �îðìóë (37), (38) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ñëàãàå�ìîì ïðèñóòñòâóåò ìíîæèòåëü�C�y � �A�x (43)èëè åãî ïðîèçâîäíûå. Èç �îðìóë (40)�(42) ñëåäó�åò, ÷òî ìíîæèòåëü (43) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäî�âàòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ (37), (38), à òàêæå âñå ñîîò�íîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç íèõ äè��åðåíöèðîâàíèåìâ íàïðàâëåíèè îñè y, ñðàçó âûïîëíÿþòñÿ.Ñðàâíèâàÿ (36) è (39), íàõîäèì, ÷òî ðàñïðåäåëå�íèå çàâèõðåííîñòè íà íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè (36)ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì íàøåé ñèñòåìû óðàâíå�íèé, ãäå ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ñíèæåíà íà åäèíèöó.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëîæèëè ñïîñîá ñíèæå�íèÿ ðàçìåðíîñòè óðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà íà åäè�íèöó, ÷òî äåëàåò èõ óäîáíûìè äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ�÷åòîâ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Íà ïðèìåðå

ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âÿçêîé ñòàöèîíàðíîé æèäêî�ñòè ïîëó÷åíà òî÷íàÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé,îïèñûâàþùàÿ �îðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âÿçêîéñòàöèîíàðíîé æèäêîñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå, â òåð�ìèíàõ ñàìîé ïîâåðõíîñòè. Òàêæå ýòî ïðîäåìîíñòðè�ðîâàíî â çàäà÷å îáòåêàíèÿ òâåðäûõ òåë â âÿçêèõñðåäàõ, èìåþùåé áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè æèäêîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ñó�ùåñòâåííûì. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãîâÿçêîãî îáòåêàíèÿ íåïîäâèæíûõ òåë �îðìóëà (28)îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:Ok �Sm; �Sm�� ; �2Sm��2 ; �Sm�t ; �2Sm�� �t ; : : :� = 0;m = 0; : : : ; 9; k = 1; : : : ; 10: (44)Â âûðàæåíèÿ (44) äîáàâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, ñâÿçàí�íûå ñî âðåìåíåì. Ôîðìóëû (33)�(35) îñòàþòñÿ â ñè�ëå. Âëèÿíèå âíåøíåãî ïîòîêà è óñëîâèé íà áåñêîíå÷�íîñòè ìîæåò ïðîèñõîäèòü ÷åðåç íà÷àëüíûå è êðàå�âûå óñëîâèÿ ê ïîëó÷åííûì ñèñòåìàì íåÿâíûõ äè���åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçè�êà: �èäðîäèíàìèêà, ò. VI, Íàóêà, Ìîñêâà (1986).2. Ë. È. Ñåäîâ, Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû, ò. 1, 2, Íàó-êà, Ìîñêâà (1978).3. Ë. �. Ëîéöÿíñêèé,Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà, Íàó-êà, Ìîñêâà (1987).4. F. A. Williams, Combustion Theory, BenjaminCummings, Menlo Park, CA (1985).5. ß. Á. Çåëüäîâè÷, ß. Á. Áàðåíáëàò, Â. Á. Ëèáðîâè÷è äð., Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãîðåíèÿ è âçðûâà,Íàóêà, Ìîñêâà (1980).6. À. Í. Òèõîíîâ, À. À. Ñàìàðñêèé, Óðàâíåíèÿ ìàòå�ìàòè÷åñêîé �èçèêè, Íàóêà, Ìîñêâà (1966).7. À. À. Ñàìàðñêèé, Þ. Ï. Ïîïîâ, �àçíîñòíûå ìåòî�äû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, Íàóêà, Ìîñêâà(1980).8. Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí, ÆÝÒÔ 135, 800(2009).9. V. By
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