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Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÝÉÊÎÍÀËÀ Â ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎÒÅ�Ü ÝÍÅ��ÈÈÁÛÑÒ�ÛÌÈ ÇÀ�ßÆÅÍÍÛÌÈ ×ÀÑÒÈÖÀÌÈÂ. È. Ìàòâååâ *, Ä. Í. Ìàêàðîâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷Ïîìîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà163002, Àðõàíãåëüñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31 ìàÿ 2010 ã.Ïîòåðè ýíåðãèè áûñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñ àòîìàìè ðàññìîòðåíû íà îñíîâå ïðè-áëèæåíèÿ ýéêîíàëà. Ïîêàçàíî, ÷òî íåïåðòóðáàòèâíûé âêëàä â ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå îò îáëàñòè ïðî-ìåæóòî÷íûõ (ñðàâíèìûõ ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê ìèøåíè) ïàðàìåòðîâ óäàðàìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññ÷èòûâàåìûìè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé îáîëî÷å÷íûìèïîïðàâêàìè ê �îðìóëå Áåòå �Áëîõà. Íàéäåíî, ïðè êàêèõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ �îðìóëà Áåòå �Áëîõà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò íåïåðòóðáàòèâíûõ ý��åêòîâìîæåò ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíûì (äî 50%) ïîïðàâêàì ê �îðìóëå Áåòå �Áëîõà. Ïðîâåäåí àíàëèç îáëàñòèïðèìåíèìîñòè �îðìóëû Áåòå � Áëîõà. Äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî ðàñ÷åòû ïîòåðü ýíåðãèè â ïðèáëèæåíèèýéêîíàëà (â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñòîëêíîâåíèÿ, ïðè êîòîðûõ îáû÷íî èñïîëüçóþò �îðìóëó Áåòå �Áëîõà)ñóùåñòâåííî ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàññìîòðåíèÿ íà îñíîâå �îðìóëû Áåòå �Áëîõà è åå ìîäè�èêàöèé, ïî-ñêîëüêó íå òîëüêî ó÷èòûâàþò ïîïðàâêó Áëîõà, íî è íåïåðòóðáàòèâíî ó÷èòûâàþò îáëàñòü ïðîìåæóòî÷íûõïàðàìåòðîâ óäàðà, à òàêæå äîïóñêàþò íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àè ñòîëêíîâåíèé ñëîæíûõñíàðÿäîâ è ìèøåíåé.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçâåñòíî, ÷òî òðóäíî ïåðåîöåíèòü ðîëü �îðìó�ëû Áåòå �Áëîõà äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâå�íèÿõ áûñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ àòîìàìè. Ïàðà�ìåòðû, âõîäÿùèå â ýòó �îðìóëó, ìîãóò áûòü ëèáîðàññ÷èòàíû, ëèáî ïîëó÷åíû èç ýêñïåðèìåíòà. Èìåí�íî ïîñëåäíåå, ñîâìåñòíî ñ ïðîñòîòîé çàïèñè è èíòåð�ïðåòàöèè, îáåñïå÷èâàåò èñêëþ÷èòåëüíî øèðîêóþ îá�ëàñòü åå ïðèìåíèìîñòè. Ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå òå�îðèè òîðìîæåíèÿ áûñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âîìíîãîì íàïðàâëåíî [1℄ íà îïèñàíèå ñèòóàöèé, ñâÿçàí�íûõ ñ óñëîæíåíèåì ñòðóêòóðû êàê ñíàðÿäîâ, òàê èìèøåíåé. Ó÷åò òàêîãî óñëîæíåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿñèñòåì ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì àíàëèòè÷åñêèì âû�êëàäêàì è ê âîçðàñòàíèþ ðîëè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ïîòåðèýíåðãèè íà âîçáóæäåíèå è èîíèçàöèþ îäíîâðåìåí�íî ñíàðÿäà è ìèøåíè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [2; 3℄).Òàê, â ñëó÷àå âûáîðà ÷àñòè÷íî ¾îáîäðàííûõ¿ ñòðóê�òóðíûõ èîíîâ â êà÷åñòâå ñíàðÿäîâ è ñëîæíûõ ìíîãî�àòîìíûõ ìèøåíåé óäàåòñÿ ïðîäåëàòü ïîäîáíûé ó÷åò*E-mail: matveev.vi
tor�pomorsu.ru

çà ñ÷åò ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé è ïðîâåñòè çíà�÷èòåëüíóþ ÷àñòü âûêëàäîê àíàëèòè÷åñêè ñ èñïîëü�çîâàíèåì �îðìóë òèïà Áåòå �Áëîõà [4℄. Ïðè âûáî�ðå ñëîæíûõ ìèøåíåé, íàïðèìåð ìîëåêóë èëè íàíî�÷àñòèö, ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü çíà÷èòåëüíîå êîëè÷å�ñòâî ñøèâîê âêëàäîâ îò ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïàðà�ìåòðîâ ñòîëêíîâåíèÿ è ó÷èòûâàòü çíà÷èòåëüíîå ÷èñ�ëî ïîïðàâîê ê �îðìóëå Áåòå �Áëîõà.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûìðàçâèâàòü ðàñ÷åòíûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ó÷åñòü âðàìêàõ åäèíîé ñõåìû êàê ìîæíî áîëüøåå ÷èñëî �è�çè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ, îòâåòñòâåííûõ çà ïîòåðè ýíåð�ãèè ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñíàðÿäîâ è ìèøåíåé, èìåþ�ùèõ ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Îáùåé îñíîâîé äëÿ ðàçâè�òèÿ òàêèõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ìîæåò ñëóæèòü ïðèáëè�æåíèå ýéêîíàëà, èìåþùåå îáùóþ ñ èçâåñòíîé �îð�ìóëîé Áåòå �Áëîõà îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè, íî ïîçâî�ëÿþùåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñòîëêíîâå�íèÿ ñëîæíûõ ñíàðÿäîâ è ìèøåíåé. Â ðàáîòå [5℄, âðàìêàõ ìîäè�èöèðîâàííîãî ïîëóêëàññè÷åñêîãî ýé�êîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ [6, 7℄, ðàññ÷èòàíû ïîòåðèýíåðãèè ïîëíîñòüþ îáîäðàííûìè èîíàìè ïðè ñòîëê�íîâåíèÿõ ñ àòîìàìè âîäîðîäà, ñâîáîäíûì ýëåêòðîí�íûì ãàçîì è ãàðìîíè÷åñêèìè îñöèëëÿòîðàìè ïðè868



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Ïðèáëèæåíèå ýéêîíàëà â òåîðèè ïîòåðü ýíåðãèè : : :ïðîìåæóòî÷íûõ è âûñîêèõ ýíåðãèÿõ èîíîâ. Òàêîéäèàïàçîí ìèøåíåé áûë âûáðàí äëÿ òîãî, ÷òîáû÷èñëåííî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòü ó÷åòà âðàìêàõ åäèíîé ñõåìû ðàñ÷åòà ïîïðàâîê Áëîõà [8℄ èÁàðêàñà [9℄. Äëÿ ïîëíîé îïðåäåëåííîñòè íåîáõîäèìîïðîâåäåíèå îáùåãî ðàññìîòðåíèÿ âîçìîæíîñòåé ýé�êîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â òåîðèè ïîòåðü ýíåðãèèáûñòðûìè çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè è ñðàâíåíèå ñòåîðèåé Áåòå �Áëîõà. Èìåííî èç-çà îòñóòñòâèÿ òàêî�ãî àíàëèçà â ðàáîòå [5℄ íå áûëà îáíàðóæåíà îñíîâíàÿïðè÷èíà îòêëîíåíèé ïðîâåäåííûõ â íåé ðàñ÷åòîâ îòðåçóëüòàòîâ òåîðèè Áåòå �Áëîõà.Øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ â òåîðèè òîðìîæåíèÿ áû�ñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö �îðìóëà Áåòå �Áëîõàèìååò âèä [8℄ (èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäèíèöû è ðàñ�ñìàòðèâàþòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèå ñòîëêíîâåíèÿ)� = 4��2NaL; (1)ãäå � = Z=v, Z è v � çàðÿä è ñêîðîñòü ñíàðÿäà,Na �÷èñëî ýëåêòðîíîâ â ìèøåíè, ìèøåíü íåïîäâèæíà,L = LBethe +�LBlo
h; (2)âåëè÷èíà LBethe = ln(2v2=I) ðàññ÷èòàíà Áåòå [10℄â íèçøåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, I � ¾ñðåä�íèé¿ ïîòåíöèàë èîíèçàöèè ìèøåíè, �LBlo
h == �Re (1 + i�) +  (1) � ïîïðàâêà Áëîõà [8℄, èìå�þùàÿ íåïåðòóðáàòèâíûé õàðàêòåð,  (x) � ëîãàðè��ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ �-�óíêöèè. Ñêîðîñòü ñíàðÿ�äà âñåãäà äîëæíà áûòü ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíûõñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ ìèøåíè.Ôîðìóëà Áåòå �Áëîõà ñïðàâåäëèâà êàê â êâàíòî�âîì ðåæèìå ñòîëêíîâåíèé, òàê è â êëàññè÷åñêîì.Òàê, ïðè � � 1 �îðìóëà Áåòå �Áëîõà ïåðåõîäèòâ ðåçóëüòàò òåîðèè âîçìóùåíèé � �îðìóëó Áåòå,à ïðè � � 1 � â ðåçóëüòàò êëàññè÷åñêîé ìåõàíè�êè � �îðìóëó Áîðà. Âûâîä �îðìóëû Áåòå �Áëîõà,ïî ñóòè, îñíîâàí [8; 11; 12℄ íà ðàçáèåíèè âñåé îáëà�ñòè ïàðàìåòðîâ óäàðà íà äâå îáëàñòè � îáëàñòüáîëüøèõ ïàðàìåòðîâ óäàðà, â êîòîðîé ïðèìåíèìàòåîðèÿ âîçìóùåíèé, è îáëàñòü ìàëûõ ïàðàìåòðîâóäàðà, â êîòîðîé ýëåêòðîíû ìèøåíè ðàññìàòðèâàþò�ñÿ êàê ñâîáîäíûå. Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îòââîäèìûõ òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòðîâ îáðåçàíèÿ ïîç�âîëÿåò ñøèòü ðåçóëüòàòû âêëàäîâ îò äâóõ îáëàñòåéâ ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå òàê, ÷òî çàâèñèìîñòü îòïàðàìåòðîâ îáðåçàíèÿ èñ÷åçàåò. Ïðè òàêîé ñøèâêåâêëàä îò îáëàñòè ïðîìåæóòî÷íûõ (ñðàâíèìûõ ñ õà�ðàêòåðíûì ðàçìåðîì àòîìà) ïàðàìåòðîâ óäàðà ó÷è�òûâàåòñÿ ëèøü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùå�íèé, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî èìåííî â ýòîé îáëàñòè ïà�ðàìåòðîâ óäàðà âçàèìîäåéñòâèå ñíàðÿäà è ýëåêòðî�

íîâ ìèøåíè ìàêñèìàëüíî è, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîá�õîäèì íåïåðòóðáàòèâíûé ó÷åò. Ïîýòîìó â îáùåïðè�íÿòîé îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè �îðìóëû Áåòå �Áëîõà(v � va, ãäå va � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâìèøåíè, à çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � ìîãóò áûòü ëþáû�ìè), áóäåì èñïîëüçîâàòü íåïåðòóðáàòèâíûé ïîäõîä,îñíîâàííûé íà ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà, âêëþ÷àþùå�ãî â ñåáÿ, êàê èçâåñòíî [13℄, â çàäà÷àõ ïîòåíöèàëü�íîãî ðàññåÿíèÿ îáà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ (áîðíîâñêîåè êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèÿ). Â êóëîíîâñêîìïîëå ïåðåõîä àìïëèòóäû â êâàçèêëàññè÷åñêèé âèäïîäðîáíî ðàññìîòðåí â [14, çàäà÷à 13.54℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðèáëèæåíèåýéêîíàëà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííî îïåðèðóþ�ùèì òåðìèíàìè ïåðåäàííîãî èìïóëüñà ïóòåì ïîëó�÷åíèÿ ïîïðàâêè Áëîõà â òåîðèè òîðìîæåíèÿ áû�ñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðî�íàõ. Ïîòåðè ýíåðãèè áûñòðûìè çàðÿæåííûìè ÷à�ñòèöàìè ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñ àòîìàìè ðàññìîòðå�íû íà îñíîâå ïðèáëèæåíèÿ ýéêîíàëà, ïîçâîëÿþùåãîïîñëåäîâàòåëüíî â ðàìêàõ åäèíîãî íåïåðòóðáàòèâíî�ãî ïîäõîäà ðàññ÷èòàòü ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå âîâñåé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ óäàðà. Ïðè ýòîì íå òðåáó�åòñÿ âûäåëåíèÿ îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïàðà�ìåòðó óäàðà äëÿ ó÷åòà ïîïðàâêè Áëîõà è ïðîâåäå�íèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ñøèâîê. Ïîêàçàíî, ÷òî íåïåð�òóðáàòèâíûé âêëàä â ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå îòîáëàñòè ïðîìåæóòî÷íûõ (ñðàâíèìûõ ñ õàðàêòåðíû�ìè ðàçìåðàìè ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê ìèøåíè) ïà�ðàìåòðîâ óäàðà ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíûì ïîñðàâíåíèþ ñ îáîëî÷å÷íûìè ïîïðàâêàìè ê �îðìó�ëå Áåòå �Áëîõà, ðàññ÷èòûâàåìûìè â ïåðâîì ïîðÿä�êå òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðåäëîæåíà �îðìóëà äëÿîöåíîê íåïåðòóðáàòèâíîãî âêëàäà îò îáëàñòè ïðî�ìåæóòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ óäàðà. Ïðîäåìîíñòðèðîâà�íî, ïðè êàêèõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ �îð�ìóëà Áåòå �Áëîõà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ïðèáëè�æåíèè ýéêîíàëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò íåïåðòóðáàòèâ�íûõ ý��åêòîâ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êóëîíîâñêî�ãî ïàðàìåòðà � = Z=v ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì(äî 50%) ïîïðàâêàì ê �îðìóëå Áåòå �Áëîõà. Ïðî�âåäåí àíàëèç îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè �îðìóëû Áå�òå �Áëîõà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñòîëêíîâåíèÿ(çàðÿäà ñíàðÿäà, îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñòîëêíî�âåíèÿ). Äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî ðàñ÷åòû ïîòåðüýíåðãèè â ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà (â îáëàñòè ïàðà�ìåòðîâ ñòîëêíîâåíèÿ, ïðè êîòîðûõ îáû÷íî èñïîëü�çóþò �îðìóëó Áåòå �Áëîõà) ñóùåñòâåííî ïðåäïî�÷òèòåëüíåå îöåíîê íà îñíîâå �îðìóëû Áåòå �Áëîõàè åå ìîäè�èêàöèé, ïîñêîëüêó íå òîëüêî ó÷èòûâàþòïîïðàâêó Áëîõà, íî è íåïåðòóðáàòèâíî ó÷èòûâàþòîáëàñòü ïðîìåæóòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ óäàðà, à òàêæå869



Â. È. Ìàòâååâ, Ä. Í. Ìàêàðîâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011äîïóñêàþò íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àèñòîëêíîâåíèé ñëîæíûõ ñíàðÿäîâ è ìèøåíåé.�àíåå àâòîðàìè äàííîé ñòàòüè îïóáëèêîâàíî [15℄êðàòêîå èçëîæåíèå ÷àñòè ñîäåðæàíèÿ ðàçä. 1�5 íà�ñòîÿùåé ñòàòüè. Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ÷àñòè ìà�òåðèàëà èç [15℄ â òåêñò íàñòîÿùåé ñòàòüè îáóñëîâ�ëåíà ñòðåìëåíèåì ê ïîëíîòå è çàìêíóòîñòè èçëîæå�íèÿ. Êðîìå òîãî, �îðìàò êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ íå ïîç�âîëèë ïðèâåñòè ðÿä íåòðèâèàëüíûõ ïîäðîáíîñòåé,ìåòîäîâ ðàñ÷åòîâ è âû÷èñëåíèé, áåç èçëîæåíèÿ êîòî�ðûõ èñïîëüçîâàíèå è âîñïðîèçâåäåíèå íàøèõ ðåçóëü�òàòîâ äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè ñòàíîâèòñÿ êðàéíåçàòðóäíèòåëüíûì ïðè ðàñ÷åòàõ ïîòåðü ýíåðãèè âñòîëêíîâåíèÿõ ñ àòîìàìè. Â ðàáîòå [15℄ îòñóòñòâó�åò �îðìóëà (è åå âûâîä) äëÿ îöåíîê íåïåðòóðáàòèâ�íîãî âêëàäà îò îáëàñòè ïðîìåæóòî÷íûõ ïàðàìåòðîâóäàðà, íåò îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé ñëîæíûõ àòîìîâ èîòñóòñòâóåò àíàëèç ïîãðåøíîñòåé ïðè ïðèìåíåíèè�îðìóëû Áåòå �Áëîõà â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñòîëê�íîâåíèÿ, ïðè êîòîðûõ îáû÷íî åå èñïîëüçóþò.2. ÏÎÏ�ÀÂÊÀ ÁËÎÕÀÏîïðàâêà Áëîõà íàõîäèòñÿ [8; 11; 12℄ ïóòåì ðàñ�÷åòà ïîòåðü ýíåðãèè áûñòðîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöûíà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ. Ý��åêòèâíîå òîðìîæå�íèå íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ ðàâíî� = Z "(�)�(�) d
; (3)ãäå �(�) d
 � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â òåëåñíûé óãîëd
, îïèñàííûé âîêðóã óãëà ðàññåÿíèÿ �, "(�) � ñîîò�âåòñòâóþùåå èçìåíåíèå ýíåðãèè. Íà ïåðâûé âçãëÿä,ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ïî �îðìó�ëå (3), ïðèâåäåò ê îäèíàêîâûì ñðåäíèì ïîòåðÿìýíåðãèè ïðè ðåàëèçàöèè êàê êëàññè÷åñêîãî ðåæèìàñòîëêíîâåíèé ìåæäó çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè, òàêè êâàíòîâîãî, ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êóëîíîâ�ñêèé ïîòåíöèàë ìîæíî ó÷èòûâàòü ëèáî ïî òåîðèèâîçìóùåíèé, ëèáî òî÷íî, ïîñêîëüêó âî âñåõ òðåõ ñëó�÷àÿõ ñå÷åíèå �(�) îïèñûâàåòñÿ îäíîé è òîé æå �îð�ìóëîé �åçåð�îðäà.Ôèçè÷åñêè ïîíÿòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòî�èò â ñëåäóþùåì: ñòîëêíîâåíèÿ àòîìíûõ ýëåêòðî�íîâ ñðåäû ñ áûñòðûì èîíîì ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿêàê ñòîëêíîâåíèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ òîëüêî ïðèáîëüøèõ ïåðåäàííûõ èìïóëüñàõ èëè ïðè ìàëûõ ïà�ðàìåòðàõ óäàðà, òîãäà êàê �îðìóëà �åçåð�îðäà ïðèêâàíòîâîì ðåæèìå ñòîëêíîâåíèé îïèñûâàåò ðàññåÿ�íèå íåîãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîé âîëíû.Òðåáóþùååñÿ ïðè ýòîì îáðåçàíèå (�îðìèðóþùåå

âîëíîâîé ïàêåò) è âíîñèò ðàçíèöó ìåæäó ïåðå÷èñ�ëåííûìè âûøå òðåìÿ ñëó÷àÿìè è ïðèâîäèò ê ïîÿâ�ëåíèþ ïîïðàâêè Áëîõà. Âûâîä ïîïðàâêè Áëîõà, ïðè�âåäåííûé â åãî îðèãèíàëüíîé ñòàòüå [8℄, ãðîìîçäîê,ïîýòîìó áûëè ïðåäëîæåíû áîëåå ïðîñòûå è ñîâðå�ìåííûå ïîäõîäû [11, 12℄. Â îáîèõ ïîäõîäàõ ðàññìàò�ðèâàëèñü ïîòåðè ýíåðãèè íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ ñîïèñàíèåì èõ ðàññåÿíèÿ íà òîðìîçÿùåéñÿ ÷àñòèöå ââèäå èëè êóëîíîâñêèõ ñ�åðè÷åñêèõ âîëí [11℄, èëè êó�ëîíîâñêîé ðàññåÿííîé âîëíû [12℄ ( (+)k â îáîçíà÷åíè�ÿõ [16, �îðìóëà (136.8)℄). Â ðàáîòå [11℄ ïîòåðè ýíåð�ãèè ðàññ÷èòûâàëèñü ÷åðåç òðàíñïîðòíîå ñå÷åíèå, àâ [12℄ èñïîëüçîâàëîñü âûðàæåíèå äëÿ ðàáîòû ïîëÿíàëåòàþùåé ÷àñòèöû íàä ýëåêòðîíîì. Â îáîèõ ïîä�õîäàõ áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè Áëî�õà, îäíàêî âûáîð ¾ñòàðòîâîé¿ �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòàïîòåðü ýíåðãèè îáîñíîâàí ëèøü òåì, ÷òî èìåííî òàêïîëó÷àåòñÿ ïîïðàâêà Áëîõà.Ïðè êîððåêòíîì ó÷åòå îñîáåííîñòåé êóëîíîâñêî�ãî ðàññåÿíèÿ ïîòåðè ýíåðãèè ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíûâ ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà â èíòóèòèâíî ïîíÿòíûõòåðìèíàõ ïåðåäàííîãî èìïóëüñà íåïîñðåäñòâåííî ïîîïðåäåëåíèþ (3):� = Z 12q2�(q)d2qk2 = Z 12q2jf(q)j2 d2qk2 ; (4)ãäå q = k0�k � èçìåíåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà, k èk0 � çíà÷åíèÿ èìïóëüñà ýëåêòðîíà äî è ïîñëå ðàññå�ÿíèÿ, jk0j = jkj = k, òàê ÷òî âåëè÷èíà q = 2k sin(�=2)ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ q1,f(q) � àìïëèòóäà óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, èìåþùàÿ âïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà âèä [16℄f(q) = ik2� Z e�iq�b(1� e�i�(b)) d2b; (5)ãäå b îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåêòîð ïàðàìåò�ðà óäàðà. Ýéêîíàëüíàÿ �àçà â êóëîíîâñêîì ïîëåðàâíà [14; 17, ñòð. 477℄�(b) = 1v 1Z�1 U (x;b) dx = 2� ln b; (6)ãäå (x;b) � êîîðäèíàòû ýëåêòðîíà.Ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü ðàññåÿíèå îãðàíè÷åí�íîé â ïðîñòðàíñòâå âîëíû, ïîýòîìó çàïèøåì f(q),ââîäÿ îáðåçàíèå ïî ïàðàìåòðàì óäàðà:f(q) = ik2� Z e�iq�b(1� e�i�(b))e��b2d2b; (7)ãäå ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ � áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûì èâ êîíöå ñëåäóþùèõ íèæå âûêëàäîê áóäåì ïåðåõî�870



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Ïðèáëèæåíèå ýéêîíàëà â òåîðèè ïîòåðü ýíåðãèè : : :äèòü ê ïðåäåëó � ! 0. Òàêîå îáðåçàíèå ñîîòâåòñòâó�åò �èçè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è è ïîçâîëÿåò âû�ïîëíÿòü âûêëàäêè íå çàáîòÿñü î âûáîðå ñòàðòîâîé�îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåðü ýíåðãèè è î ñõîäèìî�ñòè íåîáõîäèìûõ èíòåãðàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî âûáîðãàóññîâîé �îðìû îáðåçàíèÿ âûçâàí ëèøü ïîñëåäó�þùåé ïðîñòîòîé äàëüíåéøèõ âûêëàäîê. Ìû ïðîâî�äèëè ðàñ÷åòû ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì òèïîì îáðåçàíèÿè ñ ðåçêèì îáðåçàíèåì îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîïàðàìåòðó óäàðà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû îäè�íàêîâû, íî ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè çíà÷èòåëüíîóñëîæíÿþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàóññîâûì îáðåçàíèåì.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ, íî íå ðàâíûõ íóëþ çíà�÷åíèÿõ � ìîæíî çàïèñàòüiqf(q) = � ik2� Z e��b2(1�e�i�(b))(rbe�iq�b) d2b == ik2� Z e�iq�bfrb[(1� e�i�(b))e��b2 ℄gd2b == ik2� Z e��b2e�iq�b(rb(1� e�i�(b))) d2b; (8)ãäå rb = �=�b. Ïîäñòàâëÿÿ â (8) ÿâíûé âèä �àçû�(b) èç (6), âûïîëíÿÿ äè��åðåíöèðîâàíèå è ïîäñòàâ�ëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ qf(q) â (4), ïîëó÷à�åì ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå â âèäå� = 4��2L� ; (9)ãäå L� = q1Z0 I�I��q dq ; (10)à èíòåãðàë I� ðàâåíI� = 1Z0 J1(qb)b�2i�e��b2db (11)è âû÷èñëÿåòñÿ äàëåå ïî �îðìóëå (2.12.9.3) èç ñïðà�âî÷íèêà [18, ñòð. 186℄:I� = 14q��1+i��(1� i�)F �1� i�; 2;� q24�� ; (12)ãäå J1(x) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ, �(x) � ãàììà-�óíê-öèÿ, F (a; b; z) � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ�óíêöèÿ. ÏîýòîìóL� = q1Z0 I�I��q dq = 12 j�(1 + i�)j2 �� q21=4�Z0 jF (1 + i�; 2;�x)j2x dx : (13)

Àñèìïòîòèêó âõîäÿùåãî ñþäà èíòåãðàëà ïðèq21=4� � 1 âû÷èñëÿåì òàê:L� = 12 j�(1+i�)j2 1Z0 jF (1+i�; 2;�x)j2e��xx dx; (14)ãäå áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà � = 4�=q21. Âõîäÿùèé â�îðìóëó (14) èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îð�ìóëå (f,10) èç [16℄ è ðàâåíL� = 12 j�(1 + i�)j2 1(1 + �)2 �� F �1 + i�; 1� i�; 2; 1(1 + �)2� ; (15)ãäå F (a; b; 
; z) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Èñ�ïîëüçóÿ ïðåäåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêîé �óíêöèè F (1 + i�; 1� i�; 2; z) ïðè z ! 1 [17,�îðìóëà (95,19)℄, ïîëó÷èìL� = 12 �� ln�1� 1(1 + �)2�� 2f(�)� ; (16)ãäå f(�) = 12 [ (1 + i�) +  (1� i�)� 2 (1)℄ : (17)Â ðåçóëüòàòå èìååì�L = L� � L0 == �Re (1 + i�) +  (1) = �LBlo
h; (18)ãäå L0 � çíà÷åíèÿ L� ïðè � = 0.Òàêèì îáðàçîì, îáðåçàíèå ñîîòâåòñòâóåò �èçè÷å�ñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è è ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü âû�êëàäêè, íå çàáîòÿñü î âûáîðå ñòàðòîâîé �îðìóëûäëÿ ðàñ÷åòà ïîòåðü ýíåðãèè, î ñõîäèìîñòè íåîáõîäè�ìûõ èíòåãðàëîâ è î ïîðÿäêå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäó�åò îòìåòèòü, ÷òî òàêîå îáðåçàíèå ñïåöè�è÷íî èìåí�íî ïðè ðàñ÷åòàõ ïîòåðü íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ,òîãäà êàê ïðè àíàëîãè÷íûõ ðàñ÷åòàõ íà ñâÿçàííûõýëåêòðîíàõ íåîáõîäèìîñòè â ââåäåíèè ïàðàìåòðà îá�ðåçàíèÿ íå âîçíèêàåò (ñì. íèæå �îðìóëó (28)).3. ÏÎÒÅ�È ÝÍÅ��ÈÈ Ï�ÈÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈßÕ Ñ ÀÒÎÌÀÌÈ ÂÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÈ ÝÉÊÎÍÀËÀÝéêîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêî�ãî ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ ìîæåò áûòü îáîáùåíî[16℄ íà ñëó÷àé ñòîëêíîâåíèÿ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîé871



Â. È. Ìàòâååâ, Ä. Í. Ìàêàðîâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011÷àñòèöû ñ ñèñòåìîé ÷àñòèö ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêî�ðîñòü ïàäàþùåé ÷àñòèöû ìíîãî áîëüøå õàðàêòåð�íûõ ñêîðîñòåé àòîìíîé ñèñòåìû, v � va. Â ïðè�áëèæåíèè ýéêîíàëà àìïëèòóäà íåóïðóãîãî ñòîëêíî�âåíèÿ äâèæóùåãîñÿ ñ íåðåëÿòèâèñòñêîé ñêîðîñòüþèîíà ñ íåðåëÿòèâèñòñêèì àòîìîì, ñ ïåðåõîäîì àòî�ìà èç ñîñòîÿíèÿ j0i ñ ýíåðãèåé �0 â jni ñ ýíåðãèåé �n,èìååò âèä fn0(q) = hnjf(q)j0i; (19)ãäåf(q) = ik02� Z exp(�iq � b)�� �1� exp�� iv Z U dX�� d2b: (20)Çäåñü ðàññåèâàþùèé ïîòåíöèàë U åñòü �óíêöèÿ íåòîëüêî êîîðäèíàò èîíà R = (X;b), íî è ìãíî�âåííûõ ïîëîæåíèé àòîìíûõ ýëåêòðîíîâ, ñîâîêóï�íîñòü êîîðäèíàò êîòîðûõ îáîçíà÷àåì frag, ò. å. U == U(X;b; frag), èçìåíåíèå èìïóëüñà èîíà q == kn � k0, à k0 è kn � èìïóëüñû èîíà äî è ïîñëåñòîëêíîâåíèÿ.Ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ ìîæíî ïîëó�÷èòü ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé �îðìóëû [16℄�n = Z knk0 jfn0j2d
 = 1k2 Zqmin�q�q1 jfn0j2d2q; (21)ãäå d
 � òåëåñíûé óãîë ðàññåÿíèÿ èîíà, îáëàñòü èí�òåãðèðîâàíèÿ ïî d2q òàêàÿ, ÷òî qmin � jqj � q1, ãäåqmin = (�n � �0)=v, à q1 = 2v, è ó÷òåíî, ÷òî äëÿìàëûõ óãëîâ ðàññåÿíèÿ è k0 � kn � k, èìååì d
 == d2q=k0kn = d2q=k2. Ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå [16℄ðàâíî� =Xn (�n � �0)�n == 1k2 Xn (�n � �0) Zqmin�q�q1 d2qjfn0j2 : (22)Ñëåäóÿ [16℄, ðàçîáüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ(qmin � q � q1) íà äâå ÷àñòè: qmin � q � q0 èq0 � q � q1 (ãäå q0 íå çàâèñèò îò n è va=v � q0 � 1),ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëûì è áîëüøèì ïåðåäàííûì èì�ïóëüñàì, è ïðåäñòàâèì � â âèäå� = �1 + �2 : (23)

Îáëàñòü ìàëûõ ïåðåäàííûõ èìïóëüñîâ âíîñèò [16℄âêëàä �1, ðàññ÷èòûâàåìûé ïî òåîðèè âîçìóùåíèé:�1 = 1k2 Xn (�n � �0) Zqmin�q�q0 d2qjfn0j2 == 4��2Na ln q0vI ; (24)ãäå I � ñðåäíèé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè [16℄. Îáëàñòüáîëüøèõ ïåðåäàííûõ èìïóëüñîâ âíîñèò âêëàä �2,ðàâíûé�2 = 1k2 Xn (�n � �0) Zq0�q�q1 d2qjfn0j2 : (25)Â ýòîé îáëàñòè òåîðèÿ âîçìóùåíèé íåïðèìåíèìà, èäëÿ àìïëèòóäû fn0 áóäåì èñïîëüçîâàòü ýéêîíàëüíîåïðèáëèæåíèå (19), (20). Ñëåäóÿ [16℄, ëåãêî ïîëó÷èòü�2 = 12k2 Zq0�q�q1 d2qh0j NaXa=1(raf � raf�)j0i; (26)ãäå f � f(q) èç �îðìóëû (20), ra = �=�ra � äè��å�ðåíöèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòàì àòîìíîãî ýëåêòðîíà ñíîìåðîì a (1 � a � Na), Na � îáùåå ÷èñëî ýëåêòðî�íîâ â àòîìå-ìèøåíè.�àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñòîëêíîâåíèå ñàòîìîì âîäîðîäà. Â ýòîì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèåäâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v òî÷å÷íîãî èîíà çàðÿ�äà Z ñ ïîêîèâøèìñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû êîîðäèíàòàòîìîì âîäîðîäà îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîéU(X;b; r) = ZpX2 + b2 � Zp(X � x)2 + (b� s)2 ;ãäå X;b � êîîðäèíàòû èîíà, r = (x; s) � êîîðäèíà�òû àòîìíîãî ýëåêòðîíà, s� ïðîåêöèÿ r íà ïëîñêîñòüïàðàìåòðà óäàðà b. Ýéêîíàëüíàÿ �àçà ðàâíà� = 1v 1Z�1 U(X;b; r) dX = �2� ln jb� sjjbj : (27)Â ðåçóëüòàòå, ýéêîíàëüíàÿ àìïëèòóäà (20) ïðèíèìà�åò âèäf(q) = ik2� Z exp(�iq � b)�� �1� exp��2i� ln jb� sjjbj �� d2b : (28)Äëÿ àòîìà âîäîðîäà s � 1, ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëü�íîå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè b ! 1. Òà�êèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ïîòåðü ýíåðãèè íà ñâîáîä�íûõ ýëåêòðîíàõ (êîãäà ýéêîíàëüíàÿ �àçà (6) ðàâíà872



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Ïðèáëèæåíèå ýéêîíàëà â òåîðèè ïîòåðü ýíåðãèè : : :2� ln b è â âûðàæåíèå (7) äëÿ ýéêîíàëüíîé àìïëèòó�äû áûëî ââåäåíî îáðåçàíèå ïî ïàðàìåòðàì óäàðà), âñëó÷àå ïîòåðü ýíåðãèè íà ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíàõ ýé�êîíàëüíàÿ �àçà (27) ý��åêòèâíî îáðåçàåò ïðè b > sâ (28) îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó óäàðàb è íåîáõîäèìîñòü â ââåäåíèè ïàðàìåòðà îáðåçàíèÿîòïàäàåò.Äè��åðåíöèðóÿ (28) ïî s è çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþèíòåãðèðîâàíèÿ b íà b+ s, ïîëó÷èìrf(q) = k� � Z exp [�iq � (b+ s)℄�� jb+ sj�2i�jbj2i� bjbj2 d2b: (29)Â ðåçóëüòàòå �îðìóëà (26) ïðèíèìàåò âèä�2 = �22�2 Zq0�q�q1 h0j (I(q) � I�(q)) j0id2q; (30)ãäå I(q) = Z e�iq�bjb+ sj�2i�jbj2i� bjbj2 d2b: (31)Ê òåîðèè âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âîçâðàùàåì�ñÿ, ïîëàãàÿ â (31) � = 0; òîãäàI(q) = Z e�iq�b bjbj2 d2b == �2�i qjqj 1Z0 J1(qb) db = �2�i qq2 : (32)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå I(q) â (30), ïîëó÷àåì �2 == �Pert2 , ãäå âåëè÷èíà�Pert2 = 4��2 ln q1q0 (33)â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì òåîðèè âîçìóùå�íèé [16, �îðìóëà (149,9)℄. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåòçàïèñàòü ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå â ïðèáëèæåíèèýéêîíàëà â âèäå� = �1 + �2 = 4��2LEik; (34)ãäåLEik = LBethe ++ Zq0�q�q1 h0jI(q) � I�(q) � (2�)2q�2j0i d2q(2�)3 : (35)Ôîðìóëà (34) ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîé äëÿ ðàñ÷åòîâý��åêòèâíîãî òîðìîæåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ýéêîíà�ëà.

4. ÔÎ�ÌÓËÀ ÁÅÒÅ�ÁËÎÕÀÎáùèé àíàëèç �îðìóëû (35) çàòðóäíåí, ïîýòîìóðàññìîòðèì åå ïîâåäåíèå êà÷åñòâåííî. Êðîìå òîãî,òàêîé àíàëèç ïîçâîëèò íàì îòìåòèòü, êàêèå èìåí�íî ïðåíåáðåæåíèÿ íåîáõîäèìî ñäåëàòü äëÿ ïîëó÷å�íèÿ �îðìóëû Áåòå �Áëîõà â ïðèáëèæåíèè ýéêîíà�ëà (34).Ïðè ïðîèçâîëüíûõ � èíòåãðàë (31) îöåíèâàåìñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì â (31) îáëàñòü èí�òåãðèðîâàíèÿ ïî d2b òàêóþ, ÷òî jbj � b0 � jsj. �å�çóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýòîé îáëàñòè ìàëûõ ïà�ðàìåòðîâ óäàðà b áóäåì îáîçíà÷àòü I1(q); òîãäàI1(q) = Zjbj�b0 e�iq�bjb+ sj�2i�jbj2i� bjbj2 d2b == Zjbj�b0 e�iq�bjsj�2i�jbj2i� bjbj2 d2b == �2�ijsj�2i� qjqj b0Z0 J1(qb)jbj2i�db: (36)Èíòåãðàë îò �óíêöèè Áåññåëÿ � òàáëè÷íûé [18,ñòð. 37, �îðìóëà (1.8.1.1)℄. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìI1(q) = �2�ijsj�2i� qjqj b1+2i�0 P�(b0q); (37)ãäåP�(b0q) = b0q 1F2(1 + i�; 2; 2 + i�;�(b0q=2)2)4(1 + i�) ; (38)1F2(a; b1; b2;x) � îáîáùåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ�óíêöèÿ.�àññìîòðèì òåïåðü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿâ (31) ïî d2b òàêóþ, ÷òî jbj � b1 � jsj. �åçóëüòàò èí�òåãðèðîâàíèÿ ïî ýòîé îáëàñòè áîëüøèõ ïàðàìåòðîâóäàðà b áóäåì îáîçíà÷àòü I2(q):I2(q) = Zjbj�b1 e�iq�bjb+ sj�2i�jbj2i� bjbj2 d2b == Zjbj�b1 e�iq�b bjbj2 d2b == �2�i qjqj 1Zb1 J1(qb) db = �2�iJ0(qb1) qq2 : (39)Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ I2(q) �îðìàëü�íî ñîâïàäàþò ñ âûêëàäêàìè â ïåðâîì ïîðÿäêå òå�îðèè âîçìóùåíèé, êîãäà ñëåäóåò ñ÷èòàòü â �îðìó�ëå (39) � = 0. Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò âêëàäà îò îá�ëàñòè b � s â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé873



Â. È. Ìàòâååâ, Ä. Í. Ìàêàðîâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011ñîîòâåòñòâóåò �îðìàëüíîìó ïðîäëåíèþ îáëàñòè èí�òåãðèðîâàíèÿ â (39) äî íèæíåãî ïðåäåëà, ðàâíîãî b0.Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b1 = b0 � 1 è îöåíèìI(q) â �îðìóëå (31):I(q) = I1(q) + I2(q) = �2�ijsj�2i� �� qjqj b1+2i�0 P�(b0q)� 2�iJ0(qb0) qq2 : (40)Ïðè ýòîì òî÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñøèâêè b0 äëÿíàñ íåñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó (ñì. íèæå) çàâèñè�ìîñòü îò b0 ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè äëÿ �2 îêàçû�âàåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé è èñ÷åçàåò ïðè ñóììèðîâà�íèè. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (40) â (30):�2 = Z22v2�2 (J1 + J2 + J3 + J�3 ); (41)ãäåJ1 = q1Zq0 I1 � I�1d2q = (2�)3 b0q1Zb0q0 P�(x)P �� (x)x dx ; (42)
J2 = q1Zq0 I2 � I�2d2q = (2�)3 b0q1Zb0q0 J20 (x)x dx ; (43)

J3 + J�3 = q1Zq0 I1 � I�2d2q+ q1Zq0 I�1 � I2d2q == h0js�2i� j0ib2i�0 (2�)3 b0q1Zb0q0 P�(x)J0(x) dx ++ h0js2i� j0ib�2i�0 (2�)3 b0q1Zb0q0 P �� (x)J0(x) dx: (44)Ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé èíòåãðàëîâ ïðåäñòàâëåíûâ Ïðèëîæåíèè A, çäåñü æå ìû ñðàçó ïðèâåäåì èõçíà÷åíèÿ ïðè b0q0 � 1 è b0q1 � 1:J1 = (2�)3 [�Re (1 + i�) +  (1)℄ ++ (2�)3 ln(b0q1�=2); (45)ãäå � = e� (1),J2 = �(2�)3 ln(b0q0�=2) ; (46)J3 + J�3 = 0: (47)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ (45), (46) è (47)â �îðìóëó (41), ïîëó÷àåì�2 = 4��2�ln q1q0 �Re (1 + i�) +  (1)� : (48)Ïîëíîå ý��åêòèâíîå òîðìîæåíèå, ñîãëàñíî âûðàæå�íèÿì (23), (24) è (48), ðàâíî� = 4��2�ln 2v2I �Re (1 + i�) +  (1)� : (49)Íàìè ïîëó÷åíà �îðìóëà Áåòå �Áëîõà ïðè ñëå�äóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: ìû èñïîëüçîâàëè ïðèáëè�æåíèå ýéêîíàëà, ñïðàâåäëèâîå, êàê è �îðìóëà Áå�òå �Áëîõà, ïðè ñêîðîñòÿõ ñíàðÿäà, ìíîãî áîëüøèõõàðàêòåðíûõ ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ ìèøåíè; ïðèýòîì çíà÷åíèÿ êóëîíîâñêîãî ïàðàìåòðà � = Z=vìîãóò áûòü ëþáûìè, à îáëàñòü ïàðàìåòðîâ óäàðà(b � s), ñðàâíèìûõ ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè ýëåê�òðîííûõ îáîëî÷åê ìèøåíè, ìû, ñëåäóÿ Áëîõó [8℄,ó÷èòûâàëè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, èìåííî ïî�ñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò áûòü íàðóøåíî ïðè� = Z=v � 1, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ïîñëåäóþùèå÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè exp [�2i� ln(jb+ sj=b)℄â èíòåãðàëå (31) ïî ñòåïåíÿì � áóäóò âíîñèòü â ïðà�âóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (48) âêëàäû âèäà �mfm(Za),ãäå m � 4, à �óíêöèè fm(Za) çàâèñÿò îò âèäà âîë�íîâîé �óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà è çàðÿäàZa ÿäðà àòîìà. Êðîìå òîãî, èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðà�æåíèé ÿñíî, ÷òî èìåííî â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ óäàðàb � s âçàèìîäåéñòâèå ñíàðÿäà è ýëåêòðîíîâ ìèøåíèìàêñèìàëüíî.5. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ �ÀÑ×ÅÒÎÂ, ÎÁÎÁÙÅÍÈÅÍÀ ÑËÎÆÍÛÅ ÀÒÎÌÛÒàêèì îáðàçîì, ìîãóò áûòü ñäåëàíû ñëåäóþùèåêà÷åñòâåííûå âûâîäû. �àñ÷åòû ïî �îðìóëàì (34)è (35) ïåðåäàþò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïîâåäå�íèÿ �îðìóëû Áåòå �Áëîõà. Â îòëè÷èå îò �îðìóëûÁåòå �Áëîõà, ïðè ðàñ÷åòàõ â ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëàíåïåðòóðáàòèâíî ó÷èòûâàåòñÿ îáëàñòü ïðîìåæóòî÷�íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ óäàðà b � s, âíîñÿùàÿ,êàê ïîêàçàíî íèæå, çàìåòíûé âêëàä â ý��åêòèâíîåòîðìîæåíèå. Ýòîò âêëàä, ñîãëàñíî �îðìóëàì (34)è (35), îäíîâðåìåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà � = Z=vè îò âèäà �óíêöèè �0, îïèñûâàþùåé ñîñòîÿíèå j0iàòîìà äî ðàññåÿíèÿ. Â �îðìóëå Áåòå �Áëîõà çàâèñè�ìîñòü ý��åêòèâíîãî òîðìîæåíèÿ îò �0 ó÷èòûâàåòñÿëèøü â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè äëÿ îáëàñòè ìàëûõ874



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Ïðèáëèæåíèå ýéêîíàëà â òåîðèè ïîòåðü ýíåðãèè : : :
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0:60:8�L
v; àò. åä.

Z = 92
�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè �L (ñïëîøíûå ëèíèè) îò îò-íîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿ v äëÿ ÷åòû-ðåõ çíà÷åíèé çàðÿäà Z ñíàðÿäà ïðè ñòîëêíîâåíèèñ àòîìîì âîäîðîäà, à òàêæå îáîëî÷å÷íàÿ ïîïðàâêà�Lshell èç îáçîðà [19℄ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)ïåðåäàííûõ èìïóëüñîâ ïóòåì ââåäåíèÿ ñðåäíåãî ïî�òåíöèàëà èîíèçàöèè, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò õàðàêòå�ðèñòèê ìèøåíè. Ó÷åò âèäà �óíêöèè �0 â ðàìêàõïåðâîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé áåç èñïîëüçî�âàíèÿ äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ [19℄ââåäåíèåì â �îðìóëó Áåòå �Áëîõà òàê íàçûâàåìîéîáîëî÷å÷íîé ïîïðàâêè (shell 
orre
tion) �Lshell, êî�òîðàÿ, ïî ñâîåìó ñìûñëó, äîëæíà áûòü äîáàâëåíàê âåëè÷èíå �1, îïèñûâàåìîé �îðìóëîé (24). Íèæåïîêàçàíî, ÷òî âêëàä îò �Lshell çíà÷èòåëüíî ìåíüøåâêëàäà îò íåïåðòóðáàòèâíîãî ó÷åòà îáëàñòè b � s.Äëÿ èëëþñòðàöèè óêàçàííîãî âûøå ïîâåäåíèÿý��åêòèâíîãî òîðìîæåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ýéêîíà�ëà ìû ïðîâåëè ðàñ÷åòû ïî �îðìóëàì (34) è (35) ïî�òåðü ýíåðãèè äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v òî÷å÷íîé÷àñòèöû çàðÿäà Z ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ àòîìîì âî�äîðîäà (íàõîäÿùèìñÿ äî ñòîëêíîâåíèÿ â îñíîâíîìñîñòîÿíèè) ïðè òàêèõ ýíåðãèÿõ ñòîëêíîâåíèÿ, ïðèêîòîðûõ îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ïðèìåíèìîé �îðìóëà Áå�òå � Áëîõà. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óäîáíî ïðåäñòàâ�ëÿòü â ñðàâíåíèè ñ �îðìóëîé Áåòå � Áëîõà, ïîýòî�ìó äëÿ èëëþñòðàöèè îòêëîíåíèé îò �îðìóëû Áå�òå �Áëîõà ââåäåì ïîïðàâêó�L = LEik � (LBethe +�LBlo
h); (50)êîòîðàÿ, ñîãëàñíî (35), ðàâíà�L = 1(2�)3 Zq0�q�q1 h0jI(q) � I�(q) � (2�)2q�2j0i �� d2q ��LBlo
h: (51)Ïîïðàâêó �L, õàðàêòåðèçóþùóþ íåïåðòóðáà�òèâíûé âêëàä îò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ óäàðà b �
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v; àò. åä.
Z = 92

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé íåïåðòóðáàòèâ-íîé ïîïðàâêè Æ îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñòîëêíî-âåíèÿ v äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé çàðÿäà Z ñíàðÿäà ïðèñòîëêíîâåíèè ñ àòîìîì âîäîðîäà� s, åñòåñòâåííî íàçûâàòü íåïåðòóðáàòèâíîé îáî�ëî÷å÷íîé ïîïðàâêîé. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû çíà÷å�íèÿ �L â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ñíàðÿäà. Ýíåð�ãèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû ìåíÿëàñü â ïðåäåëàõ îò1 äî 100 ÌýÂ/íóêëîí, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äèàïà�çîíó èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè 6:35 < v < 58:86 âàòîìíûõ åäèíèöàõ. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çíà÷å�íèÿ îòíîñèòåëüíîé íåïåðòóðáàòèâíîé ïîïðàâêè Æ == �L=(LBete +�LBlo
h) â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòèñòîëêíîâåíèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, íåïåðòóðáà�òèâíûé âêëàä îò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ óäàðà b � s (ïîîòíîøåíèþ ê �îðìóëå Áåòå �Áëîõà) îêàçûâàåòñÿ çà�ìåòíûì è ïðè áîëüøèõ Z ìîæåò äîñòèãàòü ïîðÿä�êà 50%. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü îñòàëüíûå ðèñóí�êè, ìû ïðèâîäèì çíà÷åíèÿ îáîëî÷å÷íîé ïîïðàâêè�Lshell (ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ �L) ëèøü íà ðèñ. 1(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ).Ââåäåííàÿ ñîãëàñíî �îðìóëå (50) íåïåðòóðáàòèâ�íàÿ îáîëî÷å÷íàÿ ïîïðàâêà�L, âû÷èñëÿåìàÿ ïî �îð�ìóëå (51), ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ý���åêòèâíîãî òîðìîæåíèÿ â ïðèáëèæåíèè ýéêîíàëà âñòàíäàðòíîì âèäå:� = 4��2LEik == 4��2�ln 2v2I +�LBlo
h +�L� : (52)�àñ÷åòû íåïåðòóðáàòèâíîé îáîëî÷å÷íîé ïîïðàâêè�L ïî �îðìóëå (51) âîçìîæíû, â îñíîâíîì, ëèøü â÷èñëåííîì âèäå, îäíàêî òàêèå ðàñ÷åòû (ïðè âûïîë�íåíèè óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ ýéêîíà�ëà) íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àè ñòîëê�íîâåíèé ñëîæíûõ ñíàðÿäîâ è ìèøåíåé, íå òðåáóþòâûäåëåíèÿ îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ó÷åòà ïî�875



Â. È. Ìàòâååâ, Ä. Í. Ìàêàðîâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011ïðàâîê Áëîõà è ïðîâåäåíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ñøèâîêâêëàäîâ îò ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïàðàìåòðîâ óäàðà.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå, êàê ïðîâîäèòñÿ òàêîåîáîáùåíèå. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ìèøåíè ìíîãîýëåê�òðîííûé àòîì ñ ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ Na. Â ýòîì ñëó�÷àå ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðî�ñòüþ v òî÷å÷íîãî èîíà çàðÿäà Z ñ ïîêîèâøèìñÿ âíà÷àëå ñèñòåìû êîîðäèíàò ìíîãîýëåêòðîííûì àòî�ìîì ñ çàðÿäîì ÿäðà Za (äëÿ íåéòðàëüíîãî àòîìàZa = Na) èìååò âèäU(X;b; frag) = ZZapX2 + b2 �� NaXj=1 Zp(X � xj)2 + (b� sj)2 ;ãäåX;b� êîîðäèíàòû èîíà, frag � r1; r2; : : : ; rj ; : : : �ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò àòîìíûõ ýëåêòðîíîâ (j == 1; 2; : : : ; Na), rj = (xj ; sj) � êîîðäèíàòû j-ãîàòîìíîãî ýëåêòðîíà, sj � ïðîåêöèÿ rj íà ïëîñêîñòüïàðàìåòðà óäàðà b. Â ýòîì ñëó÷àå ýéêîíàëüíàÿ�àçà çàïèøåòñÿ â âèäå� = 1v 1Z�1 U(X;b; frag) dX = 2� NaXj=1 ln jb�sj jb : (53)Òîãäà ýéêîíàëüíàÿ àìïëèòóäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïå�ðåõîäó àòîìà èç ñîñòîÿíèÿ j0i â jni, ïðèìåò âèä (19)ñ f(q) = ik2� Z exp (�iq � b)�� 241� exp0��2i� NaXj=1 ln jb� sj jb 1A35 d2b: (54)Äëÿ ðàñ÷åòà ý��åêòèâíîãî òîðìîæåíèÿ â ýòîìñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (23), â êîòîðîé ñëà�ãàåìûå �1 è �2 ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî�îðìóëàì (24) è (26). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèäàìïëèòóäû (54), ïîëó÷èì�1 = 4��2Na ln q0vI ; (55)ãäå I � ñðåäíèé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè ñëîæíîãî àòî�ìà, à�2 = �22�2Na Zq0�q�q1 h0jIa (q) � I�a (q) j0id2q == 4��2Na�ln q1q0 +�LBlo
h +�L� ; (56)

ãäå�L = 1(2�)3 Zq0�q�q1 h0jIa (q) � I�a (q) �� (2�)2q2 j0id2q ��LBlo
h ; (57)Ia (q) = Z exp (�iq � b)�� exp0��2i� NaXj=1 ln jb+ sa � sj jjb+ saj 1A bb2 d2b; (58)sa � ïðîåêöèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà êàêîãî-ëèáî àòîìíî�ãî ýëåêòðîíà ñ íîìåðîì a íà ïëîñêîñòü ïàðàìåòðàóäàðà b. Â ïðèíöèïå, âûáîð íîìåðà a ïðîèçâîëåí,ïîñêîëüêó â �îðìóëå (57) ïðîâîäèòñÿ óñðåäíåíèå ïîâîëíîâîé �óíêöèè ñîñòîÿíèÿ j0i, ïîñëå ÷åãî çàâèñè�ìîñòü îò íîìåðà a, î÷åâèäíî, èñ÷åçàåò. Â ðåçóëüòàòåâûðàæåíèå äëÿ ý��åêòèâíîãî òîðìîæåíèÿ èîíà íàìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå ïðèìåò âèä� = �1 + �2 = 4��2NaLEik == 4��2Na�ln 2v2I +�LBlo
h +�L� ; (59)ãäå �L âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé (57) è èìååò ñìûñëíåïåðòóðáàòèâíîé îáîëî÷å÷íîé ïîïðàâêè äëÿ ñëîæ�íîãî àòîìà. Ôîðìóëû (59), (57) è (58) ÿâëÿþòñÿ îáîá�ùåíèåì íà ìíîãîýëåêòðîííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâåí�íî �îðìóë (52), (51) è (31), ïîëó÷åííûõ ðàíåå äëÿàòîìà âîäîðîäà.Îòìåòèì, ÷òî ïîïðàâêà Áëîõà çàìåòíî îòëè÷àåò�ñÿ îò íóëÿ ëèøü ïðè íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòÿõ.Ïîýòîìó íåðåëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêó Áëîõà îáû÷�íî ââîäÿò (ñì. îáçîðû [20; 21℄) â ðåëÿòèâèñòñêóþ�îðìóëó Áåòå �Áëîõà, ñïðàâåäëèâóþ êàê äëÿ íåðå�ëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé, òàê è äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ.Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì â ðåëÿòèâèñòñêîé �îðìóëåÁåòå �Áëîõà ìîæíî ó÷èòûâàòü è íåïåðòóðáàòèâíóþîáîëî÷å÷íóþ ïîïðàâêó �L, îòëè÷àþùóþñÿ îò íóëÿ(ñì. ðèñ. 1, 2 è îöåíêè â ðàçä. 6) ëèøü ïðè íèçêèõ(íåðåëÿòèâèñòñêèõ) ñêîðîñòÿõ.6. ÎÖÅÍÊÈ È ÂÛÂÎÄÛÏðè ïðîâåäåíèè â ðàçä. 5 ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâý��åêòèâíîãî òîðìîæåíèÿ ìû íàõîäèëèñü â îáëà�ñòè ïðèìåíèìîñòè íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðèáëèæåíèÿýéêîíàëà: v � va, ãäå va � 1 � õàðàêòåðíàÿ ñêî�ðîñòü ýëåêòðîíîâ ìèøåíè, à çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà �876



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Ïðèáëèæåíèå ýéêîíàëà â òåîðèè ïîòåðü ýíåðãèè : : :ìîãóò áûòü ëþáûìè. Ýòà æå îáëàñòü îáû÷íî ñ÷èòà�åòñÿ [8; 19℄ ñîâïàäàþùåé ñ îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè�îðìóëû Áåòå �Áëîõà, õîòÿ, êàê ïîêàçàíî â ðàçä. 4,ïîñëåäíÿÿ ïîëó÷àåòñÿ ëèøü â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåí�íûõ ïðåíåáðåæåíèé â ýéêîíàëüíûõ ðàñ÷åòàõ. �à�íåå ïîãðåøíîñòè ýòèõ ïðåíåáðåæåíèé íå îöåíèâà�ëèñü, ÷òî è òðåáóåò áîëåå àêêóðàòíîãî ðàññìîòðå�íèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè �îðìóëû Áåòå �Áëîõà.Ýéêîíàëüíûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñòðîãî â ðàì�êàõ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè, è èìåííî ïî ýòîé ïðè�÷èíå òàêèå ðàñ÷åòû ìîæíî íàçâàòü òî÷íûìè (òî÷�íåå, âíîñÿùèìè ñòàíäàðòíóþ [16℄ è ïðåíåáðåæèìîìàëóþ, â ãðàíèöàõ îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè, ïîãðåø�íîñòü), õîòÿ òåõíè÷åñêè ýéêîíàëüíûå ðàñ÷åòû ïðåä�ñòàâëÿþòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûìè. Îáíàðóæåííàÿ (èíå òîëüêî íàìè, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [5℄) äîâîëü�íî çíà÷èòåëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó ýéêîíàëüíûìè ðàñ�÷åòàìè è ðåçóëüòàòàìè èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè Áå�òå �Áëîõà íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ êîììåíòà�ðèÿõ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîâåäåíèÿ �L ïðåäñòàâèì(èñïîëüçóÿ (31)) âûðàæåíèå (51) â âèäå�L = Zq0�q�q1 d2q Z d2b Z d2b0 �� exp(�iq � b)exp(iq � b0)(2�)3 �� h0j� jb+ sjb ��2i� � jb0 + sjb0 �2i� j0i � 1!�� b � b0b2b02 ��LBlo
h: (60)Î÷åâèäíî, ÷òî ê òåîðèè âîçìóùåíèé ìû ïåðåõîäèìïðè � ! 0. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ �L â âèäå (60) âîç�ìîæåí ëèøü ÷èñëåííî. Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ ñëå�äóþùèì. Êàê óæå óêàçûâàëîñü â îáñóæäåíèè ïîñëå�îðìóëû (28) ýéêîíàëüíàÿ �àçà (27) ý��åêòèâíîîáðåçàåò ïðè b > s â (28) îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿïî ïàðàìåòðó óäàðà b. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåäåíèÿ îöå�íîê ïðåäñòàâèì �L â ñëåäóþùåì âèäå:�L = Zq0�q�q1 d2q Z d2b Z d2b0 �� exp(�iq � b)exp(iq � b0)(2�)3 �� (b2i�b0�2i� � 1) exp(��b2) exp(��b02)�� b � b0b2b02 ��LBlo
h; (61)ãäå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � èçâåñòíû ëèøü ïî ïîðÿä�êó âåëè÷èíû: � � 1=b20, b0 � s, à s � 1 � ý��åêòèâ�

íûé ðàçìåð àòîìà. Èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â (61), ëåã�êî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè, âîñïîëüçîâàâøèñü �îð�ìóëàìè (11)�(15); ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü,÷òî ïðè ðàñ÷åòàõ ïîòåðü íà ñâîáîäíîì ýëåêòðîíå èí�òåãðèðîâàíèå ïî ïåðåäàííîìó èìïóëüñó q ïðîâîäè�ëîñü â ïðåäåëàõ 0 � q � q1 (ñì. �îðìóëó (13)), òîãäàêàê â (61) ïåðåäàííûé èìïóëüñ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõq0 � q � q1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé b0q0 � 1 èb0q1 � 1 ìîæíî èçìåíèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿâ (61) íà 0 � q � q1, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì çíà÷åíèåèíòåãðàëà èçìåíèòñÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó ïîðÿäêàq40b40 � 1. Òàêèì îáðàçîì, â �îðìóëå (61) èíòåãðèðî�âàíèå ìîæíî ïðîâîäèòü â ïðåäåëàõ 0 � q � q1 è âñåâûêëàäêè ñòàíîâÿòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûìè ïðî�âåäåííûì â ðàçä. 2. Â èòîãå âûïèøåì ïîëó÷åííûéðåçóëüòàò:�L = 12 j�(1 + i�)j2 1(1 + �)2 �� F �1 + i�; 1� i�; 2; 1(1 + �)2��� 12 1(1 + �)2F �1; 1; 2; 1(1 + �)2���LBlo
h; (62)ãäå, êàê è â �îðìóëå (14) èç ðàçä. 2, âåëè÷èíà� = �=v2 áåçðàçìåðíà, ïðè÷åì èç îáùèõ ñîîáðàæå�íèé ìîæíî óêàçàòü ëèøü ïîðÿäîê âåëè÷èíû �. Îäíà�êî òî÷íîå çíà÷åíèå � ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñðàâ�íåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè ïî �îðìóëå (51), âðåçóëüòàòå � = 0:141, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿìb0 = 1=p� = 2:66 è � = 0; 141=v2 � 1. Â ýòîì ñëó÷àå�îðìóëà (62) ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû òî÷íûõ ÷èñ�ëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî �îðìóëå (51) ñ îòíîñèòåëüíîéïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 3%. �åçóëüòàòû äàííîãî ðàç�äåëà íîñÿò èëëþñòðàòèâíûé è îöåíî÷íûé õàðàêòåð,ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ âûøå ñðàâíå�íèé ìû (�îðìàëüíî) èçìåíÿëè îòíîñèòåëüíóþ ñêî�ðîñòü ñòîëêíîâåíèÿ è çàðÿä íàëåòàþùåãî èîíà â øè�ðîêèõ ïðåäåëàõ: 3 � v � 100 è 1 � Z � 100. Â ýòèõæå ïðåäåëàõ �îðìóëà (62) ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íî�ñòüþ ìåíåå 0.5% äîïóñêàåò ïðîñòóþ àïïðîêñèìàöèþ(ñì., Ïðèëîæåíèå B)�L = 
 +K0(2x) + lnx; (63)ãäå 
 = 0:5772 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, x = p2�2� == p2��=v, � = 0:141, òàê ÷òî x = 0:531�=v.Ôîðìóëà (63) ïîçâîëÿåò ëåãêî îöåíèòü çíà÷åíèÿLEik = �L+ LBethe +�LBlo
h è îòíîñèòåëüíóþ ïî�ãðåøíîñòü ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Áåòå �Áëîõà, Æ == �L=(LBethe + �LBlo
h). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíîñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ Zè v, ïðè êîòîðûõ ïðèìåíèìà �îðìóëà Áåòå �Áëîõà,877
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè LEik (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ),LBethe�Blo
h (êâàäðàòû) è LBohr (êðóæêè) îò îò-íîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿ v ïðè çíà÷åíè-ÿõ çàðÿäà ñíàðÿäà Z = 1. Â äàííîì ñëó÷àå êóëî-íîâñêèé ïàðàìåòð � � 1 è ïîýòîìó �îðìóëà Áîðàíå ïðèìåíèìà, íî âûïîëíåíî óñëîâèå x � p�=v2� � 1, ïîýòîìó �îðìóëà Áåòå �Áëîõà ïðèìåíèìà èLBethe�Blo
h ñîâïàäàåò ñ LEikîïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì�L� LEik; ýòî íåðàâåí�ñòâî áóäåò âûïîëíåíî ïðè x � 1, ïîñêîëüêó â ýòîìñëó÷àå �óíêöèÿ Áåññåëÿ ðàâíàK0(2x) = �[
+ln(x)℄ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí, ìåíüøèõ èëè ïîðÿäêàx2=4. Òîãäà, ñîãëàñíî �îðìóëå (63), ñ òîé æå òî÷�íîñòüþ �L îáðàùàåòñÿ â íóëü. Âñïîìèíàÿ, ÷òîx = 0:531�=v, ïîëó÷àåì, ÷òî �îðìóëà Áåòå �Áëîõàïðèìåíèìà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ �=2v � 1. Ïî�ñêîëüêó âñåãäà v � 1, íàèáîëüøèå íåòî÷íîñòè ïðèïðèìåíåíèè �îðìóëû Áåòå �Áëîõà âîçíèêàþò ïðèáîëüøèõ � � 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè v � 3:5 è Z = 92âåëè÷èíà LBethe�Blo
h = LBethe + �LBlo
h ñòàíî�âèòñÿ îòðèöàòåëüíîé (ñì. ðèñ. 5). Íåîáõîäèìî îòìå�òèòü, ÷òî äëÿ ïðèìåíèìîñòè �îðìóëû Áîðà äîëæíûáûòü îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ: � � 1è �=2v � 1.Èëëþñòðàöèåé ïðèâåäåííûõ âûøå âûâîäîâ ñëó�æàò ðèñ. 3�5, íà êîòîðûõ âåëè÷èíà LEik ïðåäñòàâëå�íà ñîâìåñòíî ñ LBethe�Blo
h è LBohr = ln(2v3=ZI�),ãäå � = e
 = 1:781. Çàâèñèìîñòè íà ðèñ. 3�5 ïî�ñòðîåíû â øèðîêèõ ïðåäåëàõ 3 � v � 100 è Z = 3,20 è 92 è ïîçâîëÿþò íàãëÿäíî îöåíèòü îòêëîíåíèÿLBethe�Blo
h è LBohr îò LEik ïðè ðàçëè÷íûõ Z èv. Ïîñêîëüêó íà êàæäîì èç ðèñóíêîâ åñòü îáëàñòè,â ïðåäåëàõ êîòîðûõ êàêèå-ëèáî èç âåëè÷èí LEik,LBethe�Blo
h è LBohr ñîâïàäàþò è ñòàíîâÿòñÿ òðóäíîðàçëè÷èìûìè, çíà÷åíèÿ LBethe�Blo
h è LBohr ïðåä�ñòàâëåíû ëåãêî ðàçëè÷àþùèìèñÿ ñèìâîëàìè, à çíà�÷åíèÿ LEik � ñïëîøíîé ëèíèåé.

5 10 20 50 100v; àò. åä.246
81012 Z = 20L

�èñ. 4. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 3, ïðè Z = 20. Â îáëàñòèv � 20 êóëîíîâñêèé ïàðàìåòð � � 1, ïîýòîìó LBohrè LBethe�Blo
h áëèçêè äðóã ê äðóãó, íî ïðè ìàëûõv � 6 çàìåòíî îòêëîíÿþòñÿ îò LEik, ïîñêîëüêó íà-ðóøàåòñÿ óñëîâèå x = 0:531Z=v2 � 1. Ïðè v � 20ïàðàìåòð � � 1 è íå ïðèìåíèìà �îðìóëà Áîðà,íî ïðèìåíèìà �îðìóëà Áåòå �Áëîõà è LBethe�Blo
hñîâïàäàåò ñ LEik

5 10 20 50 100v; àò. åä.246
810L Z = 92
0�èñ. 5. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 3, ïðè Z = 92. Â äàí-íîì ñëó÷àå � � 1 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé v, ïîýòîìóLBethe�Blo
h è LBohr áëèçêè äðóã ê äðóãó è ïðèv � 10 áëèçêè ê LEik. Ïðè v � 10 íàðóøàþòñÿ óñëî-âèÿ ïðèìåíèìîñòè �îðìóëû Áåòå �Áëîõà è âèäíûçàìåòíûå îòêëîíåíèÿ îò LEikÏ�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÄåòàëè âû÷èñëåíèé èíòåãðàëîâ (42)�(44)Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ â Ïðèëîæåíèè A ñëó÷à�ÿõ ìû ñ÷èòàëè âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ b0q0 � 1,b0q1 � 1 è ïðåíåáðåãàëè âåëè÷èíàìè, ìåíüøèìè èëèïîðÿäêà (b0q0)2 è 1=b0q1; âåçäå ïðè òàêîì ïðåíåáðå�æåíèè áóäåì ïèñàòü: ¾ñ ïðèâåäåííîé âûøå òî÷íî�ñòüþ¿.878



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Ïðèáëèæåíèå ýéêîíàëà â òåîðèè ïîòåðü ýíåðãèè : : :1. �àññìîòðèì èíòåãðàëJ1 = (2�)3 q1b0Zq0b0 P�(x)P �� (x)x dx:Äàííîå âûðàæåíèå ïðè b0q1 � 1 ëîãàðè�ìè÷åñêèçàâèñèò îò âåðõíåãî ïðåäåëà, à íà íèæíåì ïðåäåëåïðè b0q0 � 1 âåäåò ñåáÿ êàê (b0q0)4. Äðóãèìè ñëî�âàìè, èíòåãðàë J1 ìàëî ìåíÿåòñÿ, è åãî èçìåíåíèÿíå çàâèñÿò îò � ïðè èçìåíåíèÿõ íèæíåãî ïðåäåëàâáëèçè íóëÿ, ïîýòîìó åãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäåJ1 = (2�)3 264 q1b0Zq0b0 �P�(x)P �� (x)�P0(x)P �0 (x)� x dx ++ q1b0Zq0b0 P0(x)P �0 (x)x dx375 = J1;1 + J1;2; (A.1)ãäå P0(x) � çíà÷åíèÿ P�(x) ïðè � = 0. Äàëåå, ñ ïðè�âåäåííîé âûøå òî÷íîñòüþ, âõîäÿùèå â (A.1) èíòå�ãðàëû ðàâíûJ1;1 = (2�)3 �� 1Z0 �P�(x)P �� (x)� P0(x)P �0 (x)�x dx; (A.2)J1;2 = (2�)3 q1b0Z0 P0(x)P �0 (x)x dx: (A.3)�àññìîòðèì èíòåãðàë J1;1. Ýòî èíòåãðàë îò ðàç�íîñòè äâóõ �óíêöèé. Åñëè èíòåãðèðîâàòü êàæäûé÷ëåí ðàçíîñòè îòäåëüíî â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî áåñêî�íå÷íîñòè, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû áóäóò ðàñ�õîäèòüñÿ, òîãäà êàê J1;1 � èíòåãðàë îò ðàçíîñòè �ñõîäèòñÿ. Òåì íå ìåíåå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷å�òà èíòåãðàë J1;1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíî�ñòè èíòåãðàëîâ, åñëè âûäåëèòü ðàñõîäÿùóþñÿ ÷àñòüêàæäîãî. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïåðâûé èíòåãðàë ñëå�äóþùèì îáðàçîì:1Z0 jP�(x)j2x dx = 12 11 + (Z=v)2 limn!1� 1Z0 yn �� ����1F2 �1 + iZv ; 2; 2 + iZv ;�y�����2 dy: (A.4)

Äàííàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî òåïåðü ýòîò èíòåãðàëïðè n < 1 ñõîäèòñÿ. Îáùèé èíòåãðàë òàêîãî òèïàìîæíî íàéòè â ñïðàâî÷íèêå [22, ñòð. 281, �îðìó�ëà 1℄. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó èíòåãðàëó ïîëó÷èì1Z0 yn ����1F2�1 + iZv ; 2; 2 + iZv ;�y�����2 dy == "1 +�Zv �2#G2;24;4�1�����; (A.5)ãäå Gp;mq;n (�) � G-�óíêöèÿ Ìåéåðà,� = �����n; iZ=v; 1� n; 1� n+ iZ=v0;�n� iZ=v;�1;�1+ iZ=v ���� : (A.6)Äàëåå, ÷òîáû âûäåëèòü ðàñõîäÿùóþñÿ ÷àñòü, íóæíîâûðàçèòü G-�óíêöèþ Ìåéåðà ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêèå �óíêöèè [23, ñòð. 327, �îðìóëû 8.4.(1) èëè8.4.(2)℄, èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîäG2;24;4�1����� = limz!1G2;24;4�z�����:Â èòîãå, ïîñëå âûäåëåíèÿ ðàñõîäÿùåé ÷àñòè âû�ðàæåíèÿ (A.4), ïîëó÷èì1Z0 jP�(x)j2x dx == limn!1�� 12(1� n) �Re� �1 + iZv ��� : (A.7)Ñîîòâåòñòâåííî1Z0 jP0(x)j2x dx == limn!1�� 12(1� n) �Re[ (1)℄� : (A.8)Âû÷èòàÿ (A.8) èç (A.7) (ñîãëàñíî (A.2)), íàõîäèìJ1;1 = (2�3) f (1)�Re[ (1 + iZ=v)℄g : (A.9)�àññìîòðèì J1;2 èç (A.3). Ïîäñòàâëÿÿ â ÿâíîìâèäå çíà÷åíèÿ P0(x), ïåðåïèøåì åãî ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:J1;2 = (2�)3 b0q1Z0 �J0(x) � 1x �2 x dx = (2�)3 �� lim�!08<: b0q1Z� � 1x � 2J0(x)x + J20 (x)x � dx9=; : (A.10)879



Â. È. Ìàòâååâ, Ä. Í. Ìàêàðîâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011Íàì íóæíî ðàññ÷èòàòü ýòîò èíòåãðàë ïðè b0q1 � 1.Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, óâèäåâ, ÷òî èíòåãðàë (A.10)ìîæíî, ñ ïðèâåäåííîé âûøå òî÷íîñòüþ, çàïèñàòü ââèäåJ1;2 = (2�)3 �� lim�!08<:ln�b0q1� �+ 1Z� ��2J0(x)x +J20 (x)x � dx9=; == (2�)3 lim�!0�ln�b0q1� �+N1 +N2� ; (A.11)ãäå N1 = 1Z� �2J0(x)x dx;N2 = 1Z� J20 (x)x dx:Îáà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà ÿâëÿþòñÿ òàáëè÷íûìè [18℄è ïðè ìàëûõ � > 0 ðàâíûN1 = �2�ln�2��+  (1) + �28 �� 2F3 �1; 1; 2; 2; 2;��24 �� == �2 �ln�2��+  (1)� ; (A.12)N2 = ln�2��+  (1) + �24 �� 3F4(1; 1; 3=2; 2; 2; 2; 2;��2) == ln�2��+  (1): (A.14)Ñëîæèâ âñå ÷ëåíû âûðàæåíèÿ (A.10), ïîëó÷èìJ1;2 = (2�)3[ln(b0q1=2)�  (1)℄:Â ðåçóëüòàòåJ1 = J1;1 + J1;2 == (2�)3 [�Re (1 + i�) +  (1)℄+ (2�)3 ln(b0q1�=2):2. �àñ÷åòû èíòåãðàëà J2 ïðè b0q1 � 1 ñîâïàäà�þò ñ ðàñ÷åòàìè èíòåãðàëà N2 (ïðè � = b0q0 � 1). Âðåçóëüòàòå èìååìJ2 = (2�)3 b0q1Zb0q0 J20 (x)x dx == (2�)3 �� ln�b0q02 �+  (1)� : (A.15)

3. Äàëåå ðàññìîòðèì J3+ J�3 . Ñ ïðèâåäåííîé âû�øå òî÷íîñòüþ ïðè b0q0 � 1 è b0q1 � 1 ïîëó÷àåìJ3 + J�3 = h0js�2i� j0ib2i�0 (2�)3 1Z0 P�(x)J0(x) dx ++ h0js2i�j0ib�2i�0 (2�)3 1Z0 P �� (x)J0(x) dx: (A.16)Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëN3 = 1Z0 P�(x)J0(x) dx = 0: (A.17)Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì åãî ê òàáëè÷íîìó âèäó, ïîäñòàâ�ëÿÿ â ÿâíîì âèäåP�(x) = x1F2(1 + i�; 2; 2 + i�;�(x=2)2)4(1 + i�) ;ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé y = x2=4, à òàêæå ïðåä�ñòàâèì J0(2y1=2) = 1F2(1; 1; 1;�y):ÒîãäàN3 = 12(1 + i�) 1Z0 1F2(1 + i�; 2; 2 + i�;�y)�� 1F2(1; 1; 1;�y) dy: (A.18)Ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âçÿòü èç ñïðàâî÷íèêà [22,ñòð. 281, �îðìóëà 1℄ ïðè � = 1, m = 1, n = 2, � = 1,p = 1, q = 2, ! = 1, l = 1, k = 1, 
m = 1 + i�,dn = (2; 2 + i�), ap = 1, bq = (1; 1)). Ïðè ïîäñòàíîâ�êå âñåõ êîý��èöèåíòîâ â �îðìóëó èç ñïðàâî÷íèêàâûðàæåíèå ñèëüíî óïðîùàåòñÿ. Â èòîãå N3 = 0.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÏîäðîáíîñòè îöåíîê �L ïî �îðìóëå (62)Îáîçíà÷èì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (62) ÷åðåç L� èïðåäñòàâèì åãî â âèäå [24, ñòð. 85, �îðìóëà 2℄L� = 12 1(1 + �)2 1Xn=0 (a)n(b)n(n!)2 �� �kn � ln�1� 1(1 + �)2�����1� 1(1 + �)2�n ; (B.1)880



ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 2011 Ïðèáëèæåíèå ýéêîíàëà â òåîðèè ïîòåðü ýíåðãèè : : :ãäå (a)n è (b)n � ñèìâîëû Ïîõãàììåðà [25℄:(a)n = �(a+ n)�(a) ; (b)n = �(b+ n)�(b) ;a = 1 + i�; b = 1� i�;kn = 2 (1 + n)�  (a+ n)�  (b+ n); (x) � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ �-�óíêöèè.Òîãäà �L = L� � L�=0 ��LBlo
h; (B.2)ãäå (ïðè �� 1)�L = 12 1Xn=1� (a)n(b)n(n!)2 [kn � ln(2�)℄ + ln(2�)��� (2�)n: (B.3)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå ÷ëåíû ðÿäà (B.3) ïîëîæè�òåëüíû, ïðè÷åì îáùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ïðè n ! 1óáûâàåò íå ìåäëåííåå, ÷åì ÷ëåí ðÿäà Pn(2�)n; ïðè� � 1 ðÿä ÿâëÿåòñÿ áûñòðîñõîäÿùèìñÿ, ïðè÷åìîñíîâíîé âêëàä â åãî çíà÷åíèå âíîñÿò ñëàãàåìûå ñìàëûìè n � n0, ãäå n0 ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ åäè�íèö. Ïðè � � 1 ñóììà ðÿäà (B.3) âåäåò ñåáÿ êàê2�2� è, î÷åâèäíî, âåëè÷èíà �L ìàëà ïî ñðàâíåíèþñ LBethe + �LBlo
h. Òîò æå âûâîä, î÷åâèäíî, ñïðà�âåäëèâ è äëÿ � � 1, ïîñêîëüêó è â ýòîì ñëó÷àå2�2� � 1. Äëÿ îöåíêè ñóììû ðÿäà ïðè � � 1 (òî÷�íåå � � n0) çàìåíèì (a)n = an, (b)n = bn; òîãäà(a)n(b)n = �2n. Èñïîëüçóÿ �îðìóëû 6.3.6 è 6.3.19 èçñïðàâî÷íèêà [25, ñòð. 84, 85℄, kn ìîæíî ïðåäñòàâèòüïðè � � 1 êàê kn = 2 (1 + n)� 2 ln �:Â èòîãå �L, ñ òî÷íîñòüþ äî 2�� 1, ìîæíî ïðåäñòà�âèòü â âèäå�L = 12 1Xn=1 x2n(n!)2 [2 (1 + n)� 2 lnx℄ ; (B.4)ãäå x = p2�2� = p2��=v. Äàëåå ïðîñóììèðóåì(B.4). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî1Xn=1 x2n(n!)2 (1 + n) == �" dd�  1Xn=1 x2nn!�(�+ n)!#�=1 == �" dd� ( 1� (�) 1Xn=1 x2nn!(�)n)#�=1 ; (B.5)

ãäå (�)n � ñèìâîë Ïîõãàììåðà. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿèçâåñòíàÿ ñóììà äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè0F1(�; x2) [22, ñòð. 499, �îðìóëà 7.13.1.1℄. Ïîýòîìóèìååì1Xn=1 x2n(n!)2 (1 + n) == � � dd� � 1� (�) �0F1(�; x2)� 1����=1 == � � dd� �x1��I��1(2x)� 1� (�)���=1 == 
 +K0(2x) + I0(2x) lnx: (B.6)Ó÷èòûâàÿ òàêæå çíà÷åíèå ñóììû1Xn=1 x2n(n!)2 = I0(2x)� 1;â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì�L = 
 +K0(2x) + lnx: (B.7)Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòà �îðìóëà ïîëó÷åíà äëÿ áîëü�øèõ � � 1, îäíàêî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, âêëàä, âíî�ñèìûé â LEik ïîïðàâêîé �L ïðè � � 1, ïðåíåáðåæè�ìî ìàë, ïîðÿäêà �22�. Ôîðìàëüíî, âåëè÷èíà òàêîãîæå ïîðÿäêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ìàëûõ � è äëÿ �L ïî�îðìóëå (B.7), ïîýòîìó ýòó �îðìóëó ìîæíî èñïîëü�çîâàòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �. Ýòîò âûâîä ìû ïðîâå�ðèëè ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè ðàñ�÷åòàìè ïî �îðìóëå (62), è âî âñåõ ñëó÷àÿõ âíîñèìàÿïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàëà 0.5%.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. P. K. Sigmund, Dan. Vidensk. Selsk. Mat. Fys. Medd.52, 557 (2006).2. C. C. Montanari and J. E. Miraglia, Phys. Rev. A 73,024901 (2006).3. Â. È. Ìàòâååâ, Ä. Â. Ñèäîðîâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 84,299 (2006).4. Â. È. Ìàòâååâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷, Ä. Í. Ìàêàðîâ,ÆÝÒÔ 136, 843 (2009).5. J. E. Miraglia and M. S. Gravielle, Phys. Rev. A 72,042902 (2005).6. D. S. F. Crothers and J. F. M
Cann, J. Phys. B 16,3229 (1983).4 ÆÝÒÔ, âûï. 5 881



Â. È. Ìàòâååâ, Ä. Í. Ìàêàðîâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 139, âûï. 5, 20117. P. Fainstein, V. H. Pon
e, and R. Rivarola, J. Phys.B 24, 3091 (1991).8. F. Blo
h, Ann. der Phys. 16, 285 (1933).9. W. H. Barkas, W. Birnbaum, and F. M. Smith, Phys.Rev. 101, 778 (1956).10. H. A. Bethe, Ann. der Phys. 5, 324 (1930).11. J. Lindhard and A. Sorensen, Phys. Rev. A 53, 2443(1996).12. V. Khodyrev, J. Phys. B 33, 5045 (2000).13. �. Íüþòîí, Òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ âîëí è ÷àñòèö, Ìèð,Ìîñêâà (1969).14. Â. Ì. �àëèöêèé, Çàäà÷è ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå:Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ âóçîâ, ÷. 2, Åäèòîðèàë Ó�ÑÑ,Ìîñêâà (2001).15. Â. È. Ìàòâååâ, Ä. Í. Ìàêàðîâ, Å. Ñ. �óñàðåâè÷,Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 92, 317 (2010).16. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�ùèö, Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà,Íàóêà, Ìîñêâà (1989).

17. Â. Á. Áåðåñòåöêèé, Å. Ì. Ëè�øèö, Ë. Ï. Ïèòàåâ�ñêèé, Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, Íàóêà, Ìîñêâà(1989).18. À. Ï. Ïðóäíèêîâ, Þ. À. Áðû÷êîâ, Î. È. Ìàðè÷åâ,Èíòåãðàëû è ðÿäû. Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, Íàóêà,Ìîñêâà (1973).19. J. F. Ziegler, Appl. Phys. A 85, 1249 (1999).20. B. A. Weaver and A. J. Westphal, Nu
l. Instr. Meth.Phys. Res. B 187, 285 (2002).21. C. S
heidenberger and H. Geissel, Nu
l. Instr. Meth.Phys. Res. B 135, 25 (1998).22. À. Ï. Ïðóäíèêîâ, Þ. À. Áðû÷êîâ, Î. È. Ìàðè÷åâ,Èíòåãðàëû è ðÿäû, ò. 3. Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè. Äî�ïîëíèòåëüíûå ãëàâû, Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà (2003).23. Þ. Ëþê, Ñïåöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå �óíêöèèè èõ àïïðîêñèìàöèè, Ìèð, Ìîñêâà (1980).24. �. Áåéòìåí, À. Ýðäåéè, Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå�óíêöèè, ò. 1, Íàóêà, Ìîñêâà (1973).25. Ì. Àáðàìîâèö, È. Ñòåãàí, Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëü�íûì �óíêöèÿì, Íàóêà, Ìîñêâà (1979).

882


