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Î �ÀÑÑÅßÍÈÈ ÌÅÄËÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖÍÀ ¾ÑËÀÁÎÌ¿ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÅÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 �åâðàëÿ 2010 ã.�àññìîòðåíà çàäà÷à îá óïðóãîì ðàññåÿíèè íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ ÷àñòèö íà ¾ñëàáîì¿ äâóìåðíîì ïîòåí-öèàëå U , íå îáëàäàþùåì àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé. Íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ â ýòîìïðèáëèæåíèè è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè U < 0 îíà èìååò ïîëþñ ïðè ýíåðãèè E0 ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàáîñâÿ-çàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ìíîæèòåëÿ, óòî÷íÿþùåãî èçâåñòíóþ ïîðÿäêîâóþ îöåíêó äëÿ E0, ïîëó÷åíî ÿâíîåâûðàæåíèå ÷åðåç ïîòåíöèàë U .1. Çàäà÷à îá óïðóãîì ðàññåÿíèè ìåäëåííûõ ÷àñ�òèö íà äâóìåðíîì ïîòåíöèàëå, îáëàäàþùåì àêñè�àëüíîé ñèììåòðèåé, ðåøåíà â îáùåì âèäå â êíè�ãå [1℄. Â ïîëó÷åííóþ â êíèãå [1℄ �îðìóëó äëÿ àì�ïëèòóäû s-ðàññåÿíèÿ âõîäèò íåêîòîðàÿ �åíîìåíîëî�ãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, çíà÷åíèå êîòîðîé ñëåäóåò îïðå�äåëÿòü, ðåøàÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïðè íóëåâîéýíåðãèè. Â ðàáîòå [2℄ â ñëó÷àå ñëàáîãî àêñèàëü�íî-ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà U äëÿ ýòîé êîíñòàí�òû íàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç U . Â íàñòîÿùåéçàìåòêå ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòüîáîáùåí è íà ñëó÷àé ïîòåíöèàëà, íå îáëàäàþùå�ãî àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé. Àíàëîãè÷íîå îáîáùåíèåïðîèñõîäèò è â �îðìóëå äëÿ ýíåðãèè ñâÿçàííîãî ñî�ñòîÿíèÿ E0 â òàêîì ïîòåíöèàëå.2. �àññìîòðèì ðàññåÿíèå ïëîñêîé âîëíû eikx íàäâóìåðíîì ïîòåíöèàëå U(�), íå îáëàäàþùåì, âîîá�ùå ãîâîðÿ, àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé. Çàïèøåì ïîòåí�öèàëüíóþ ýíåðãèþ U(�) â âèäå U(�) = U0v(�), ãäåU0 � àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà, à áåçðàçìåðíàÿ �óíê�öèÿ v(�) çàäàåò åãî �îðìó. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàíî ââèäå r�2 (�) + k2 (�) = �v(�) (�); (1)ãäå k2 = 2mE=~2, � = 2mU0=~2. Îòíîñèòåëüíî�óíêöèè v(�) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà äîñòàòî÷�íî áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñòîì �.Ïðè � � R, ãäå R � ðàäèóñ äåéñòâèÿ ïîëÿ (ñì.�îðìóëó (15)), â óðàâíåíèè (1) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü*E-mail: balagurov�deom.hph.ras.ru,byabalagurov�mail.ru

ïðàâîé ÷àñòüþ. Â ýòîé îáëàñòè ðàññòîÿíèé âîëíî�âàÿ �óíêöèÿ â ñëó÷àå ìåäëåííûõ (kR � 1) ÷àñòèöèìååò âèä [1℄ = eikx + f0r�k2 iH(1)0 (k�): (2)Çäåñü H(1)0 (z) � �óíêöèÿ Õàíêåëÿ è f0 � èñêîìàÿàìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè k�� 1 â óðàâíåíèè Øðå�äèíãåðà ìîæåò áûòü îïóùåíî ñëàãàåìîå ñ ýíåðãèåé,òàê ÷òî â îáëàñòè �� R âìåñòî (1) ïîëó÷àåì óðàâíå�íèå Ëàïëàñà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âîëíîâîé �óíêöèèáóäåì èìåòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: � A(1 +B ln �); R� �� 1=k: (3)Ôîðìóëà (2) òàêæå ñïðàâåäëèâà â èíòåðâàëå ðàññòî�ÿíèé R � � � 1=k è ïîýòîìó äîëæíà ¾ñøèâàòü�ñÿ¿ ñ (3) ïðè �, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì.Â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå äëÿH(1)0 (z) ïðè ìàëûõ z, íàõîäèìf0 = �r �2k �ln 2ik + 1B ��1; (4)ãäå ln  = C = 0:577 : : : � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Ôîð�ìóëà (4), àíàëîãè÷íàÿ ïîëó÷åííîé â êíèãå [1℄ (çàäà�÷à �7 ê � 132), äàåò �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòüàìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ îò ýíåðãèè ïðè kR� 1.Âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå (4) êîíñòàíòà B íå çàâè�ñèò îò ýíåðãèè è äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ r�2'(�) = �v(�)'(�) (5)399



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010äëÿ �óíêöèè '(�) =  (�)=A, ðåãóëÿðíîé ïðè � = 0è èìåþùåé àñèìïòîòèêó�!1 : '(�) = 1 +B ln �: (6)Äëÿ ñëàáîãî ïîòåíöèàëà (j�jR2 � 1) âåëè÷èíà B ìî�æåò áûòü íàéäåíà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþòåîðèþ âîçìóùåíèé, íóæíî ïåðåéòè îò äè��åðåí�öèàëüíîãî ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ �óíê�öèè '(�). Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî �óíêöèåé �ðè�íà G(�� �0) äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, îïðåäåëåííîéñîãëàñíî âûðàæåíèþr�2G(�� �0) = Æ(�� �0) (7)è èìåþùåé â ðàññìàòðèâàåìîì äâóìåðíîì ñëó÷àåâèä G(�� �0) = 12� ln j�� �0j: (8)Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �ðèíà (8) îáû÷íûì îáðàçîìèç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ïîëó÷àåì èñ�êîìîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè '(�):'(�) = 1 + �2� Z ln j�� �0j'(�0)v(�0) d�0; (9)ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåé ïëîñêî�ñòè (x0; y0).Ïðè � ! 1 èç óðàâíåíèÿ (9) äëÿ �óíêöèè '(�)ñëåäóåò àñèìïòîòèêà âèäà (6) ñ �îðìàëüíûì âûðà�æåíèåì äëÿ âåëè÷èíû B:B = �2� Z '(�)v(�) d�: (10)4. Óðàâíåíèå (9) â ñëó÷àå ñëàáîãî ïîòåíöèàëà ðå�øàåì ðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðàj�jR2 � 1:'(�) = 1 + '(1)(�) + '(2)(�) + : : : ; (11)ãäå '(n) � (j�jR2)n. Ïîäñòàíîâêà (11) â (9) äàåò'(1)(�) = �2� Z ln j�� �0jv(�0) d�0; : : : ;'(n)(�) = �2� Z ln j�� �0j'(n�1)(�0)v(�0) d�0: (12)Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âåëè÷èíû B èç �îðìóëû (10)ñëåäóåò, ÷òî B = B(1) + B(2) + : : : ;B(n) = �2� Z '(n�1)(�)v(�) d�: (13)

Ïîäñòàíîâêà '(0)(�) = 1 â (13) äàåòB(1) = 12�R2; (14)ãäå ðàäèóñ äåéñòâèÿ ïîëÿ R ââåäåí ñîãëàñíî ðàâåí�ñòâó �R2 = Z v(�) d�: (15)Äëÿ B(2) ïîëó÷àåì âûðàæåíèåB(2) = � �2��2 ZZ ln j�� �0jv(�)v(�0) d� d�0; (16)êîòîðîå ïðåîáðàçóåì ê âèäóB(2) = ��R22 �2 �lnR+ I�; (17)ãäå I = 1�2R4 ZZ ln j�� �0jR v(�)v(�0) d� d�0 (18)� áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà.5. Äëÿ âåëè÷èíû1B = 1B(1) � B(2)�B(1)�2 + : : : (19) ó÷åòîì (14) è (17) èìååì1B � 2�R2 � �lnR+ I�; (20)òàê ÷òî èç (4) íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ àìïëèòóäûðàññåÿíèÿ:f0 = �r �2k �ln 2ikR + 2�R2 � I��1 (21)ñ êîíñòàíòîé I èç �îðìóëû (18). Âûðàæåíèå (21)ïî âèäó ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [2℄ �îð�ìóëîé äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèöâ ñëó÷àå äâóìåðíîãî àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïî�òåíöèàëà. �àçëè÷èÿ ñîñòîÿò â îïðåäåëåíèè ðàäèóñàäåéñòâèÿ ïîëÿ R è êîíñòàíòû I .Äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (� < 0) àìïëèòóäàf0 èç (21) èìååò ïîëþñ ïðè ýíåðãèè " = �{2, ãäå {îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿln {R2 = � 2j�jR2 � I: (22)�åøàÿ, êàê è â ðàáîòå [2℄, çàäà÷ó î ñâÿçàííîì ñî�ñòîÿíèè â ¾ìåëêîé¿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, ìîæíî óáå�äèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (22) äàåò ñîîòâåòñòâóþùèéóðîâåíü ýíåðãèè"0 = �{2 = � 4e2R2 exp�� 4j�jR2� ; (23)400



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 3 (9), 2010 Î ðàññåÿíèè ìåäëåííûõ ÷àñòèö : : :ãäå ln e = ln  + I = C + I: (24)Â îáû÷íûõ åäèíèöàõ äëÿ ýíåðãèè ñëàáîñâÿçàííîãîñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:E0 = � 2e2 ~2mR2 �� exp(�2�~2m ����Z U(�) d������1) ; (25)îáîáùàþùåå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ[1; 2℄, íà ñëó÷àé ïîòåíöèàëà, íå îáëàäàþùåãî àêñè-àëüíîé ñèììåòðèåé.Äëÿ ïîòåíöèàëà ñ àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé èç�îðìóëû (25) (áåç ìíîæèòåëÿ 2=e2) ñëåäóåò èçâåñò�íàÿ ïîðÿäêîâàÿ îöåíêà äëÿ E0 [1℄. Â òî æå âðåìÿâ �îðìóëå (18) äëÿ êîíñòàíòû I , âõîäÿùåé â âû�ðàæåíèå äëÿ e, ìîæíî ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïîóãëàì. Â ðåçóëüòàòå äëÿ I íàõîäèì âûðàæåíèå

I = 2R2 1Z0 ln �R v(�)� d�++ 4R4 1Z0 24 �Z0 ln �t v(t)t dt35 v(�)� d�; (26)ñîâïàäàþùåå ñ ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [2℄. Äëÿ ¾ïðÿ�ìîóãîëüíîãî¿ ïîòåíöèàëà v(�) = �(R � �) (ãäå�(x) = 1 ïðè x > 0 è �(x) = 0 ïðè x < 0) èç �îðìó�ëû (26) ñëåäóåò, ÷òî I = �1=4.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà,Íàóêà, Ìîñêâà (1989).2. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ßÔ 73, 122 (2010).
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