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Ï�ÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÎÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎ�Î ÊÎÌÏÎÇÈÒÀÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.�àññìîòðåíà ïðîâîäèìîñòü äâóìåðíîé ñòðóêòóðíî àíèçîòðîïíîé ìîäåëè êîìïîçèòà, ïðåäñòàâëÿþùåé ñî-áîé èçîòðîïíóþ ìàòðèöó ñ ñèñòåìîé íåïðîâîäÿùèõ âêëþ÷åíèé â âèäå áåñêîíå÷íî òîíêèõ îòðåçêîâ ïðÿìûõëèíèé (öàðàïèí). Öàðàïèíû ñîñòàâëÿþò ñ âûäåëåííîé îñüþ (äëÿ îïðåäåëåííîñòè � ñ îñüþ y) ñ ðàâíîéâåðîÿòíîñòüþ óãëû � èëè ��, à èõ öåíòðû õàîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíû. Ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäàý��åêòèâíîé ñðåäû íàéäåíî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè �̂e ýòîé ìîäå-ëè, ñïðàâåäëèâîå â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ïðèáëèæåíèèîáå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà �̂e îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè îäíîì è òîì æå ïîðîãå ïðîòåêàíèÿ, äëÿ êîòîðîãîíàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå. Ïðîâîäèìîñòü ìîäåëè â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ðàññìîòðåíà â ðàìêàõ ãèïîòåçûïîäîáèÿ. 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ñòàíäàðòíîé òåîðèè ïðîòåêàíèÿ [1�3℄ îñíîâ�íîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè èçîòðîï�íûì íåîäíîðîäíûì ñèñòåìàì. Â òî æå âðåìÿ çíà�÷èòåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñïðåäñòàâëÿåò òàêæå èçó÷åíèå ýëåêòðî�èçè÷åñêèõñâîéñòâ ìåíåå èññëåäîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ êîìïî�çèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Èç ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èñ�ñëåäîâàíèþ ïðîâîäèìîñòè ýòîãî êëàññà êîìïîçèòîâ,îòìåòèì ñëåäóþùèå.Â ðàáîòàõ [4�9℄ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè èçó÷àëàñüïðîâîäèìîñòü êîìïîçèòîâ ñ åñòåñòâåííîé àíèçîòðî�ïèåé � ñëîèñòûõ òèïà ãðà�èòà è íèòåâèäíûõ òè�ïà TCNQ. Â ðàáîòå [4℄ ñòàâèëñÿ ÷èñëåííûé ýêñïå�ðèìåíò íà êóáè÷åñêîé ðåøåòêå (çàäà÷à ñâÿçåé). Âðàáîòàõ [5�7℄ ðàññìîòðåíà ïðîâîäèìîñòü â îêðåñò�íîñòè ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ, à â ðàáîòàõ [8; 9℄ � âîâñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè. Â ýòèõ ðà�áîòàõ áûë âûÿâëåí ðÿä ÷åðò, õàðàêòåðíûõ äëÿ àíè�çîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçà�íî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõî�äà ìåòàëë�äèýëåêòðèê èñõîäíî ðåçêî àíèçîòðîïíûéêîìïîçèò ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè èçîòðîïíûì. Ïðèýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ñîâïà�*E-mail: balagurov�deom.hph.ras.ru, byabalagurov�mail.ru

äàþò ñ èõ èçîòðîïíûìè çíà÷åíèÿìè. Â ðàáîòàõ [8; 9℄ðàññìîòðåíà òàêæå ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü êîíöåí�òðàöèé, â êîòîðîé ñâîéñòâà àíèçîòðîïíûõ êîìïîçè�òîâ êàðäèíàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò èçîòðîïíûõ.Â ðàáîòàõ [10�14℄ èññëåäîâàëèñü ñòðóêòóðíî àíè�çîòðîïíûå êîìïîçèòû, àíèçîòðîïèÿ êîòîðûõ ñîçäà�åòñÿ èñêóññòâåííî � ïóòåì ââåäåíèÿ â èçîòðîïíóþìàòðèöó îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ âêëþ÷åíèé,íàïðèìåð, âûòÿíóòîé �îðìû. Â ðàáîòàõ [10; 11℄ êîì�ïüþòåðíûìè ìåòîäàìè îïðåäåëÿëèñü ïîðîãè ïðî�òåêàíèÿ (êðèòè÷åñêèå êîíöåíòðàöèè) äëÿ äâóìåð�íûõ ìîäåëåé ñ ñèñòåìîé öàðàïèí, èìåþùèõ ïðåèìó�ùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïî�ëó÷åííûì â ðàáîòàõ [10; 11℄, êðèòè÷åñêèå êîíöåí�òðàöèè äëÿ ãëàâíûõ çíà÷åíèé ý��åêòèâíîãî òåí�çîðà ïðîâîäèìîñòè �̂e îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.Îäíàêî, êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå [10℄, ýòî ñâÿçàíî,ïî-âèäèìîìó, ñ êîíå÷íîñòüþ ÷èñëà öàðàïèí, èñïîëü�çîâàííûõ â êîìïüþòåðíîì ýêñïåðèìåíòå. Â ðàáî�òå [10℄ ïðèâåäåíû àðãóìåíòû â ïîëüçó òîãî, ÷òîâ ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî àíñàìáëÿ âêëþ÷åíèé ïîðîãïðîòåêàíèÿ äîëæåí áûòü îäèí. Â ðàáîòàõ [12; 13℄ïðîâåäåíû ìîäåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî èçó÷åíèþïðîâîäèìîñòè òîíêèõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïëåíîê ñ ñèñòå�ìîé ïàðàëëåëüíûõ, à òàêæå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð�íûõ îòâåðñòèé ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû ñ îòíîøåíèåìïîëóîñåé b=a� 1. Â ðàáîòå [14℄ âû÷èñëÿëàñü òåïëî�ïðîâîäíîñòü òðåõìåðíîãî êîìïîçèòà ñ ñèñòåìîé ïà�301



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 2, 2010ðàëëåëüíûõ âêëþ÷åíèé èãëîîáðàçíîé �îðìû.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìèèññëåäóåòñÿ ïðîâîäèìîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè ñòðóê�òóðíî àíèçîòðîïíîãî êîìïîçèòà, àíàëîãè÷íîé ðàñ�ñìîòðåííîé â ðàáîòàõ [10; 11℄. Îïðåäåëåíû óñðåäíåí�íûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè è âû�÷èñëåí òåíçîð ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè â ëèíåé�íîì ïî êîíöåíòðàöèè âêëþ÷åíèé (öàðàïèí) ïðèáëè�æåíèè. Ïðîâîäèìîñòü â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíå�íèÿ êîíöåíòðàöèè ðàññìîòðåíà ñ ïîìîùüþ ïðèáëè�æåííîãî ìåòîäà � îáîáùåííîé íà àíèçîòðîïíûé ñëó�÷àé òàê íàçûâàåìîé òåîðèè ý��åêòèâíîé ñðåäû [1℄.Êàê èçâåñòíî, ýòîò ìåòîä íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòüíà àäåêâàòíîå îïèñàíèå ïðîâîäèìîñòè â îêðåñòíîñòèòî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà ìåòàëë�äèýëåêòðèê. Òåìíå ìåíåå, êàê ïîêàçûâàåò ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ íà�ñòîÿùåé ðàáîòû ñ ðàáîòîé [15℄, ýòî ïðèáëèæåíèå äà�åò äëÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ çíà÷åíèå, êîëè÷åñòâåííîáëèçêîå ê íàéäåííîé â ðàáîòå [15℄ âåëè÷èíå. Ïîâå�äåíèå ïðîâîäèìîñòè ìîäåëè ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïî�ðîãó ïðîòåêàíèÿ ðàññìîòðåíî ñ ïðèâëå÷åíèåì ïðåä�ñòàâëåíèé ãèïîòåçû ïîäîáèÿ [3℄.2. ÌÎÄÅËÜ�àññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü (ðèñ. 1) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé èçîòðîïíóþ ìàòðèöó ïðîâîäèìîñòè �1 ñ ñè�ñòåìîé íåïðîâîäÿùèõ (èëè èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ)âêëþ÷åíèé â âèäå áåñêîíå÷íî òîíêèõ îòðåçêîâ ïðÿ�ìûõ ëèíèé (öàðàïèí) äëèíîé 2a. Öàðàïèíû ñ ðàâ�íîé âåðîÿòíîñòüþ îðèåíòèðîâàíû ïîä óãëàìè � èëè�� îòíîñèòåëüíî îñè y, à èõ öåíòðû ñëó÷àéíî ðàñ�ïðåäåëåíû â ïëîñêîñòè x; y. Óãîë � ìîæåò ïðèíè�ìàòü ëþáîå �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà0 � � � �=4. Â îáùåì ñëó÷àå ïîäîáíàÿ ìîäåëü ñòðóê�òóðíî àíèçîòðîïíà è åå ýëåêòðîïðîâîäíîñòü õàðàêòå�ðèçóåòñÿ ý��åêòèâíûì òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè �̂e.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå � = �=4 ìîäåëü ìàêðîñêîïè÷åñêèèçîòðîïíà è îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé ý��åêòèâíîéïðîâîäèìîñòüþ �e. Èíòåðâàë óãëîâ �=4 � � � �=2íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òàê êàê ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ êïðåäûäóùåìó ïîâîðîòîì îñåé êîîðäèíàò íà 90Æ.Îáîçíà÷èì ðàçìåðíóþ êîíöåíòðàöèþ âêëþ÷åíèé(÷èñëî âêëþ÷åíèé íà åäèíèöå ïëîùàäè) ÷åðåçN . Âå�ëè÷èíà ` = N�1=2 äàåò ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäóöåíòðàìè âêëþ÷åíèé. Êðîìå ` è äëèíû öàðàïèíû2a äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èìååòñÿ åùå äâå ãåî�ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè � ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿïî ïðÿìîé ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè: hLxi âäîëü îñè x èhLyi âäîëü îñè y. Äëÿ îöåíêè âåëè÷èí hLxi è hLyi

y
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x�èñ. 1. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü ñòðóêòóðíî àíèçîòðîï-íîãî êîìïîçèòàðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ ìîäåëü ñ âêëþ÷åíèÿìè ââèäå ýëëèïñîâ ñ ïîëóîñÿìè a è b (ïðè b� a).Ïðîâåäåì, ñëåäóÿ ðàáîòå [8℄, âäîëü îñè x ïðÿìóþëèíèþ äëèíîé L ! 1. Íà ñâîåì ïóòè ýòà ëèíèÿ ïå�ðåñå÷åòN âêëþ÷åíèé ïî õîðäàì äëèíîé lxi. Ïðè ñëó�÷àéíîì ðàñïðåäåëåíèè öåíòðîâ âêëþ÷åíèé ñîãëàñíîðàáîòå [16℄ èìååì = 1L NXi=1 lxi = NL hlxi: (1)Çäåñü  = �abN � áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (äî�ëÿ çàíèìàåìîé ïëîùàäè) âêëþ÷åíèé, hlxi � ñðåäíååçíà÷åíèå äëèí õîðä, ïî êîòîðûì ðàññåêàþòñÿ ýëëèï�ñû âäîëü îñè x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì î÷åâèäíîåðàâåíñòâî LN = hLxi+ hlxi; (2)ãäå hLxi � èñêîìîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âêëþ�÷åíèÿìè â íàïðàâëåíèè îñè x. Èç �îðìóë (1) è (2)íàõîäèì hLxi = 1�  hlxi: (3)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âûïóêëîé �èãóðûñðåäíåå çíà÷åíèå äëèíû õîðäû âäîëü îñè x ðàâíîïëîùàäè S ýòîé �èãóðû, äåëåííîé íà äëèíó åå ïðî�åêöèè íà îñü y (ñì. [16℄). Äëÿ ýëëèïñà S = �ab, àïðè b � a äëÿ äëèíû ýòîé ïðîåêöèè èìååì ïðèìåð�íî 2a os �. Ïîýòîìó hlxi � �b=2 os �, òàê ÷òî èç âû�302



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 2, 2010 Ïðîâîäèìîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè : : :ðàæåíèÿ (3) ïðè b ! 0 äëÿ ìîäåëè ñ öàðàïèíàìèïîëó÷àåì hLxi = 12aN os � : (4)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì hlyi � �b=2 sin �, òàê÷òî hLyi = 12aN sin � : (5)Òàêèì îáðàçîì, hLyihLxi = tg �: (6)�åçóëüòàòû (4), (5) îçíà÷àþò, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåí�òà (ìàòðèöà) â ýòîé ìîäåëè ðàçäåëåíà â ñðåäíåì íàîáëàñòè äëèíîé hLxi è hLyi ñîîòâåòñòâåííî â íàïðàâ�ëåíèè îñåé x è y.3. ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÎ ÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈÈÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÅÂû÷èñëåíèå ý��åêòèâíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè�e èçîòðîïíîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ìàòðèöû ïðîâî�äèìîñòè �1 è âêëþ÷åíèé ïðîâîäèìîñòè �2, ìåòîäîì,èçëîæåííûì â êíèãå [17, � 9℄, ïîñëå óñðåäíåíèÿ âû�ðàæåíèÿ j� �1E ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ(�e � �1) hEi = �N (�1 � �2) Zv E dV: (7)Çäåñü j � ïëîòíîñòü òîêà, E � íàïðÿæåííîñòü ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ, hEi � ñðåäíåå ïî îáúåìó (ïëîùàäèâ äâóìåðíîì ñëó÷àå) îáðàçöà, à N , êàê è âûøå, �ðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíèé. Èíòåãðàë â ñî�îòíîøåíèè (7), âçÿòûé ïî îáúåìó âêëþ÷åíèÿ v, ìî�æåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç åãî äèïîëüíûé ìîìåíò p.�àññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ìàêðîñêî�ïè÷åñêîãî òåëà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ", ïîìåùåííîãî âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷å�ñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè E0. Äèïîëüíûé ìîìåíò pðàâåí èíòåãðàëó ïî îáúåìó ýòîãî òåëà v îò âåêòîðàïîëÿðèçàöèè P:p = Zv P dV = 14� Zv (D�E) dV = "�14� Zv E dV; (8)ãäå D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè. Ñ äðóãîéñòîðîíû, äèïîëüíûé ìîìåíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç E0ñëåäóþùèì îáðàçîì:p = �̂E0; (9)ãäå �̂ � äèïîëüíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü òåëà, èìåþùàÿðàçìåðíîñòü îáúåìà (ïëîùàäè â äâóìåðíîì ñëó÷àå).

Äëÿ çàäà÷è î ïðîâîäèìîñòè èñêîìîå ñîîòíîøå�íèå ñëåäóåò èç �îðìóëû (8) ïðè çàìåíå " ! �2=�1,òàê ÷òî èç �îðìóë (7)�(9) ïîëó÷àåì(�e � �1) hEi = 4�N�1�̂E0: (10)Â ëèíåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè ïðèáëèæåíèè ñëåäóåòïîëîæèòü hEi = E0 è òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ñèììåò�ðè÷íûõ âêëþ÷åíèé, òåíçîð �̂ äëÿ êîòîðûõ ñâîäèòñÿê ñêàëÿðó �, èç óðàâíåíèÿ (10) íàõîäèì (ñì., íàïðè�ìåð, [18℄) �e = �1 (1 + 4�N�) : (11)Åñëè æå �̂ íå ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðó, à âêëþ÷åíèÿ õàîòè�÷åñêè îðèåíòèðîâàíû, òî òåíçîð �̂ íóæíî óñðåäíèòüïî óãëàì, òàê ÷òî âìåñòî (11) ïîëó÷èì�e = �1 �1 + 4�D N Sp �̂� ; (12)ãäå D � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.Íàêîíåö, åñëè íåñèììåòðè÷íûå âêëþ÷åíèÿ îäè�íàêîâî îðèåíòèðîâàíû, òî òàêàÿ ñðåäà è ïðè èçî�òðîïíîé ìàòðèöå ñòàíîâèòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè àíè�çîòðîïíîé. Äëÿ òàêîãî ñòðóêòóðíî àíèçîòðîïíîãîêîìïîçèòà ý��åêòèâíûé òåíçîð ïðîâîäèìîñòè â ëè�íåéíîì ïî êîíöåíòðàöèè ïðèáëèæåíèè èìååò âèä�̂e = �1 �1̂ + 4�N �̂� : (13)Çäåñü 1̂ � åäèíè÷íûé äèàãîíàëüíûé òåíçîð:(1̂)�� = Æ�� . Â ãëàâíûõ îñÿõ��e = �1 (1 + 4�N��) ; � = x; y; z: (14)Çäåñü è íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñîêðàùåííûå îáîçíà÷å�íèÿ: �xx = �x; : : : , �xx = �x; : : :Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (11)�(14) îñîáåííîóäîáíû â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ äèýëåêòðè÷åñêèõ èèäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ âêëþ÷åíèé (â òîì ÷èñëå è äëÿ¾áåñòåëåñíûõ¿, òèïà öàðàïèí), êîãäà äëÿ íàõîæäå�íèÿ òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè �̂ äîñòàòî÷íî îãðàíè�÷èòüñÿ âíåøíåé çàäà÷åé. Ïðè D = 2 äëÿ ýòîãî ìîæ�íî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé,ñì., íàïðèìåð, Ïðèëîæåíèå.Äëÿ èññëåäóåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëè òåí�çîð �̂ íàéäåí â Ïðèëîæåíèè. Ïðè ïðèìåíåíèè �îð�ìóëû òèïà (14) öàðàïèíû ñ óãëàìè � è �� îòíîñè�òåëüíî îñè y ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíûå âêëþ�÷åíèÿ îäèíàêîâîé êîíöåíòðàöèèN=2. Ïîýòîìó â ñëó�÷àå äèýëåêòðè÷åñêèõ (d) öàðàïèí äëÿ áåçðàçìåðíûõý��åêòèâíûõ ïðîâîäèìîñòåé f�d = �(d)�e =�1 ïîëó÷à�åì f�d = 1 + 4�N��d; � = x; y; (15)303



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 2, 2010ãäå ��d � ñîñòàâëÿþùèå ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà�̂d = 12 n�̂d(�) + �̂d(��)o == �a24 � os2 � 00 sin2 ��: (16)�åçóëüòàò (15) îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ïðèáëèæåíèèðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà áîëåå ïðî�ñòîé ìîäåëè ñ îäèíàêîâûìè âêëþ÷åíèÿìè, îáëàäàþ�ùèìè ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ïîëÿðèçóåìîñòè �̂dèç �îðìóëû (16).Èç �îðìóë (15), (16) ñëåäóåò, ÷òîfxd = 1� �a2N os2 �; (17)fyd = 1� �a2N sin2 �: (18)Îòìåòèì, ÷òî ïðè � = �=4 ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëüèçîòðîïíà: fxd = fyd = fd, ãäå fd = 1� (1=2)�a2N .Âûðàæåíèÿ (17), (18) ñ ðîñòîì êîíöåíòðàöèèN îáðàùàþòñÿ â íóëü è çàòåì ñòàíîâÿòñÿ îòðèöà�òåëüíûìè. Îäíàêî ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ �îðìóëíà òàêèå êîíöåíòðàöèè íåïðàâîìåðíî, òàê êàê èõîáëàñòü ïðèìåíèìîñòè îãðàíè÷åíà ìàëîñòüþ ëèíåé�íûõ ïî N ïîïðàâîê ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Òåìíå ìåíåå ïðè � � 1 âûðàæåíèÿ (17), (18) äà�þò, ïî-âèäèìîìó, ïðàâèëüíóþ ïî ïîðÿäêó âåëè÷è�íû îöåíêó äëÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ N ýòîé ìîäåëè.Äåéñòâèòåëüíî, öàðàïèíû ìîãóò îáðàçîâàòü áåñêî�íå÷íûé êëàñòåð [2℄, åñëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäóèõ öåíòðàìè ` = N�1=2 íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû ïî�ðÿäêà a, îòêóäà äëÿ êðèòè÷åñêîé êîíöåíòðàöèè ïî�ëó÷àåì îöåíêó N � 1=a2.Ïðè � � 1 âêëþ÷åíèÿ îðèåíòèðîâàíû ïî�÷òè âåðòèêàëüíî, òàê ÷òî ñîñåäíèå (âäîëü îñè y)öàðàïèíû ïåðåñåêóòñÿ, åñëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèåhLyi � (aN�)�1 ìåæäó íèìè ñðàâíèìî ñ èõ äëè�íîé 2a. Ïðè ýòîì ñðåäíåå ðàññòîÿíèå âäîëü îñè xíå äîëæíî ïðåâûøàòü âåëè÷èíû ðàâíîé ïðèìåð�íî a�. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ¾ïðîòåêàíèå¿ ïîâêëþ÷åíèÿì â íàïðàâëåíèè îñè y ïðîèçîéäåò ïðèN � 1=(a2�) � 1=a2. Ïðè òàêèõ ñðåäíèõ ðàññòîÿ�íèÿõ ìåæäó öàðàïèíàìè (ïðè N � N) âîçìîæíî¾ïðîòåêàíèå¿ è ïî âêëþ÷åíèÿì â íàïðàâëåíèè îñèx. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîãè ïðîòåêàíèÿ âäîëü îñåéx è y ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî èìåþò îäèíàêîâûéïîðÿäîê âåëè÷èíû. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, âïðèáëèæåíèè ý��åêòèâíîé ñðåäû â ðàññìàòðèâàå�ìîé ìîäåëè èìååòñÿ òîëüêî îäèí ïîðîã ïðîòåêàíèÿ,ïðè êîòîðîì îáðàùàþòñÿ â íóëü (â ñëó÷àå íåïðîíè�öàåìûõ öàðàïèí) îáå ñîñòàâëÿþùèå ý��åêòèâíîãîòåíçîðà ïðîâîäèìîñòè.

4. ËÈÍÅÉÍÎÅ ÏÎ ÊÎÍÖÅÍÒ�ÀÖÈÈÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÄËß ÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÉÑ�ÅÄÛÈñïîëüçîâàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîäõîäìîæåò áûòü îáîáùåí è íà àíèçîòðîïíûé ñëó÷àé.Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî ïåðåéòè ê íåêî�òîðîé ¾øòðèõîâàííîé¿ ñèñòåìå, â êîòîðîé âêëþ÷å�íèå îêðóæåíî èçîòðîïíîé ñðåäîé. Íèæå îãðàíè÷èì�ñÿ äâóìåðíûì ñëó÷àåì.�àññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó, äëÿ êîòîðîéãëàâíûå îñè òåíçîðîâ ïðîâîäèìîñòè ìàòðèöû �̂1 èâêëþ÷åíèÿ �̂2 ñîâïàäàþò ñ äåêàðòîâûìè îñÿìè x èy. Óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà rotE = 0 è div j = 0â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä�Ex�y � �Ey�x = 0; �jx�x + �jy�y = 0: (19)Äëÿ çàêîíà Îìà â ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíòàõ èìå�åì ñîîòâåòñòâåííîjx1 = �x1Ex1; jy1 = �y1Ey1; (20)jx2 = �x2Ex2; jy2 = �y2Ey2: (21)Ïîòåíöèàë '(r) âíå âêëþ÷åíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíå�íèþ �x1 �2'�x2 + �y1 �2'�y2 = 0: (22)Ïðåîáðàçóåì êîîðäèíàòû, íàïðÿæåííîñòü ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòü òîêà ñëåäóþùèì îáðà�çîì: x = x0; y =  y0;  =r�y1�x1 ; (23)Ex = E0x0 ; Ey = E0y0 ; (24)jx = j0x0 ; jy = j0y0 : (25)Â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèÿ (19) ñîõðàíÿþòñâîé âèä, à ìàòðèöà ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé ñ çàêî�íîì Îìà j0 = �0E0; �0 = p�x1�y1; (26)òàê ÷òî âìåñòî �îðìóëû (22) ïîòåíöèàë '0(r0) ïîä�÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà�2'0�x02 + �2'0�y02 = 0: (27)Íàêîíåö, äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè�̂02 ïîëó÷àåì �0x2 =  �x2; �0y2 = 1 �y2: (28)304



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 2, 2010 Ïðîâîäèìîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè : : :Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (23)�(25) èçìå�íÿåòñÿ íå òîëüêî òåíçîð ïðîâîäèìîñòè âêëþ÷åíèÿ,íî è åãî �îðìà.Äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷�íûå (7) è (8), èìåþò âèä(�̂e � �̂1) hEi = �N (�̂1 � �̂2) Zv E dV; (29)p� = 14� ("�� � Æ��) Zv E� dV: (30)Ïðè äèàãîíàëüíûõ òåíçîðàõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî�íèöàåìîñòè "̂ è ïîëÿðèçóåìîñòè �̂ èç x-ñîñòàâëÿ-þùåé ðàâåíñòâà (30) íàõîäèìZv Ex dV = 4�"x � 1 px = 4�"x � 1 �xE0x: (31)Òàêîå æå ñîîòíîøåíèå ñ çàìåíîé x! y ñëåäóåò è èçñîñòàâëÿþùåé y ðàâåíñòâà (30).Äëÿ äâóìåðíîé øòðèõîâàííîé ñèñòåìû èç �îð�ìóëû (31) ïðè "x = �0x2=�0 ïîëó÷àåìZs0 E0x0 dS0 = �4� �0�0 � �0x2 �0xE00x0 : (32)Ïîýòîìó äëÿ èñõîäíîé àíèçîòðîïíîé ñèñòåìû èìååìZs Ex dS = 2 Zs0 E0x0 dS0 == �4� �0�0 � �0x2 �0xE0x: (33)Ïîñêîëüêó �0�0 � �0x2 = �x1�x1 � �x2 ; (34)èç �îðìóëû (29) ñ ó÷åòîì (33), (34) â ëèíåéíîì ïîêîíöåíòðàöèè ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì�xe = �x1 (1 + 4�N �0x) ;  =r�y1�x1 : (35)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì�ye = �y1 �1 + 4�N �0y� (36)ñ òåì æå çíà÷åíèåì âåëè÷èíû .5. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉÑ�ÅÄÛÄëÿ îïèñàíèÿ ïðîâîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîéìîäåëè ïðè íåìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ ïðèì�åíèì ïðè�áëèæåííûé ìåòîä � òàê íàçûâàåìóþ òåîðèþ ý��åê�òèâíîé ñðåäû [1℄. Ýòî ïðèáëèæåíèå íåïëîõî çàðåêî�ìåíäîâàëî ñåáÿ ïðè èçó÷åíèè êàê èçîòðîïíûõ [1℄,

òàê è àíèçîòðîïíûõ [9℄ íåóïîðÿäî÷åííûõ êîìïîçè�òîâ â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè.Êàê è âñÿêàÿ òåîðèÿ òèïà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ,ýòîò ìåòîä íåïðèìåíèì â îêðåñòíîñòè òî÷êè �àçî�âîãî ïåðåõîäà ìåòàëë�äèýëåêòðèê. Îäíàêî è â ýòîìñëó÷àå òåîðèÿ ý��åêòèâíîé ñðåäû äàåò ïðàâèëüíóþïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû îöåíêó äëÿ ïîðîãà ïðîòåêà�íèÿ.Äëÿ âûâîäà îñíîâíûõ óðàâíåíèé ïðèáëèæåíèÿý��åêòèâíîé ñðåäû â çàäà÷å î ïðîâîäèìîñòè n-êîì-ïîíåíòíîãî êîìïîçèòà óñðåäíèì âåêòîð J = j� �̂e Eïî îáúåìó (ïëîùàäè ïðè D = 2) îáðàçöà V . Ïîñêîëü�êó ïî îïðåäåëåíèþ ý��åêòèâíîãî òåíçîðà ïðîâîäè-ìîñòè hji = �̂ehEi, ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà J ðàâíîíóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,hj� �̂e Ei = � nXi=1 (�̂e � �̂i) 1V ZVi E dV; (37)ãäå �̂i � òåíçîð ïðîâîäèìîñòè i-é êîìïîíåíòû, à èí�òåãðàë áåðåòñÿ ïî åå îáúåìó Vi. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâàíóëþ ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâî (37) ïðèíèìàåò âèänXi=1 Ni (�̂e � �̂i)8<:Zv E dV9=;i = 0: (38)Çäåñü Ni � ÷èñëî âêëþ÷åíèé i-é êîìïîíåíòû â åäè�íèöå îáúåìà, èíòåãðèðîâàíèå â �îðìóëå (38) âåäåò�ñÿ ïî îáúåìàì âêëþ÷åíèé ýòîé êîìïîíåíòû. Ïîäf: : : gi ïîíèìàåòñÿ óñðåäíåíèå ïî ðàçíûì âêëþ÷åíè�ÿì i-é êîìïîíåíòû.Ïðèáëèæåíèå ìåòîäà ý��åêòèâíîé ñðåäû ñîñòî�èò â çàìåíå âåëè÷èíû f: : : gi â �îðìóëå (38) íà èíòå�ãðàë îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ei âíó�òðè íåêîòîðîãî ñðåäíåãî i-ãî âêëþ÷åíèÿ, ïîìåùåí�íîãî â ìàòðèöó (¾ý��åêòèâíóþ ñðåäó¿) ñ òåíçîðîìïðîâîäèìîñòè �̂e.Ôîðìó ¾âêëþ÷åíèé¿ ïåðâîé (ñ èçîòðîïíîé ïðîâî�äèìîñòüþ �1) êîìïîíåíòû âûáèðàåì èç òåõ ñîîáðà�æåíèé, ÷òî îíè â ñðåäíåì èìåþò ðàçìåð hLxi âäîëüîñè x è hLyi âäîëü îñè y. Ñîãëàñíî �îðìóëå (6)hLxi=hLyi = tg �, òàê ÷òî â êà÷åñòâå ¾âêëþ÷åíèÿ¿ïåðâîé êîìïîíåíòû âîçüìåì ýëëèïñ ñ îòíîøåíèåìïîëóîñåé ax=ay = tg �: (39)Âûáîð ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû ïðîäèêòîâàí òåì, ÷òîâíóòðè òàêîãî âêëþ÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷å�ñêîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà â ÿâíîì âèäå. Äëÿñîõðàíåíèÿ ïëîùàäè âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòüax = hLxi=p� è ay = hLyi=p�.7 ÆÝÒÔ, âûï. 2 305



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 2, 2010Â äàííîì ñëó÷àå ãëàâíûå îñè òåíçîðà �̂e ñîâïàäà�þò êàê ñ îñÿìè ñèììåòðèè ýòîãî ýëëèïñà, òàê è ñ îñÿ�ìè êîîðäèíàò x è y. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ðàáîòå [9℄ äëÿñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿE1 âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî ýëëèïñà èìååìE�1 = ��e��e � (��e � �1) �n(�) E�0; � = x; y: (40)Çäåñü ��e � ãëàâíûå çíà÷åíèÿ òåíçîðà �̂e, E0 == hEi � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âäàëèîò âêëþ÷åíèÿ, �n(�) � êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèèýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè�a� = a�p��e ; � = x; y: (41)Â ðàññìàòðèâàåìîì äâóìåðíîì ñëó÷àå êîý��èöèåí�òû äåïîëÿðèçàöèè èìåþò ïðîñòîé âèä�n(x) = �ay�ax + �ay ; �n(y) = �ax�ax + �ay ; (42)îòêóäà ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (39), (41) äëÿ �n(�) èç�îðìóëû (40) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî�n(x) = 11 +  tg � ; �n(y) =  tg �1 +  tg � ; =r�ye�xe : (43)Ïîëå, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé (40), îäíîðîäíî è ïî�ýòîìó èíòåãðèðîâàíèå íàïðÿæåííîñòè E�1 ñâîäèòñÿïðîñòî ê óìíîæåíèþ åå íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïëî�ùàäü.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò E ïî ïëîùàäèâêëþ÷åíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì, àíàëîãè÷íûìïðèìåíåííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Îòëè÷èå ñî�ñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òè�ïà (23)�(25) â êà÷åñòâå êîý��èöèåíòà  ñëåäó�åò âçÿòü âåëè÷èíó, îïðåäåëåííóþ â �îðìóëå (43): = p�ye=�xe. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà,óñðåäíåííîãî ïî âêëþ÷åíèÿì ñ óãëàìè � è ��, àíà�ëîãè÷íî �îðìóëàì (32)�(34) ïîëó÷èìZs E� dS = �4� ��e��e � �2 ��0E�0: (44)Ïîäñòàíîâêà â (38) (ïîñëå óêàçàííîé âûøå çàìåíûf: : : gi íà èíòåãðàëû îò Ei) âûðàæåíèé (40) è (44)ïðèâîäèò ê èñêîìûì óðàâíåíèÿì ïðèáëèæåíèÿ ý���åêòèâíîé ñðåäûp ��e � �1��e � (��e � �1) �n(�) � 4�N ��0 = 0;� = x; y (45)

  èç (43). Â �îðìóëå (45) p � äîëÿ ïëîùàäè, çà�íèìàåìîé ïåðâîé êîìïîíåíòîé, ��0 � äèàãîíàëüíàÿñîñòàâëÿþùàÿ òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè âêëþ÷åíèÿ,âû÷èñëåííîãî â ¾øòðèõîâàííîé¿ ñèñòåìå.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âêëþ÷åíèÿ èìåþòíóëåâóþ ïëîùàäü, òàê ÷òî â (45) ñëåäóåò ïîëîæèòüp = 1. Â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå öàðàïèíà ìåíÿåò êàêäëèíó, òàê è óãîë íàêëîíà:a0 = a os � q1 + 2 tg2 �; tg �0 =  tg �: (46)Ïîýòîìó äëÿ äèàãîíàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà�̂ 0 â ñëó÷àå íåïðîâîäÿùèõ (d) öàðàïèí íàõîäèì�xd0 = � (a0)24 os2 �0 = � a242 os2 �; (47)�yd0 = � (a0)24 sin2 �0 = �a24 sin2 �: (48)Ïîäñòàâëÿÿ (47), (48) â (45), äëÿ áåçðàçìåðíûõïðîâîäèìîñòåé f�d = �(d)�e =�1 ñ ó÷åòîì p = 1 ïîëó÷à�åì fxd = 1� g �1 �n(x) os2 �1 + g �1 �n(y) os2 � ; g = �a2N; (49)fyd = 1� g  �n(y) sin2 �1 + g  �n(x) sin2 � (50) �n(x) è �n(y) èç �îðìóë (43). Ïðè âûâîäå (49), (50)èñïîëüçîâàíî î÷åâèäíîå òîæäåñòâî �n(x) + �n(y) = 1.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà  = pfyd=fxd èç (49),(50) ñëåäóåò óðàâíåíèå2 = 1� g�n(y) sin2 �1 + g�n(x) sin2 � 1 + g �1 �n(y) os2 �1� g�1�n(x) os2 � : (51)Äëÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ (s) öàðàïèí ñîîòâåò�ñòâóþùèå áåçðàçìåðíûå ïðîâîäèìîñòè íàõîäÿòñÿ èç�îðìóë (49) è (50) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèéfxs = 1fyd ; fys = 1fxd (52)ïðè òîì æå ïàðàìåòðå  =pfys=fxs =pfyd=fxd.Ôîðìóëû (49), (50) è (52) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì(51) è âûðàæåíèÿìè (43) äëÿ �n(�) äàþò ðåøåíèå ïî�ñòàâëåííîé çàäà÷è â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ý��åê�òèâíîé ñðåäû.6. Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÑËÓ×ÀÈÀíàëèç óðàâíåíèé (49)�(51) ïðè ïðîèçâîëüíûõçíà÷åíèÿõ âåëè÷èí a, � è N òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ306



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 2, 2010 Ïðîâîäèìîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè : : :÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Íèæå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðå�íèåì íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ.1. Ïðè � = 0 òîê, íàïðàâëåííûé âäîëü íåïðîíè�öàåìûõ öàðàïèí, íå èñïûòûâàåò ñîïðîòèâëåíèÿ è èç�îðìóëû (50) ñëåäóåò î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò fyd = 1.Â ýòîì ñëó÷àå �n(x) = 1 è �n(y) = 0, òàê ÷òî èç �îðìó�ëû (49) äëÿ ïðîâîäèìîñòè fxd ïîëó÷àåì óðàâíåíèåfxd = 1� �a2N�1; (53)îòêóäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà  = 1=pfxd íàõîäèìfxd = F �12�a2N� ; F (�) = hp1 + �2 � �i2 : (54)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (51) ïðè� = 0 ÿâëÿåòñÿ  = g=2 +pg2=4 + 1 (55)è ïîäñòàíîâêà (55) â âûðàæåíèå (53) òàêæå ïðèâî�äèò ê �îðìóëå (54).Ïðè a2N � 1 èç (54) ñëåäóåò âûðàæåíèå (17) ñ� = 0. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, a2N � 1, èìååìfxd � 1(�a2N)2 ; (56)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ êà÷åñòâåííîé îöåíêîé, ïðèâåäåí�íîé â ðàáîòå [8℄. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäèìîñòü fxdîáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â ïðåäåëå N ! 1. Îòìå�òèì, ÷òî �óíêöèÿ F (�) èç �îðìóëû (54) âîçíèêàåòè ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîâîäèìîñòè äâóìåðíîãî êîì�ïîçèòà ñ åñòåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé â ïðèáëèæåíèèý��åêòèâíîé ñðåäû [9℄.2. Ïðè � = �=4 óðàâíåíèå (51) ñâîäèòñÿ ê( + 1)3 ( � 1) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî  = 1, ò.å.ïðè � = �=4 ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè èçî�òðîïíîé è õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêàëÿðíîé ý��åêòèâíîéïðîâîäèìîñòüþ fd, äëÿ êîòîðîé èç (49), (50) ñ ó÷å�òîì ðàâåíñòâà �n(x) = �n(y) = 1=2 ïîëó÷àåìfd = 1� �a2N=41 + �a2N=4 : (57)Â ýòîì ñëó÷àå â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èìååò�ñÿ ïîðîã ïðîòåêàíèÿ � ïðîâîäèìîñòü îáðàùàåòñÿ âíóëü ïðè êðèòè÷åñêîé êîíöåíòðàöèèN = 4�a2 ; � = 14 �: (58)Âåëè÷èíà (58) áëèçêà ê çíà÷åíèþ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿäëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè èçîòðîïíîé ìîäåëè ñ õàîòè÷å�ñêîé îðèåíòàöèåé öàðàïèí, íàéäåííîãî â ðàáîòå [15℄:N = (2:118)2�a2 : (59)

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà äëÿ N äàíà â ðàáîòå [10℄.3. Ïðè óãëàõ � â äèàïàçîíå 0 < � < �=4 êîì�ïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, ïðîâåäåííîå â ðàáîòàõ[10; 11℄, äàëî ðàçíûå êðèòè÷åñêèå êîíöåíòðàöèè äëÿâåëè÷èí fxd è fyd. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð  èç�îðìóë (49)�(51) äîëæåí îáðàùàòüñÿ ëèáî â íóëü,ëèáî â áåñêîíå÷íîñòü ïðè ñòðåìëåíèè N ê ïåðâî�ìó (íàèìåíüøåìó) ïîðîãó ïðîòåêàíèÿ. Îäíàêî íèòîò, íè äðóãîé ïðåäåë íå ñîâìåñòèì ñ âûðàæåíè�ÿìè (49)�(51). Ïîýòîìó îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîç�ìîæíîñòü � îäíîâðåìåííîå îáðàùåíèå â íóëü ïðî�âîäèìîñòåé fxd è fyd, òàê ÷òî â ïðèáëèæåíèè ý���åêòèâíîé ñðåäû èìååòñÿ òîëüêî îäèí ïîðîã ïðîòå�êàíèÿ N.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà N ïðèðàâíÿåì ÷èñëèòå�ëè âûðàæåíèé (49) è (50) íóëþ. Êàæäîå èç ïîëó÷èâ�øèõñÿ äâóõ óðàâíåíèé ðåøàåì îòíîñèòåëüíî âåëè÷è�íû g. Ïîñêîëüêó ïîðîã ïðîòåêàíèÿ îäèí, ýòè âûðà�æåíèÿ äëÿ g äîëæíû áûòü ðàâíû, ÷òî äàåò óðàâíå�íèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà  â òî÷êå �àçîâîãîïåðåõîäà ìåòàëë�äèýëåêòðèê. �åøåíèåì ýòîãî óðàâ�íåíèÿ ÿâëÿåòñÿ  = tg �: (60)Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (60) íàõîäèì êðèòè÷åñêîå çíà�÷åíèå âåëè÷èíû g: g = 4sin 2� ; (61)îòêóäà äëÿ èñêîìîãî ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ ïîëó÷àåìN(�) = 4�a2 sin 2� : (62)Ïðè � = �=4 èç (62) ñëåäóåò âûðàæåíèå (58).Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìî�ñòåé fxd è fyd îò ïàðàìåòðà áëèçîñòè ê òî÷êå �à�çîâîãî ïåðåõîäà � = (N � N)=N � 1, ïîëîæèì âóðàâíåíèè (51) =  + Æ; g = g + Æg; (63)ãäå Æ è Æg � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Âðåçóëüòàòå èç (51) íàõîäèìÆ = 13 os2 � os 2� Æg: (64)Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (64) â (49) è (50) äàåòfxd � sin2 � N �NN ; fyd � os2 � N �NN : (65)Èç �îðìóë (65) ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäåëå N ! N èìå�åì pfyd=fxd = tg �, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (60).Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà ðåçóëüòàòû êîìïüþ�òåðíîãî ýêñïåðèìåíòà â ðàáîòå [10℄ ñäåëàí âûâîä,307 7*



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 2, 2010÷òî ïîðîã ïðîòåêàíèÿ äîëæåí áûòü îäèí. Äëÿ ñî�îòâåòñòâóþùåé êðèòè÷åñêîé äëèíû öàðàïèíû â ðà�áîòå [10℄ áûëà ïðåäëîæåíà �îðìóëà, èç êîòîðîé äëÿïîðîãà ïðîòåêàíèÿ â ñëó÷àå íàøåé ìîäåëè ñëåäóåòâûðàæåíèå N(�) = N(�=4)sin 2� ; (66)ãäå N(�=4) � ïîðîã ïðîòåêàíèÿ äëÿ èçîòðîïíîé(ïðè � = �=4) ìîäåëè. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âå�ëè÷èíà N(�=4), ñîãëàñíî ðàáîòàì [10; 11℄, áëèçêà êçíà÷åíèþ (58), òàê ÷òî âûðàæåíèÿ (62) è (66) ïðàê�òè÷åñêè ñîâïàäàþò.7. Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÁËÀÑÒÜÊàê è â äðóãèõ ïðèáëèæåíèÿõ òèïà ñàìîñîãëàñî�âàííîãî ïîëÿ, ïðîâîäèìîñòè fxd è fyd èç (65) ïðèN ! N ëèíåéíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà áëèçîñòèê òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà � = (N � N)=N. Îä�íàêî, êàê è â îáû÷íîé (èçîòðîïíîé) òåîðèè ïðîòå�êàíèÿ [1�3℄, â ðåàëüíîñòè ýòè çàâèñèìîñòè ÿâëÿþò�ñÿ, ïî-âèäèìîìó, ñòåïåíí�ûìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèêðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè. Äëÿ îöåíêè ýòèõ çàâèñè�ìîñòåé â îêðåñòíîñòè ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ ïîñòóïèìñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïðåîáðàçóåì êîîðäèíàòû, íàïðÿæåííîñòü ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòü òîêà ñîãëàñíî �îðìó�ëàì (23)�(25) ñ ïàðàìåòðîì , îïðåäåëåííûì èç óñëî�âèÿ �0 = �=4. Â ýòîì ñëó÷àå èç �îðìóëû (46) ñëåäóåò = tg �; a0 = p2a sin �: (67)Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè èñõîäíî èçîòðîïíàÿìàòðèöà ñî ñêàëÿðíîé ïðîâîäèìîñòüþ �1 ñòàíî�âèòñÿ àíèçîòðîïíîé ñ òåíçîðîì ïðîâîäèìîñòè�̂01 = ��0x1; �0y1�, ãäå�0x1 = �1; �0y1 = �1�1: (68)Àíàëîãè÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçàíû ñîñòàâëÿþ�ùèå òåíçîðîâ ý��åêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè èñõîäíîé�̂e è øòðèõîâàííîé �̂0e ñèñòåì:�xe = �1�0xe; �ye =  �0ye: (69)Äàëåå èìååì hLxi = hL0xi èhL0yi = �1hLyi = hL0xi; (70)òàê ÷òî â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíèåâêëþ÷åíèé ñòðóêòóðíî (ãåîìåòðè÷åñêè) èçîòðîïíî.Â òî æå âðåìÿ êðèòè÷åñêàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÿâëÿåò�ñÿ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ðàñïðåäå�ëåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé è íå çàâèñèò îò

ïðîâîäÿùåé êîìïîíåíòû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàêèçîòðîïíîé, òàê è àíèçîòðîïíîé. Ïîýòîìó äëÿ ïîðî�ãà ïðîòåêàíèÿ øòðèõîâàííîé ñèñòåìû N 0 èìååìN 0 = G� (a0)2 = G2�a2 sin2 � ; (71)ãäå, â ñîãëàñèè ñ ïðåäûäóùèì ðàçäåëîì, G � 4. Êîí�öåíòðàöèè âêëþ÷åíèé äëÿ èñõîäíîé N è øòðèõîâàí�íîé N 0 ñèñòåì ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåìN = �1N 0; (72)òàê ÷òî äëÿ ïîðîãà ïðîòåêàíèÿ èññëåäóåìîé ìîäåëèN èç óðàâíåíèÿ (71) ñ ó÷åòîì (72) è îïðåäåëåíèÿ = tg � íàõîäèìN = G�a2 sin 2� ; (73)÷òî �àêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ �îðìóëàìè (62), (66).Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, øòðèõîâàííàÿ ñè�ñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé êîìïîçèò èçî�òðîïíîé ñòðóêòóðû ñ ìàòðèöåé, îáëàäàþùåé ïðîâî�äèìîñòüþ ñ åñòåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé. Êàê îòìå�÷àëîñü â ðàáîòàõ [5�9℄, òàêîé êîìïîçèò ñòàíîâèòñÿïðàêòè÷åñêè èçîòðîïíûì ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîðî�ãó ïðîòåêàíèÿ, òàê ÷òî �0xe � �0ye. Òàê, åñëè ý���åêòèâíàÿ ýëåêòðîïðîâîäíîñòü �0e êîìïîçèòà òîé æåñòðóêòóðû ñî ñêàëÿðíîé ïðîâîäèìîñòüþ ìàòðèöû �01ïðè N ! N óáûâàåò ïî çàêîíó� ! 0: �0e � A�01 � t; � = N �NN (74)(çäåñü A � ÷èñëåííûé êîý��èöèåíò ïîðÿäêà åäèíè�öû), òî äëÿ àíèçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ ïðè �0x1 � �0y1áóäåì èìåòü [9℄� ! 0: �0xe � �0ye � 2A�0y1 � t (75)ñ òåì æå (¾èçîòðîïíûì¿) êðèòè÷åñêèì èíäåêñîì t.Â �îðìóëå (75) ó÷òåíî, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ñî�ïðîòèâëåíèå êîìïîçèòà êàê öåëîãî âíîñÿò ó÷àñòêèïóòåé ïðîòåêàíèÿ ñ íàèìåíüøåé ïðîâîäèìîñòüþ �0y1.Êîý��èöèåíò 2 â �îðìóëå (75) ñâÿçàí ñ òåì, ÷òîó÷àñòêè ñ ïðîâîäèìîñòÿìè �0x1 è �0y1 âñòðå÷àþòñÿîäèíàêîâî ÷àñòî è ïðè �0x1 � �0y1 ó÷àñòêè ñ �0x1 âíî�ñÿò â ñîïðîòèâëåíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëûé âêëàä.Ïðè ïðîèçâîëüíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó �0x1 è �0y1äëÿ óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïóòåé ïðîòåêàíèÿ áó�äåì èìåòü 12  1�0x1 + 1�0y1! ; (76)308



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 2, 2010 Ïðîâîäèìîñòü äâóìåðíîé ìîäåëè : : :òàê ÷òî âìåñòî �îðìóëû (75) ïîëó÷èì� ! 0: �0xe � �0ye � 2 �0x1�0y1�0x1 + �0y1 A� t: (77)Äëÿ èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ (�0x1 = �0y1 = �01) èç �îð�ìóëû (77) ñëåäóåò (74), à ïðè �0x1 � �0y1 � �îðìó�ëà (75).Ïîäñòàíîâêà â (77) âûðàæåíèé (68) ñ ïàðàìåòðîì èç (67) äàåò� ! 0: �0xe � �0ye � �1A sin 2�� t: (78)Íàêîíåö, èç ðàâåíñòâ (69) ñ ó÷åòîì �îðìóë (78) äëÿf� = ��e=�1 íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî� ! 0: fx � 2A sin2 �� t; fy � 2A os2 �� t (79) � èç (74). Âûðàæåíèÿ (79) îòëè÷àþòñÿ îò (65) çà�ìåíîé � íà 2A� t.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ1. Ïóñòü â èçîòðîïíîé ñðåäå ïðîâîäèìîñòè �1èìååòñÿ âêëþ÷åíèå (ïðîâîäèìîñòè �2) ïðîèçâîëüíîé�îðìû, íàõîäÿùååñÿ âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ýëåê�òðè÷åñêîì ïîëå íàïðÿæåííîñòè E0. Âäàëè îò âêëþ�÷åíèÿ àñèìïòîòèêà ïîòåíöèàëà '(r) â äâóìåðíîìñëó÷àå èìååò âèär !1 : '(r) � �E0 � r+ 2 prr2 + : : : ; (A.1)ãäå p = �̂E0; �̂ = ��xx �xy�xy �yy�: (A.2)Çäåñü �̂ � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð äèïîëüíîé ïîëÿ�ðèçóåìîñòè âêëþ÷åíèÿ. Âû÷èñëèâ Ex = ��'=�xè Ey = ��'=�y ñ èñïîëüçîâàíèåì (A.1), íàéäåìàñèìïòîòèêó ïðîèçâîäíîé êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà�0(z) = �Ex+ iEy (ãäå z = x+ iy), îòêóäà ïîëó÷àåì(z !1)�(z) � � (E0x � iE0y) z ++2�xxE0x+i�xy (E0x�iE0y)+i�yyE0yz + : : : (A.3)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êðóãîâîãî âêëþ÷åíèÿ ðàäèóñàR ìîæåò áûòü íàéäåíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ êîì�ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ýòîé çàäà÷è, ñïðàâåäëèâîå âîâñåé âíåøíåé îáëàñòè:jzj � R : �(z) = � (E0x � iE0y) z ��R2 �1 � �2�1 + �2 E0x + iE0yz : (A.4)

Íèæå ïîíàäîáèòñÿ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë äëÿ êðó�ãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ �2 = 0è �2 =1, èìåþùèé ñëåäóþùèé âèä:jzj � 1: �(z) = � (u0x�iu0y) z��u0x+iu0yz ; (A.5)ãäå � = +1 äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîãî âêëþ÷åíèÿ è � == �1 äëÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî. Â �îðìóëå (A.5)u0 = (u0x; u0y) � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè�÷åñêîãî ïîëÿ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç w = w(z) �óíêöèþ, êîí�îðìíîîòîáðàæàþùóþ âíåøíîñòü èñõîäíîãî âêëþ÷åíèÿ íàâíåøíîñòü êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Àñèìïòîòè÷å�ñêîå âûðàæåíèå äëÿ w(z) â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèäz !1 : w(z) � zC + Dz + � � � (A.6)Â ðàçëîæåíèè (A.6) îïóùåíî íåñóùåñòâåííîå äëÿäàëüíåéøåãî ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå. Êîíñòàíòû C èD, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíû:C = C 0 + iC 00; D = D0 + iD00: (A.7)Ñîãëàñíî �îðìóëå (A.6) ïðåîáðàçîâàíèå w == w(z) àñèìïòîòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ñëåäî�âàòåëüíî, â ïëîñêîñòè w, êàê è â ïëîñêîñòè z, ïîëåíà áåñêîíå÷íîñòè îäíîðîäíî. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâó�þùèé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ýòîé çàäà÷è â ïëîñ�êîñòè w èìååò âèä (A.5) ñ çàìåíîé z ! w:jwj � 1: �(w) = � (u0x � iu0y)w �� � u0x + iu0yw : (A.8)Èñêîìûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë �(z) ñëåäóåò èç(A.8) ïðè ïîäñòàíîâêå �óíêöèè w = w(z).Ïîòåíöèàë îäíîðîäíîãî ïîëÿ â ïëîñêîñòè z äîë�æåí èìåòü âèä � (E0x � iE0y) z, òàê ÷òî èç (A.8) è(A.6) çàêëþ÷àåì, ÷òîu0x � iu0y = C (E0x � iE0y) : (A.9)Ïîäñòàâëÿÿ (A.9) è (A.6) â (A.8) è ñðàâíèâàÿ ñ àñèì�ïòîòèêîé (A.3), íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþ�ùèõ òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè �̂:�xx = �12 ��jCj2 + C 0D0 � C 00D00� ; (A.10)�yy = �12 ��jCj2 � C 0D0 + C 00D00� ; (A.11)�xy = �12 (C 0D00 + C 00D0) : (A.12)Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (A.10)�(A.12) äëÿ äèýëåêòðè�÷åñêîãî (d) âêëþ÷åíèÿ ïðè � = +1 è äëÿ èäåàëüíîïðîâîäÿùåãî (s) ïðè � = �1 ïîêàçûâàåò, ÷òî�(s)xx = ��(d)yy ; �(s)yy = ��(d)xx ; �(s)xy = �(d)xy : (A.13)309
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�èñ. 2. Êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè ïåðåìåííîé w = u+ iv
θ

x

y

A

B

D

C

z

�èñ. 3. Âêëþ÷åíèå (¾öàðàïèíà¿) â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z = x+ iyÑîîòíîøåíèÿ (A.13) ñïðàâåäëèâû â äâóìåðíîì ñëó�÷àå äëÿ âêëþ÷åíèé ïðîèçâîëüíîé �îðìû.2. Ôóíêöèÿ z = a2 w2 � e�2i�w (A.14)êîí�îðìíî îòîáðàæàåò âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðó�ãà (ðèñ. 2) íà âíåøíîñòü îòðåçêà ïðÿìîé äëèíû 2a,èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3. Ïðè ýòîì òî÷êå wA = ie�i�îòâå÷àåò zA = iae�i�, òî÷êå wB = �e�i� ñîîòâåòñòâó�åò zB = 0 è ò. ä.

Íàõîäÿ èç ðàâåíñòâà (A.14) àñèìïòîòèêó �óíê�öèè w(z) è ñðàâíèâàÿ ñ (A.6), ïîëó÷àåìC = a2 ; D = a2 e�2i�: (A.15)Ïîýòîìó äëÿ òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè íåïðîíèöàå�ìîé öàðàïèíû èç (A.10)�(A.12) ñ ó÷åòîì (A.15) íà�õîäèì̂�d = �a24 � os2 � � sin � os �� sin � os � sin2 � �: (A.16)Ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè èäåàëüíîïðîâîäÿùåé öàðàïèíû íàõîäÿòñÿ èç (A.16) ïî ñîîò�íîøåíèÿì (A.13).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. S. Kirkpatrik, Rev. Mod. Phys. 45, 574 (1973). (Ïåð.â ñá. Òåîðèÿ è ñâîéñòâà íåóïîðÿäî÷åííûõ ìàòåðè�àëîâ, Ìèð, Ìîñêâà (1977).)2. Á. È. Øêëîâñêèé, À. Ë. Ý�ðîñ, ÓÔÍ 117, 401(1975).3. A. L. Efros and B. I. Shklovskii, Phys. Stat. Sol. B 76,475 (1976).4. J. Bernasoni, Phys. Rev. B 9, 4575 (1974).5. B. I. Shklovskii, Phys. Stat. Sol. B 85, K111 (1978).6. Á. È. Øêëîâñêèé, Ïèñüìà â ÆÒÔ 7, 1312 (1981).7. C. J. Lobb, D. J. Frank, and M. Tinkham, Phys. Rev.B 23, 2262 (1981).8. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÝÒÔ 82, 2053 (1982).9. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÔÒÒ 27, 2375 (1985).10. I. Balberg and N. Binenbaum, Phys. Rev. B 28, 3799(1983).11. W. J. Boudville and T. C. MGill, Phys. Rev. B 39,369 (1989).12. J. Tobohnik, M. A. Dubson, and M. L. Wilson, Phys.Rev. A 40, 5370 (1989).13. K. H. Han, J. O. Lee, and Sung-Ik Lee, Phys. Rev.B 44, 6791 (1991).14. B. Ya. Balagurov and G. A. Vinogradov, Composites:Part A 37, 1805 (2006).15. G. E. Pike and C. H. Seager, Phys. Rev. B 10, 1421(1974).16. Ì. Êåíäàëë, Ï. Ìîðàí, �åîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíî�ñòè, Íàóêà, Ìîñêâà (1972).17. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Ýëåêòðîäèíàìèêàñïëîøíûõ ñðåä, Íàóêà, Ìîñêâà (1992).18. Á. ß. Áàëàãóðîâ, ÆÒÔ 52, 850 (1982).310


