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Î ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÈ ÍÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÅÉ ÝÍÅ��Èß-Â�ÅÌß¾Ï�ÈËÅÒÀ¿ ÔÎÒÎÍÀÑ. Í. Ìîëîòêîâ *Èíñòèòóò �èçèêè òâåðäîãî òåëà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÀêàäåìèÿ êðèïòîãðà�èè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè,Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè,Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119899, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 èþíÿ 2008 ã.Ïîëó÷åíà íèæíÿÿ ãðàíèöà ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ýíåðãèÿ-âðåìÿ ¾ïðèëåòà¿ äëÿ �îòîíà.PACS: 03.70.+k, 03.50.De, 03.65.PmÂîïðîñ îá èçìåðåíèè âðåìåíè â êâàíòîâîé ìåõà�íèêå èìååò äàâíþþ èñòîðèþ (ñì., íàïðèìåð, [1�7℄).Â îòëè÷èå îò íàáëþäàåìûõ � ýíåðãèè, èìïóëüñà, êî�îðäèíàòû è ò. ä., � êîòîðûì â êâàíòîâîé ìåõàíèêåñîïîñòàâëÿþòñÿ ýðìèòîâû îïåðàòîðû, âðåìÿ ÿâëÿåò�ñÿ íå äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, à ïàðàìåòðîì. Îä�íàêî äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî íå ñëóæèò ïðåïÿòñòâè�åì äëÿ èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðà âðåìåíè. Ñóùåñòâóåòäàæå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîöåäóð èçìåðåíèÿâðåìåíè. �åçóëüòàòîì ëþáîé ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿâðåìåíè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèåðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå âðåìåíðåãèñòðàöèè ñîáûòèé. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èç�ìåðåíèå âðåìåíè, îáëàäàþùåå åñòåñòâåííûì ñâîé�ñòâîì êîâàðèàíòîñòè. Ïóñòü ðåãèñòðèðóþòñÿ êâàí�òîâûå ñîñòîÿíèÿ �(t0), ïðèãîòîâëåííîå â ìîìåíò âðå�ìåíè t0, è �(t1), îòëè÷àþùååñÿ îò �(t0) òîëüêî ìîìåí�òîì ïðèãîòîâëåíèÿ. Ñîñòîÿíèÿ ñâÿçàíû ñäâèãîì âîâðåìåíè:�(t1) = Û(t1 � t0)�(t0)Û�1(t1 � t0); (1)ãäå Û(t) � îïåðàòîð ýâîëþöèè (ñäâèãà âî âðåìåíè).Íàñ èíòåðåñóåò ìîìåíò íàñòóïëåíèÿ íåêîòîðîãîñîáûòèÿ, íàïðèìåð, ðåãèñòðàöèè �îòîíà áûñòðûì*E-mail: molotkov�issp.a.ru

(øèðîêîïîëîñíûì) �îòîäåòåêòîðîì1). Â ýòîì ñëó�÷àå ïðîñòðàíñòâîì ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ ðå�ãèñòðàöèè. Ñâÿçü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàäïðîñòðàíñòâîì ðåçóëüòàòîâ (âðåìåí ðåãèñòðàöèè) èñîñòîÿíèåì êâàíòîâîé ñèñòåìû äàåòñÿ ïîëîæèòåëü�íîé îïåðàòîðíîçíà÷íîé ìåðîé [9; 10℄. Êàæäîìó ïîä�ìíîæåñòâó ïðîñòðàíñòâà ðåçóëüòàòîâ �t 2 (�1;1)ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîðM(�t), òà�êîé ÷òîM([�it) =Xi M(�it); �it \�jt = ;: (2)Óñëîâèå íîðìèðîâêè � ðàâåíñòâî åäèíèöå ïîëíîéâåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé âî âñåì ïðîñòðàí�ñòâå ðåçóëüòàòîâ � äàåòM(�(�1;1)) = I: (3)Óñëîâèå êîâàðèàíòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ñäâèã íà÷àëàîòñ÷åòà âî âðåìåíè â ïðîöåäóðå ïðèãîòîâëåíèÿ êâàí�òîâîãî ñîñòîÿíèÿ äîëæåí ïðèâîäèòü ê ñîîòâåòñòâóþ�ùåìó ñäâèãó â ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé. Èíà÷åãîâîðÿ,1) Ïðèãîòîâëåíèå ñîñòîÿíèé â ìîìåíòû t0 ëèáî t1 ìîæåòïðîèñõîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèãîòîâëåíèåì óçêîãî ïîâðåìåíè ñîñòîÿíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî ñ øèðîêèì ñïåêòðîì) âìîìåíòû t0 è t1 ñ ïîñëåäóþùèì ïðîïóñêàíèåì ÷åðåç ÷àñòîò�íûé �èëüòð (ñïåêòðîìåòð) ñ ïîäõîäÿùåé ñïåêòðàëüíîé �îð�ìîé àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî îïèñàíî â ðàáîòå [8℄.3 ÆÝÒÔ, âûï. 1 33



Ñ. Í. Ìîëîòêîâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009Û(t1�t0)M(�t)Û�1(t1�t0) =M(�t�(t1�t0)): (4)Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòà â èí�òåðâàëå âðåìåíè (t; t+ dt) ðàâíà Prfdtg. Ôîðìà ðàñ�ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿ�íèÿ �(t0), à ñàìè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé �(t0)è �(t1) ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ñäâèãîì âî âðåìåíè íàâåëè÷èíó t1 � t0. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå t è äèñïåðñèþâðåìåíè ðåãèñòðàöèè: �2t = (�t)2 = (t� t)2. Ïðèýòîì âûáîðîì íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè âñåãäà ìîæíîñäåëàòü òàê, ÷òî t = 0 äëÿ ñîñòîÿíèÿ �(t0). Â äàëü�íåéøåì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òît = 0. Äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ âðåìåíðåãèñòðàöèè èìååì(�t)2 = 1Z�1 (t� t)2Prfdtg: (5)Èçìåðåíèå ýíåðãèè2) íà ñîñòîÿíèè �(t0) äàåò ðàñ�ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïî ýíåðãèè. Ïóñòü âåðîÿò�íîñòü ðåãèñòðàöèè ýíåðãèè â èíòåðâàëå ("; " + d")ðàâíà Prfd"g. Äëÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå ìî�æåò áûòü âû÷èñëåíî ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè " èäèñïåðñèÿ: �2" = (�")2 = ("� ")2. Îòìåòèì, ÷òîñäâèãîì íà÷àëà îòñ÷åòà ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèèíåëüçÿ ñäåëàòü ðàâíûì íóëþ, ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ(ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà) îãðàíè÷åíà ñíèçó. Äàëåå áó�äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýíåðãèÿ " 2 [0;1).Äëÿ äèñïåðñèè ýíåðãèè ïîëó÷àåì(�")2 = 1Z0 ("� ")2Prfd"g: (6)Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íèæíÿÿ ãðàíèöàïî âñåâîçìîæíûì âõîäíûì ñîñòîÿíèÿì � ñîîòíî�øåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ýíåðãèÿ-âðåìÿ ¾ïðèëåòà¿äëÿ �îòîíà: 
 = minf�g n(�")2 (�t)2o : (7)Íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíî÷àñòè÷íûå ñî�ñòîÿíèÿ áåçìàññîâîãî ñâîáîäíîãî êâàíòîâàííîãî ïî�ëÿ (�îòîíîâ). Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ïîðîæäàþòñÿ äåé�ñòâèåì íà âàêóóìíûé âåêòîð ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ(îáîáùåííûõ �óíêöèé ñ îïåðàòîðíûìè çíà÷åíèÿ�ìè) [11℄: y(x̂) = 1p2� Z dk̂ Æ(k̂2)�(k0)eik̂x̂ay(k̂); (8)2) Òàêîå èçìåðåíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïåêòðîìåòðàè äåòåêòîðà.

k̂ = (k; k0); x̂ = (x; t);k̂ = dk dk0; k̂x̂ = kx� k0t:Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿ�þò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì[a(k̂); ay(k̂0)℄ = k0Æ(k � k0): (9)Ôèçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ j i 2 H, ïðèíàäëåæà�ùèå ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé, îïðåäåëÿ�þòñÿ êàê ðåçóëüòàò ñãëàæèâàíèÿ îïåðàòîðíûõ îáîá�ùåííûõ �óíêöèé ñ îñíîâíûìè �óíêöèÿìè  (x̂) 22 
(x̂) ( y(x̂)j0i 2 
�(x̂) � îáîáùåííûå ñîáñòâåííûåâåêòîðû, íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû íàä
(x̂), 
(x̂) � H � 
�(x̂) � îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâîïðîñòðàíñòâî [11; 12℄).Äàëåå èìååìj i = Z dx̂  (x̂) y(x̂)j0i == Z dk̂  (k̂)Æ(k̂2)�(k0)ay(k̂)j0i == 1Z�1 dkk0  (k; k0 = jkj)jk̂i; (10)jk̂i = ay(k̂)j0i; hk̂jk̂0i = k0Æ(k � k0); (k̂) = Z dx̂  (x̂)e�ik̂x̂:Çäåñü dk=k0 � ëîðåíö-èíâàðèàíòíûé îáúåì èíòåãðè�ðîâàíèÿ. Âêëàä â �èçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå j i äàþòçíà÷åíèÿ àìïëèòóäû  (k; k0 = jkj) íà ìàññîâîé ïî�âåðõíîñòè.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèÿ (ïàêåòû), ðàñ�ïðîñòðàíÿþùèåñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ñîñòî�ÿíèé áåçìàññîâîãî ïîëÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñ òî÷íî�ñòüþ äî êîý��èöèåíòà ñîâïàäàþò: " = k0 = jkj = k.Äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé âêëàä â �óíêöèþ (10) äàþòëèøü âåêòîðû ñ k > 0, è àìïëèòóäà  (k; k) îòëè÷íàîò íóëÿ ïðè k > 0.Èçìåðåíèå ýíåðãèè äàåòñÿ ðàçëîæåíèåì åäèíèöûâ îäíî÷àñòè÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé:I = 1Z�1 dkk0 jk̂ihk̂j = 1Z�1 M(d");M(d") = j"ih"jd"; j"i = jk̂ipk0 : (11)Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãîïîëÿ èìååò ìåñòî ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåĤ = 1Z0 "M(d"); (12)34



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009 Î ñîîòíîøåíèè íåîïðåäåëåííîñòåé : : :ãäå M(d") � ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâî îðòîãîíàëü�íûõ ïðîåêòîðîâ.Ñâÿçü ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé èñïåêòðàëüíûì ñåìåéñòâîì ïðîåêòîðîâ äàåòñÿ ñëåäó�þùèì ñîîòíîøåíèåì:Prfd"g = TrfM(d")j ih jg = j (k; k)j2 dkk == jf(")j2d"; f(") =  (k; k)pk : (13)Çäåñü Prfd"g� âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ýíåð�ãèè â èíòåðâàëå ("; "+ d") ïðè èçìåðåíèè ñîñòîÿíèÿ� = j ih j. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè è ñðåäíåêâà�äðàòè÷íîå îòêëîíåíèå â ñîñòîÿíèè � ðàâíû" = 1Z0 "Prfd"g = 1Z0 "jf(")j2d";(�")2 = 1Z0 ("� ")2Prfd"g; "2 = 1Z0 "2Prfd"g: (14)�àññìîòðèì òåïåðü èçìåðåíèå ïîëîæåíèÿ ÷àñòè�öû, êîòîðîå äëÿ ñîñòîÿíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîäíîì íàïðàâëåíèè (k > 0), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå�íî â âèäå ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû:I = 1Z�1 d�2� 0� 1Z0 dkpk e�ik� jk̂i1A0� 1Z0 dk0pk0 hk̂0jeik0�1A == 1Z�1 d�2� 0� 1Z0 d"e�i"� j"i1A0� 1Z0 d"0h"0jei"0�1A == 1Z�1 M(d�); (15)ãäå � = x� t.Â äàííîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíîå ñåìåéñòâîM(d�)ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé îïåðàòîðíîçíà÷íîé ìåðîé,à íå îðòîãîíàëüíûìè ïðîåêòîðàìè. Ïðè ïîìîùèäàííîãî ñåìåéñòâà ìîæíî ââåñòè ïîëîæèòåëüíûéìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð âðåìåíè (ñì.ïîäðîáíîñòè â ðàáîòå [8℄)T̂ = 1Z�1 �M(d�): (16)Èçìåðåíèå êîîðäèíàòû x ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè èçìå�ðåíèåì âðåìåíè ñðàáàòûâàíèÿ t. Áîëåå òî÷íî, ïðî�ñòðàíñòâîì ðåçóëüòàòîâ ðåàëüíî ÿâëÿåòñÿ íå x èëè

t ïî îòäåëüíîñòè, à èõ ðàçíîñòü � . �àçëîæåíèå åäè�íèöû (15) ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì îïèñàíèåì ïðèáî�ðà, êîòîðîå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì. Åñëè ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâîì ðåçóëü�òàòîâ x, òî èçìåðåíèå ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàñïðå�äåëåííûé ïî x ïðèáîð, êîòîðûé âûäàåò ñëó÷àéíûéðåçóëüòàò â îäíîé òî÷êå (x; x+ dx) â ìîìåíò t. Åñëè�èêñèðîâàòü x, òî èçìåðåíèå îïèñûâàåò ëîêàëüíûéïî x ïðèáîð, ðàáîòàþùèé â æäóùåì ðåæèìå, êîòî�ðûé âûäàåò ðåçóëüòàò â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè(t; t + dt). Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îïåðàòîðíîçíà÷�íàÿ ìåðà M(d�) â (15) çàâèñèò ëèøü îò ðàçíîñòè� = x � t, âûðàæàåò òîò �àêò, ÷òî åñëè ðåçóëüòàò ñêàêîé-òî âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â òî÷êåx â ìîìåíò âðåìåíè t, òî ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ îíìîæåò áûòü ïîëó÷åí â äðóãîé òî÷êå x0, íî â ìîìåíòâðåìåíè t0 = x0 � x+ t.Ñâÿçü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ ïîëó÷å�íèÿ ðåçóëüòàòà â èíòåðâàëå âðåìåíè (�; �+d�) è îïå�ðàòîðíûìè ìåðàìè (11), (12) äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåìPrfd�g = TrfM(d�)j ih jg = jf(�)j2d�;f(�) = 1Z0 dkpk (k; k)e�ik� = 1Z0 d"f(")e�i"� : (17)Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî f(�) ïî ñóòè ñîâïàäà�åò ñ âîëíîâîé �óíêöèåé Ëàíäàó �Ïàéåðëñà â êîîð�äèíàòíî-âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè [13℄.Åñòåñòâåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ �óíê�öèè f(") ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå f(" = 0) = 0. Ñîîòâåò�ñòâåííî, f(" = 1) = 0. Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåòîòñóòñòâèå �îòîíîâ ñ íóëåâîé (÷àñòîòîé) ýíåðãèåé.Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå âðåìåíè ðåãè�ñòðàöèè ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè " = 0 ìî�æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå(��)2 = 1Z�1 �2jf(�)j2d� = 1Z0 1Z0 d" d"0f(")f�("0)�� 1Z�1 �2ei("�"0)�d� = 1Z0 ����df(")d" ����2 d": (18)Äàëüíåéøàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñî�ñòîÿíèÿ j i (f(")), íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóìñëåäóþùåãî �óíêöèîíàëà ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëî�âèåì íîðìèðîâêè ñîñòîÿíèÿ:35 3*
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(f) = 0� 1Z0 ����df(")d" ����2 d"1A��0� 1Z0 ("2 � "2)jf(")j2d"1A ;h j i = 1Z0 jf(")j2d" = 1: (19)
Âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëàÆ
(f)=Æf = 0 (20)ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãîïîðÿäêà äëÿ f("):d2f(�)d�2 +�� + 12 � �24 � f(�) = 0;� = � 4ab� 2�1=4 ("� );� + 12 =pa(b� 2); (21)ãäå a = 1Z0 ����df(")d" ����2 d"; b = 1Z0 "2jf(")j2d"; = 1Z0 "jf(")j2d"; 1Z0 jf(")j2d" = 1; (22)à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä f(" = 0) = 0,f(" =1) = 0.Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà (19)ðåøàëàñü äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â ýëåãàíòíîé,íî ìàëîèçâåñòíîé ðàáîòå Ìàéåðà è Ëåîíòîâè÷à [14℄åùå â 1934 ã. (ñì. òàêæå [15℄). ×èñëåííî çíà÷åíèå�óíêöèîíàëà â ìèíèìóìå áûëî íàéäåíî â ðàáî�òå [16℄: p
min = 0:2951 : : : Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèã�íàëîâ �óíêöèÿ f(!) äîëæíà áûòü ÷åòíîé �óíêöèåé÷àñòîòû, ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèé ñèãíàëf(t) = 1Z�1 f(!)e�i!td!äîëæåí îïèñûâàòüñÿ âåùåñòâåííîé �óíêöèåé. Ýòîâîçìîæíî, åñëè f(!) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé ÷àñ�òîòû. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè ! = 0 âðàáîòå [16℄ èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèådf(!)d! ����!=0 = 0:

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿâòîðîãî ïîðÿäêà f(! = 0) 6= 0.�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (21) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè Âå�áåðà (ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà) [17℄:f(") = D�� 12  r2a�  "�r2�2a !! ;� =pa(b� 2) = p
: (23)Íóëè �óíêöèè Âåáåðà ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî âèíòåðâàëå j�j < 2p� [17℄, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëî�âèÿ � îáðàùåíèÿ â íóëü ïðè íóëåâîé ýíåðãèè (" = 0,� = 2p�) � ïðèõîäèì ê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâíå�íèþ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ìèíèìóìû �óíêöèîíàëà:D�n�1=2(�2p�n) = 0; p
n = �n; (24)ãäå n � íîìåð ìèíèìóìà. Îñíîâíîé ìèíèìóì èìååòìåñòî ïðè n = 0.Ôóíêöèÿ Âåáåðà èìååò n+1 íóëåé ïðè " 2 [0;1),âêëþ÷àÿ íóëü ïðè " = 0. Êîíñòàíòà an îïðåäåëÿåòñÿèç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Çíà÷åíèå ìèíèìóìà �óíê�öèîíàëà ðàâíî p
0 = 0:6715 : : : Îñòàëüíûå ìèíèìó�ìû äàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì p
n = 0:6715 : : :+ n. �àñ�ñ÷èòàííûå ÷èñëåííî �óíêöèèD�n�1=2(��2p�n) äëÿíåñêîëüêèõ ïåðâûõ çíà÷åíèé n ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû �óíêöèè âî âðåìåííîì ïðåäñòàâ�ëåíèè.Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî ìîæíî ìèíèìèçèðî�âàòü ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé êîîðäèíà-òà-èìïóëüñ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ìèíèìèçàöèèïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîìó óðàâíåíèþ ñ öåëûìèçíà÷åíèÿìè èíäåêñà � = n� 1=2, à �óíêöèè Âåáåðàñîâïàäàþò ñ âîëíîâûìè �óíêöèÿìè ãàðìîíè÷åñêîãîîñöèëëÿòîðà. Êàê èçâåñòíî, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ãàð�ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, îòâå÷àþùàÿ îñíîâíîìóñîñòîÿíèþ n = 0 ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé �óíêöèåéêîîðäèíàòû è ìèíèìèçèðóåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäå�ëåííîñòåé êîîðäèíàòà-èìïóëüñ. Âîëíîâûå �óíêöèèâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé îòâå÷àþò áîëåå âûñîêèìëîêàëüíûì ìèíèìóìàì. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿâîëíîâîé �óíêöèè äëÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäå�ëåííîñòåé êîîðäèíàòà-èìïóëüñ ñâîäÿòñÿ ëèøü êîáðàùåíèþ â íóëü ïðè x = �1, â îòëè÷èå îòñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ýíåðãèÿ-âðåìÿ.Ñîñòîÿíèå ñ íóëåâîé ïðîèçâîäíîé â íóëå áëèæåê ãàóññîâîìó ñîñòîÿíèþ, ïîýòîìó çíà÷åíèå ìèíè�ìóìà �óíêöèîíàëà (0.2951) îêàçûâàåòñÿ áëèæåê ìèíèìóìó ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿêîîðäèíàòû-èìïóëüñà, ðàâíîìó 0.25.Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîäõîäÿò äëÿ êëàññè÷åñêîãîñèãíàëà, íàïðèìåð, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ êëàññè÷å�36
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâûõ �óíêöèé jD�n�1=2(�)j2, ãäå D�n�1=2(�) = 1R0 D�n�1=2(�� 2p�n )�� e�i��d�, äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ çíà÷åíèé n, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: f(0) = 0 (à), df(")d" ����"=0 = 0 (á )ñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Â ýòîì ñëó÷àå �óíê�öèÿ f(�), ãäå � = x� t, ïîä÷èíÿåòñÿ âîëíîâîìó óðàâ�íåíèþ � �2�t2 � �2�x2� f(�) = 0:Åñòåñòâåííûì óñëîâèåì äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî�ñòè f(!) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå f(! = 0) = 0. Óñëîâèåæå dd!f(!)j!=0 = 0;õîòÿ �îðìàëüíî è âîçìîæíî, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåò�ñÿ íå �èçè÷åñêèì, ïîñêîëüêó îíî äàåò f(! = 0) 6= 0,
÷òî îçíà÷àåò ïðèñóòñòâèå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåéñèãíàëà íà íóëåâîé �óðüå-ãàðìîíèêå.Ñïåöè�èêà ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåéýíåðãèÿ-âðåìÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýíåðãèÿ çàäàíà íàïîëóîñè [0;1). Ñ ýòèì æå îáñòîÿòåëüñòâîì òåñíîñâÿçàí �àêò ¾íåëîêàëèçóåìîñòè¿ áåçìàññîâîãî ïîëÿ(�îòîíîâ). Èç-çà òîãî ÷òî àìïëèòóäà ñîñòîÿíèéçàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè(îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ  (k; k0) êàê �óíêöèè äâóõïåðåìåííûõ íå ïðè ïðîèçâîëüíûõ k è k0, à òîëüêîïðè k0 = k), îíà îêàçûâàåòñÿ âñåãäà îòëè÷íîé îò íó�ëÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå (âíå îáëàñòè ñêîëü óãîäíî37



Ñ. Í. Ìîëîòêîâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ðàçìåðà, ò. å. ëþáîãî êîì�ïàêòà [18; 19℄). Ôàêò íåëîêàëèçóåìîñòè ñîñòîÿíèéâ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ èçâåñòåí äàâíî (ñì. �è�çè÷åñêîå îáñóæäåíèå äàííîãî âîïðîñà, íàïðèìåð, âðàáîòå [20℄). Â äàííîì ñëó÷àå íåëîêàëèçóåìîñòü ìî�æåò áûòü ÿâíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíà êàê ñëåäñòâèåòåîðåìû Âèíåðà �Ïýëè [21℄. Äëÿ íîðìèðîâàííîé�óíêöèè  ("), 1Z0 d"j (")j2 = 1;ðàâíîé íóëþ íà ïîëóîñè " � 0, íî íå ðàâíîé íóëþòîæäåñòâåííî, äîïóñòèìàÿ ñòåïåíü óáûâàíèÿ â ïðî�ñòðàíñòâå åå �óðüå-îáðàçà  (�) (� = x� t) íà áåñêî�íå÷íîñòè äèêòóåòñÿ ñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëà1Z�1 ln j (�)j1 + �2 d� <1:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà  (�) íå ìîæåò óáû�âàòü äàæå ýêñïîíåíöèàëüíî (íå ãîâîðÿ î òîì, ÷òîáûáûòü ðàâíîé íóëþ âíå êîìïàêòà), ïîñêîëüêó â ýòîìñëó÷àå, åñëè j (�)j / exp (��j� j), òî èíòåãðàë ðàñ�õîäèòñÿ. Îäíàêî àìïëèòóäà ìîæåò óáûâàòü ñêîëüóãîäíî áëèçêî ê ýêñïîíåíòå ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì� > 0, j (�)j / exp (��j� j= ln(ln : : : j� j)):Ïîäîáíîé ñòåïåíè ëîêàëèçàöèè �îòîííîãî ïîëÿìîæíî äîáèòüñÿ è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå [22℄, õîòÿäîëãîå âðåìÿ ïîñëå ðàáîòû Íüþòîíà è Âèãíåðà [23℄ñ÷èòàëîñü, ÷òî íàèáîëåå áûñòðîå óáûâàíèå â ïðî�ñòðàíñòâå ìîæåò áûòü ëèøü ñòåïåííûì ñî ñòåïåíüþ7/2.Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íèæíèåãðàíèöû äëÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ýíåð�ãèÿ-âðåìÿ ¾ïðèëåòà¿:q(�")2 (�t)2jf(0)=0 = 0:6715 : : : ;q(�")2 (�t)2j df(")d" j"=0=0 = 0:2951 : : : (25)Äëÿ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ áåçìàññîâî�ãî ïîëÿ (�îòîíîâ) äîëæíî èìåòü ìåñòî ïåðâîå ñî�îòíîøåíèå â �îðìóëå (25), ïîñêîëüêó ïðè íóëåâîéýíåðãèè f(0) = 0, óñëîâèå æå ñ íóëåâîé ïðîèçâîäíîé,ïî-âèäèìîìó, íå ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêèì.Îñíîâíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó ãðàíè÷íîãî óñëî�âèÿ f(0) = 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå. Âåê�òîð ñîñòîÿíèÿ f(") åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �îòîí

îáëàäàåò èìïóëüñîì (k = !, ãäå ïîëîæåíî  = 1),ëåæàùèì â èíòåðâàëå dk. Íåíóëåâîå çíà÷åíèå âåðî�ÿòíîñòè ïðè k = ! = 0 îçíà÷àëî áû, ÷òî èìååòñÿñòàòè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëèòó�äû jf(!)j2 ïðîïîðöèîíàëåí ïëîòíîñòè ýíåðãèè (ñóì�ìå êâàäðàòîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé),íåíóëåâîå çíà÷åíèå f(!) ïðè k = ! = 0 îçíà÷àëîáû òàêæå ïðèñóòñòâèå ñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãîè ìàãíèòíîãî ïîëåé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå3).Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå�äåëåííîñòåé (25) ÿâëÿþòñÿ ëîðåíö-èíâàðèàíòíûìè,ò. å. îäèíàêîâûìè â ëþáûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõîòñ÷åòà, â ÷åì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, åñëè ñäåëàòüïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ êîîðäèíàò x � t èñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âåêòîðà ñî�ñòîÿíèÿ (10).Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü Àêàäåìèè êðèïòîãðà��èè �Ô çà ïîääåðæêó. �àáîòà âûïîëíåíà ïðè÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò�08-02-00559). Âûðàæàþ òàêæå áëàãîäàðíîñòüÑ. Ï. Êóëèêó è Ñ. Ñ. Íàçèíó çà ïîëåçíûå îáñóæäå�íèÿ. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. W. Heisenberg, Z. Phys. 60, 56 (1927).2. Í. Áîð, Èçáðàííûå íàó÷íûå òðóäû, ò. 2, Íàóêà,Ìîñêâà (1971).3. Í. Ñ. Êðûëîâ, Â. À. Ôîê, ÆÝÒÔ 17, 93 (1947).4. E. P. Wigner, in Aspets of Quantum Theory, ed. byA. Salam and E. P. Wigner, Cambridge Univ. Press,Mass. (1972), p. 237.5. Ë. È. Ìàíäåëüøòàì, È. Å. Òàìì, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�,ñåð. �èç., 9, 122 (1945).6. Y. Aharonov and D. Bohm, Phys. Rev. 122, 1649(1961); Y. Aharonov and J. L. Safko, Ann. Phys. 91,279 (1975).7. Â. À. Ôîê, ÆÝÒÔ 42, 1135 (1962).8. Ñ. Í. Ìîëîòêîâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 80, 576 (2004).3) Èíòåðåñíî îòìåòèòü àíàëîãèþ ñ àêóñòè÷åñêèìè �îíîíà�ìè â òâåðäîì òåëå, êîòîðûå òàêæå èìåþò ëèíåéíûé ñïåêòð.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ ïðè k = 0 äîëæíàáûòü ðàâíà íóëþ. Íåíóëåâàÿ àìïëèòóäà ïðè k = 0 �îðìàëü�íî îòâå÷àåò çà ïðèñóòñòâèå àêóñòè÷åñêèõ �îíîíîâ ñ íóëåâîé÷àñòîòîé (¾ñòàòè÷åñêèõ¿ �îíîíîâ), ÷òî îçíà÷àåò íàëè÷èå îä�íîðîäíîé äå�îðìàöèè ðåøåòêè.38
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