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ÌÍÎ�ÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÅ ÝÕÎ ËÎØÌÈÄÒÀÈ ÏÅ�ÅÌÅØÈÂÀÍÈÅ Â ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÑÈÑÒÅÌÑ ÏËÎÒÍÛÌ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÌ ÑÏÅÊÒ�ÎÌÂ. À. Áåíäåðñêèé a*, Ë. Í. �àê a, Å. È. Êàö b;aÈíñòèòóò ïðîáëåì õèìè÷åñêîé �èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿbÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì Ë. Ä. Ëàíäàó142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿInstitut Laue-Langevin38042, Grenoble Cedex 9, FraneÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 èþëÿ 2008 ã.Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû, ñâÿçàííîé ñ ðåçåðâóàðîì, îáëàäàþùèì ïëîòíûì äèñêðåòíûì ñïåê-òðîì, ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè ïðè äâóõ óïðîùàþùèõ óñëîâèÿõ, ïðåäëîæåííûõ Öâàíöèãîì [15℄: ñïåêòð ðå-çåðâóàðà ýêâèäèñòàíòåí è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñâÿçè ñèñòåìû ñî âñåìè óðîâíÿìè ðåçåðâóàðà îäèíàêîâû.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîäåëèðóåò óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè âûäå-ëåííîãî êîëåáàíèÿ (ñèñòåìû), âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ êîëåáàòåëüíûì ñïåêòðîì íàíî÷àñòèöû (ðåçåðâóà-ðîì). Ïîêàçàíî, ÷òî â êàæäîì öèêëå âîçâðàòà âîçíèêàåò ýõî Ëîøìèäòà, ÷èñëî êîìïîíåíò êîòîðîãî ðàâíîíîìåðó öèêëà. Ïðè êðèòè÷åñêîì íîìåðå öèêëà êîìïîíåíòû ñîñåäíèõ öèêëîâ ïåðåìåøèâàþòñÿ, òàê ÷òî äè-íàìèêà ñèñòåìû èç ðåãóëÿðíîé ïðåâðàùàåòñÿ â ïîäîáíóþ ñòîõàñòè÷åñêîé: ñêîëü óãîäíî ìàëîå îãðóáëåíèåðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé èëè íåîïðåäåëåííîñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñóùåñòâóþùèå â ëþáîé ðåàëüíîé ñè-ñòåìå, âûçûâàþò ïîòåðþ âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé è ýâîëþöèåé ñèñòåìû è ïîòåðþ èíâàðèàíòíîñòè ê îáðàùåíèþ âðåìåíè. Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ïå-ðåìåøèâàíèÿ öèêëîâ ñ çàïóòûâàíèåì òðàåêòîðèé è ïåðåêðûâàíèåì ðåçîíàíñîâ â êëàññè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñïåðåìåøèâàíèåì. Ñâîéñòâà ìîäåëè ñîãëàñóþòñÿ ñ ìíîãîîáðàçèåì êèíåòè÷åñêèõ ðåæèìîâ êîëåáàòåëüíîéðåëàêñàöèè (îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäà äî èððåãóëÿðíûõ ñëàáî çàòóõàþùèõ îñöèëëÿöèé), íàéäåííûìâ ðàçëè÷íûõ îáúåêòàõ, îáùèì äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè óðîâíÿìèïîðÿäêà 1�10 ñì�1, êîãäà öèêëû âîçâðàòà ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè 10�13�10�11 ñ, èçó÷àåìîé ìåòîäàìè�åìòîñåêóíäíîé ñïåêòðîñêîïèè.PACS: 03.65.Ta, 03.65.Vf, 03.65.Yz1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑîâðåìåííàÿ �åìòîñåêóíäíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ îá�íàðóæèëà, ÷òî êîëåáàòåëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ (ðàñïàäïåðâîíà÷àëüíî ïðèãîòîâëåííîãî âîçáóæäåííîãî ñî�ñòîÿíèÿ âûáðàííîãî êîëåáàíèÿ, íàñåëåííîñòü êîòî�ðîãî ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê �óíêöèÿ âðåìåíè), êàê ïðà�âèëî, èìååò âèä èððåãóëÿðíûõ îñöèëëÿöèé, âìåñòîîæèäàåìîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäà. Íåîáû÷íàÿêèíåòèêà ðåëàêñàöèè íàáëþäàëàñü â âåñüìà ðàçíîîá�ðàçíûõ îáúåêòàõ, îò ïðîñòûõ ìîëåêóë âáëèçè ïîðîãà*E-mail: bender�ip.a.ru

äèññîöèàöèè [1�3℄ äî áîëüøèõ �îòîõðîìíûõ ìîëå�êóë â áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ [4�7℄ è íà ãðàíèöàõðàçäåëà [7; 8℄.Óêàçàííûé ý��åêò íå íàõîäèò ñâîåãî îáúÿñíå�íèÿ â ìîäåëÿõ ñèñòåìû (íàáëþäàåìîãî êîëåáàíèÿâ äàííîì ñëó÷àå), âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ðåçåðâó�àðîì (ñîâîêóïíîñòüþ äðóãèõ êîëåáàíèé) ïðè äî�ïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñïåêòð ðåçåðâó�àðà íåïðåðûâåí. Ýòè äåòàëüíî èçó÷åííûå ìîäåëèïðåäñêàçûâàþò ïåðåõîä îò êîãåðåíòíûõ îñöèëëÿöèéê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïàäó ñ óâåëè÷åíèåì ñèëûñâÿçè ñèñòåìû ñ ðåçåðâóàðîì [9�12℄. ×òîáû îáúÿñ�176



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009 Ìíîãîêîìïîíåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà : : :íèòü âîçíèêíîâåíèå îñöèëëÿöèé, áûëè ïðåäëîæåíûòàêæå ïîëóýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðåäïî�ëàãàëîñü, ÷òî ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóåò ïîìèìî ðå�çåðâóàðà ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, ñ îäíèì-äâóìÿñëàáî çàòóõàþùèìè êîëåáàíèÿìè [7; 13℄. Îäíàêî ýòèìîäåëè òàêæå íå ïîçâîëèëè îáúÿñíèòü âîçíèêíîâå�íèå èððåãóëÿðíûõ ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé. Îá�ùèì äëÿ èçó÷åííûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîñòüêîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà. Â îáëàñòè ÷àñòîò íîðìàëü�íûõ êîëåáàíèé 300�3000 ñì�1 ðàñïîëîæåíî ïîðÿäêà102�103 óðîâíåé ïðè ñðåäíåì ðàññòîÿíèè ìåæäó áëè�æàéøèìè óðîâíÿìè s ïîðÿäêà 10 ñì�1. Ýòî îáùååñâîéñòâî óêàçàííûõ âûøå ðàçíîîáðàçíûõ îáúåêòîâçàñòàâëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñëîæíàÿ êèíåòèêà ðå�ëàêñàöèè îáóñëîâëåíà äèñêðåòíîñòüþ êîëåáàòåëüíî�ãî ñïåêòðà ðåçåðâóàðà, ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ ñîçäàåòöèêëû âîçâðàòà ñ ïåðèîäîì T � s�1. Ïðè óêàçàííîìçíà÷åíèè s ïåðèîä öèêëîâ ëåæèò â îáëàñòè �åìòî�ñåêóíäíûõ èçìåðåíèé, òàê ÷òî èìåííî äèñêðåòíîñòüñïåêòðà ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé íàáëþäàåìîãî ý��åê�òà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èñõîäÿ èç ýòîãî ïðåäïîëî�æåíèÿ, ìû ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ñèñòå�ìû, ñâÿçàííîé ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Òàêàÿ çà�äà÷à, ê íàøåìó óäèâëåíèþ, îêàçàëàñü äî ñèõ ïîðíåðåøåííîé. Åå ðåøåíèå ïîëåçíî ïî äâóì ïðè÷è�íàì. Âî-ïåðâûõ, êàê óæå ñêàçàíî âûøå, ýêñïåðèìåí�òàëüíî îáíàðóæåííûå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáàòåëü�íîé ðåëàêñàöèÿ íå îáúÿñíÿþòñÿ â ðàìêàõ ñóùåñòâó�þùèõ ìîäåëåé ðåçåðâóàðà ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì.Âî-âòîðûõ, äèñêðåòíûå êîëåáàòåëüíûå ñïåêòðû ÿâ�ëÿþòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì íàíî÷àñòèö, äèíàìè÷åñêèåñâîéñòâà êîòîðûõ èíòåðåñíû äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæå�íèé. Â êðàòêîì ñîîáùåíèè [14℄ ìû ðàññìîòðåëèäèíàìèêó ìîäåëè Öâàíöèãà [15℄ (ýêâèäèñòàíòíûéñïåêòð ðåçåðâóàðà, îäèíàêîâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåí�òû âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñî âñåìè ñîñòîÿíèÿìèðåçåðâóàðà) è ïîêàçàëè, ÷òî 1) â öèêëàõ âîçâðà�òà ïðîèñõîäèò ñèíõðîíèçàöèÿ îáðàòíûõ ïåðåõîäîâèç ðåçåðâóàðà â ñèñòåìó, âûçûâàþùàÿ ìíîãîêîìïî�íåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà â âèäå öóãà íåðåãóëÿðíûõîñöèëëÿöèé, 2) ñèíõðîíèçàöèÿ îáðàòíûõ ïåðåõîäîâðàçðóøàåòñÿ ñ ðîñòîì íîìåðà öèêëà, âûçûâàÿ óøè�ðåíèå ýõî è ðîñò ÷èñëà åãî êîìïîíåíò, 3) ñóùåñòâóåòêðèòè÷åñêèé íîìåð öèêëà, ïðè êîòîðîì êîìïîíåíòûýõî ðàçëè÷íûõ öèêëîâ ïåðåìåøèâàþòñÿ. Â äàííîéñòàòüå èçëîæåíî ïîëíîå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé çà�äà÷è. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî íå ðàññìîòðåííîìóâ [14℄ ñîïîñòàâëåíèþ êâàíòîâîé ýâîëþöèè ñ êëàññè�÷åñêîé äèíàìèêîé.Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:ðàçä. 2 ïîñâÿùåí îáîñíîâàíèþ âûáîðà ìîäåëè,

ðàçä. 3 � ðåøåíèþ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è, ðàçä. 4 �ýâîëþöèè ñèñòåìû, ðàçä. 5 � ìîäåëÿì ïåðåìåøè�âàíèÿ. �åçóëüòàòû îáñóæäàþòñÿ â ðàçä. 6. Ñòàòüÿäîïîëíåíà ïðèëîæåíèÿìè, â êîòîðûõ ðàññìîòðåíû�îðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà è ñâÿçü àìïëè�òóä öèêëîâ âîçâðàòà ñ ïîëèíîìàìè Ëàãåððà è èõàñèìïòîòèêè. 2. ÂÛÁÎ� ÌÎÄÅËÈ�àñòàëêèâàíèå óðîâíåé îäèíàêîâîé ñèììåòðèèïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ â ïëîòíîì ñïåêòðå ïîñëå�äîâàòåëüíîñòåé óðîâíåé, áëèçêèõ ê ýâèäèñòàíòíûì.Ýòà èäåÿ, âûäâèíóòàÿ åùå �îí Íåéìàíîì [16℄, øè�ðîêî èñïîëüçîâàëàñü â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ÿäåð�íûõ ðåàêöèé [17; 18℄ (ñì. òàêæå ñîâðåìåííûå îáçî�ðû [19�21℄) è ïîëó÷èëà îáîñíîâàíèå â òåîðèè ñëó÷àé�íûõ ìàòðèö [22℄, ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíûåñâîéñòâà ñèñòåìû ñ ïëîòíûì ñïåêòðîì çàâèñÿò íå îòäåòàëüíîé ñòðóêòóðû ñïåêòðà, à îò ðàñïðåäåëåíèÿèíòåðâàëîâ ìåæäó áëèæàéøèìè óðîâíÿìè. Ïðåäëî�æåííîå Âèãíåðîì [17℄ óíèâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå�(s) = �s2 exp���s24 � (2:1)ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëîñü äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷�íûõ àíñàìáëåé ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. �àçâèòûåâ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèìå�íèìû ê èíòåðåñóþùèì íàñ ïëîòíûì êîëåáàòåëüíûìñïåêòðàì, ãäå ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ðåëàêñàöèÿ íà�áëþäàåìîãî êîëåáàíèÿ êàê ëîêàëüíîå ñâîéñòâî ïðå�èìóùåñòâåííî çàâèñèò îò óñðåäíåííûõ õàðàêòåðè�ñòèê êîëåáàòåëüíîãî ðåçåðâóàðà. ×òîáû âûáðàòü ìî�äåëü ðåçåðâóàðà, ìû ïðîñìîòðåëè êîëåáàòåëüíûåñïåêòðû âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ ðÿäà áîëüøèõ ìîëå�êóë è íàøëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæ�äó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêî�âû. Óêàæåì íà äâà ðåïðåçåíòàòèâíûõ ïðèìåðà. Ïðî�ãðåññèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ìåòèëåíîâûõ öåïî�÷åê ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îäíîãî ïàðàìåòðà � ðàç�íîñòè �àç êîëåáàíèé ñîñåäíèõ CH2-�ðàãìåíòîâ èèìååò áëèçêèé ê ýêâèäèñòàíòíîìó ñïåêòð â îáëà�ñòè 700�1140 ñì�1 ñ èíòåðâàëîì ìåæäó ñîñåäíèìè÷àñòîòàìè 22 ñì�1 [23℄. Òàêèå öåïî÷êè ñîñòàâëÿþòêàðêàñ �îñ�îëèïèäíûõ ìîëåêóë, âõîäÿùèõ â ñîñòàâìíîãèõ áèîìåìáðàí, â ñïåêòðàõ êîòîðûõ òàêæå íà�áëþäàþòñÿ ýêâèäèñòàíòíûå ïðîãðåññèè [24�26℄. Âòî�ðîé ïðèìåð: êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð ìîëåêóëû �óë�ëåðåíà C70 [27℄ è åãî èçìåíåíèå ïðè âíåäðåíèè â�óëëåðåí ìîëåêóëû ìåòàíà CH4 [28℄, äå�îðìàöèîí�íîå êîëåáàíèå êîòîðîé ñ ÷àñòîòîé 1526 ñì�1 âçàè�12 ÆÝÒÔ, âûï. 1 177
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�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîñåäíè-ìè êîëåáàòåëüíûìè óðîâíÿìè â ñïåêòðå ìîëåêóëû�óëëåðåíà C70 â îáëàñòè 1180�1580 ñì�1, ãäå ðàñ-ïîëîæåíû 24 óðîâíÿ. Óêàçàíî îòíîñèòåëüíîå ÷èñëîóðîâíåé â èíòåðâàëàõ â 5 ñì�1. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïî-êàçàíî ðàñïðåäåëåíèå Âèãíåðàìîäåéñòâóåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ êîëåáàíèé C70 â îáëà�ñòè 1180�1580 ñì�1, ãäå ðàñïîëîæåíû 24 óðîâíÿ. Â÷èñòîì �óëëåðåíå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó áëè�æàéøèìè óðîâíÿìè s = 17:7 ñì�1. Äëÿ 20 óðîâ�íåé èç 24 çíà÷åíèÿ s ëåæàò â èíòåðâàëå îò 11 äî25 ñì�1. Óçêîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâ ñîõðàíÿ�åòñÿ â ñïåêòðå C70 ñ âíåäðåííûì CH4. Âíåäðåíèåâûçûâàåò ñäâèãè óðîâíåé â îêðåñòíîñòè äå�îðìàöè�îííîãî êîëåáàíèÿ ïðèìåñè íà 10�20 ñì�1, ò. å. êîí�ñòàíòû ñâÿçè íàáëþäàåìîãî êîëåáàíèÿ ïðèìåñè ñ êî�ëåáàíèÿìè �óëëåðåíà (ðåçåðâóàðà) C � �
=s áëèç�êè ê åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå óðîâ�íåé â ïëîòíîì ñïåêòðå áëèæå ê ýêâèäèñòàíòíîìó,÷åì ê ðàñïðåäåëåíèþ Âèãíåðà (ðèñ. 1). �àñïðåäåëå�íèå êîíñòàíò ñâÿçè, ñóäÿ ïî ñäâèãàì óðîâíåé, òàêæåÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óçêèì. Ýòè äàííûå îáîñíîâû�âàþò âûáîð ìîäåëè Öâàíöèãà êàê ñòàðòîâîé òî÷êèâ íàñòîÿùåé ðàáîòå.3. ÌÎÄÅËÜ ÖÂÀÍÖÈ�À3.1. Çàâèñÿùèå îò âðåìåíè àìïëèòóäûÏåðåõîäû, íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòàõ ñèñïîëüçîâàíèåì �åìòîñåêóíäíîé ñïåêòðîñêîïèè,îãðàíè÷åíû îáëàñòüþ ñïåêòðà, ñîäåðæàùåé òîëüêîîñíîâíîå è îäíî âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå. Îïòè�÷åñêèé ïåðåõîä èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñîçäàåòâîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå íàáëþäàåìîãî êîëåáàíèÿ,

è åãî ðåëàêñàöèÿ îáóñëîâëåíà ïåðåäà÷åé ýíåðãèèîäíîìó èç êîëåáàíèé ðåçåðâóàðà, ò. å. äâîéíûìèäèïîëü-äèïîëüíûìè ïåðåõîäàìè (äåçàêòèâàöèåéñèñòåìû è âîçáóæäåíèåì îäíîãî èç êîëåáàíèéðåçåðâóàðà). �àìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé ýòè ïå�ðåõîäû, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãàìèëüòîíèàíîâ ñèñòåìû,ðåçåðâóàðà è èõ âçàèìîäåéñòâèÿH = "0sbysbs+Xn "0nbynbn+Xn Cn �bysbn + bsbyn� ; (3:1)ãäå bys, byn � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ âîçáóæäåííûõ ñî�ñòîÿíèé ñèñòåìû è ðåçåðâóàðà, bs, bn � îïåðàòî�ðû èõ óíè÷òîæåíèÿ ñ ïåðåõîäîì â îñíîâíîå ñîñòî�ÿíèå. Â áàçèñå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåâçàèìîäåé�ñòâóþùèõ ñèñòåìû è ðåçåðâóàðà �s, f�ng ìàòðèöàãàìèëüòîíèàíà (3.1) îáëàäàåò ãëàâíîé äèàãîíàëüþñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåñâÿçàííûõ ñèñòåìû è ðåçåð�âóàðà "0s, f"0ng è îäíèì íåíóëåâûì ñòîëáöîì è îä�íîé íåíóëåâîé ñòðîêîé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñâÿçèfCng. Ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå èìååò âèäF (") = "�Xn C2n"� "0n = 0; (3:2)ãäå "0s è ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè "0n ïðè�íÿòû ñîîòâåòñòâåííî çà íóëü è åäèíèöó îòñ÷åòà ýíåð�ãèè. Óðàâíåíèå (3.2) èìååò îäèí êîðåíü â êàæäîì èí�òåðâàëå ["0n; "0n+1℄. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå èíòåðâàëîâÿâëÿåòñÿ òàêèì óçêèì, ÷òî "0n = n + xn, jxnj < 1=2,òî êîðíè âåêîâîãî óðàâíåíèÿ (3.2) èìåþò âèä"n = n+ �(n); j�(n)j < 1; (3:3)ãäå �óíêöèÿ �(n) õàðàêòåðèçóåò ñäâèã óðîâíåé ðå�çåðâóàðà â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ. Óðàâíåíèå(3.2) òèïè÷íî äëÿ çàäà÷è ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, õà�ðàêòåðèçóþùèõ ðåçîíàíñû. Ïðè ñèëüíîé ñâÿçè ïðî�èñõîäèò ïåðåêðûâàíèå ìíîæåñòâà ðåçîíàíñîâ. Êëàñ�ñè÷åñêèé àíàëîã òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷å�ñêèì (ñì., íàïðèìåð, [29; 30℄). Òàêèì îáðàçîì, ðàñ�ñìàòðèâàåìàÿ íèæå çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó èç�âåñòíûõ çàäà÷ î ïðîÿâëåíèÿõ êëàññè÷åñêîãî õàîñà âäåòåðìèíèðîâàííûõ (ò. å. îáëàäàþùèõ äèñêðåòíûìñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé) êâàíòîâûõ ñèñòå�ìàõ (ñì., íàïðèìåð, [31�33℄). Çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíèâîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåéñîáñòâåííûõ �óíêöèé íåñâÿçàííûõ ñèñòåìû è ðåçåð�âóàðà ñ çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè àìïëèòóäàìè	s(t) = as(t)�s +Xn an(t)�n: (3:4)Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ �åéçåíáåðãà äëÿ àìïëèòóä,i _as =Xn Cnan; i _an = "0nak + Cnas;as(0) = 1; an(0) = 0; (3.5)178



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009 Ìíîãîêîìïîíåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà : : :è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïèñûâàþò ýâîëþöèþ âîçáóæ�äåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ïðèãîòîâëåííîãî â ìî�ìåíò âðåìåíè t = 0. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿàìïëèòóäû ñèñòåìû èìååò âèä~as(p) =  p+Xn C2np+ i"0n!�1 : (3:6)Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü àì�ïëèòóäó ñèñòåìû â âèäå ñóììû âû÷åòîâ â ïðîñòûõïîëþñàõ pn = i"n, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè ñåêóëÿðíî�ãî óðàâíåíèÿ (3.2):as(t) = Xf"ng exp i"tdF=d" ����"="n : (3:7)Ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé �îðìóëû ñóììèðîâàíèÿÏóàññîíà, âûâîä êîòîðîé äàí â Ïðèëîæåíèè I, ñî�îòíîøåíèå (3.7) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû ïàð�öèàëüíûõ àìïëèòóä öèêëîâ âîçâðàòà:as(t) = 1Xk=�1 a(k)s (t� 2k�); (3:8)ãäåa(k)s (�) = 1Z�1 d"�dFd" ��1� d"dx��1 �� exp(i"�) exp (i2k��(")) ; (3.9)x � íåïðåðûâíàÿ ïåðåìåííàÿ, öåëûå çíà÷åíèÿ êîòî�ðîé íóìåðóþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, �(") � �óíê�öèÿ ñäâèãà, ââåäåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (3.3).Ñîîòíîøåíèÿ (3.7) è (3.8) ýêâèâàëåíòíû, íî ïðåä�ñòàâëÿþò àìïëèòóäó ñèñòåìû â âèäå äâóõ ðàçëè÷�íûõ ðàçëîæåíèé � ïî íîðìàëüíûì ìîäàì è ïî ïàð�öèàëüíûì àìïëèòóäàì öèêëîâ âîçâðàòà. Õîòÿ ñóì�ìû îáîèõ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ ðàâíû, èõ êîíå÷íûåñóììû ðàçëè÷íû, ÷òî, êàê ìû óâèäèì íèæå, ïðèâî�äèò ê ïîòåðå è èíâàðèàíòíîñòè ïðè îáðàùåíèè âðå�ìåíè, è âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäóñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è äîëãîâðåìåííîéýâîëþöèåé. 3.2. Ìîäåëü ÖâàíöèãàÄëÿ ìîäåëè Öâàíöèãà"0n = n; Cn = C; n = 0;�1;�2; : : : (3:10)ðÿä â óðàâíåíèè (3.2) ñóììèðóåòñÿ è îíî ïðèíèìàåòâèä F (") = "� �C2 tg �"; (3:11)

ãäå äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ �îðìóë ïðåäïîëî�æåíî, ÷òî óðîâåíü ðåçåðâóàðà n = 0 íàõîäèòñÿ âðåçîíàíñå ñ ñèñòåìîé. Îòñóòñòâèå ðåçîíàíñà ïðèí�öèïèàëüíî íå ìåíÿåò ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ñî�îòíîøåíèå (3.7) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäóas(t) = 2 1Xn=0 os("nt)1 + �2C2 + ("n=C)2 : (3:12)Èç ñîîòíîøåíèÿ (A.6) ñëåäóåòa(k)s (t� 2k�) == C2 1Z�1 d" ("+ i�C2)k�1("� i�C2)k+1 exp (i"(t� 2k�)) : (3.13)Ïîñêîëüêó t � 0, ñóììà âêëþ÷àåò òîëüêî îãðàíè�÷åííîå ÷èñëî ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä ñ íîìåðàìèöèêëîâ 0 � k � [t=2�℄ ([: : : ℄ îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü÷èñëà). Åñëè k = 0, òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå(3.13) èìååò äâà ïîëþñà � " = �i�C2. Îäíàêî òîëü�êî ïîëîæèòåëüíûé ïîëþñ ðàñïîëîæåí âíóòðè êîíòó�ðà èíòåãðèðîâàíèÿ, âêëþ÷àþùåãî äåéñòâèòåëüíóþîñü è ïîëóîêðóæíîñòü áîëüøîãî ðàäèóñà â âåðõíåéïîëóïëîñêîñòè, íà êîòîðîé ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà�æåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Åñëè k < 0, òî ñóùåñòâóåòòîëüêî îòðèöàòåëüíûé ïîëþñ, ëåæàùèé âíå óêàçàí�íîãî êîíòóðà, òàê ÷òî îáëàñòü k < 0 íå äàåò âêëàäàâ as(t). Åñëè k > [t=2�℄, òî êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿðàñïîëîæåí â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè è íå ñîäåðæèòïîëþñà " = i�C2; a(k)s îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðèt � 2k� è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàò �-�óíêöèè îòt� 2k�.Â íà÷àëüíîì öèêëå k = 0 ïðîèñõîäèò ýêñïîíåí�öèàëüíûé ðàñïàä ñèñòåìû ñ êîíñòàíòîé ñêîðîñòè �:a(0)s (t) = exp(��t); � = �C2: (3:14)×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.14) íå ïðîòè�âîðå÷èò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì an(0) = 0, ïåðåïèøåìóðàâíåíèÿ (3.5) â âèäå_as(t) = iC2Xn tZ0 as(t0) exp (�in(t� t0)) dt0: (3:15)Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.15) ñèíãóëÿðíà è ïðèt ! +0 ðàâíà ��as(t). Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü,÷òî èçìåíåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðî�âàíèÿ, îáû÷íî èñïîëüçóåìîå ïðè âûâîäå çîëîòîãîïðàâèëà Ôåðìè (ñì., íàïðèìåð, [34; 35℄), ïðèâîäèò êíåïðàâèëüíîìó çíà÷åíèþ: �2�as(t). Ïðè÷èíà îøèá�êè â òîì, ÷òî ïîëþñ ñóììû ðàñïîëîæåí âíóòðè îïè�ñàííîãî âûøå êîíòóðà, à ïðè ñóììèðîâàíèè ïîä çíà�179 12*



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009êîì èíòåãðàëà ïîëþñà ñëàãàåìûõ ëåæàò íà äåéñòâè�òåëüíîé îñè, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé êîíòóðà, è ñóì�ìà âû÷åòîâ â íèõ âäâîå ìåíüøå, ÷åì äëÿ ïîëþñîââíóòðè êîíòóðà. Ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà ñóììèðî�âàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ íå âîñïðîèçâîäèòñÿ òîíêàÿñòðóêòóðà ýõà Ëîøìèäòà â öèêëàõ k � 1. Òàêèìîáðàçîì, ïðèáëèæåííûé ðàñ÷åò êîíñòàíòû ñêîðîñòèìåòîäîì çîëîòîãî ïðàâèëà, â êîòîðîì íå ó÷èòûâàåò�ñÿ ñäâèã óðîâíåé ðåçåðâóàðà, íåïðèìåíèì äëÿ ìîäå�ëè Öâàíöèãà. Âû÷èñëÿÿ âû÷åò â ïîëþñå (k + 1)-îãîïîðÿäêà " = i�C2, âûðàæàåì èíòåãðàë (3.13) ÷å�ðåç îðòîíîðìèðîâàííûå �óíêöèè ïîëèíîìîâ Ëàãåð�ðà [36; 37℄, ñâîéñòâà êîòîðûõ îïèñàíû â Ïðèëîæå�íèè II:a(k)s (�k) = fk(�k)� fk�1(�k); k � 1; (3:16)ãäå fk(�) îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì (Á.1), �k � ëî�êàëüíîå âðåìÿ â k-îì öèêëå:�k = 2�C2(t� 2k�): (3:17)Ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà çàìåíÿåò äèñêðåò�íîå ìíîæåñòâî ïîëþñîâ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, ÿâ�ëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, îäíèì ïîëþ�ñîì íà ìíèìîé îñè, õàðàêòåðèçóþùèì âåðîÿòíîñòüðàñïàäà íà÷àëüíîãî êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ[38℄. Çàìåíà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéêîìïëåêñíûìè îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðè�÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ íåîáðàòèìîñòè ñèñòåìû, ñâÿ�çàííîé ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ðåçåðâóàðà (ñì.,íàïðèìåð, [39; 40℄). Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòíîøåíèé(3.7) è (3.8) äîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ïåðåõîä ïðîèñ�õîäèò â äèñêðåòíîì ñïåêòðå ïðè òàêîé ïëîòíîñòèñîñòîÿíèé, êîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñòàíîâèòñÿáîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè óðîâíÿìè.Ïîÿâëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïàäà ïðè âûïîëíå�íèè ýòîãî óñëîâèÿ îïèñàíî ðàíåå â äèíàìèêå àñèì�ìåòðè÷íîãî äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà [41℄. Åñëè âïðåäåëå ñëàáîé ñâÿçè (�C2 � 1) äîìèíèðóþò êîãå�ðåíòíûå ïåðåõîäû ìåæäó ðåçîíàíñíûìè ñîñòîÿíèÿ�ìè ñèñòåìû è ðåçåðâóàðà n = 0, ïåðèîä êîòîðûõ2�=C âêëþ÷àåò ìíîãî öèêëîâ, òî ïðè ñèëüíîé ñâÿ�çè (�C2 � 1) ñèñòåìà ïåðåõîäèò â äîñòàòî÷íî áîëü�øîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé jnj < �C2 è èõ èíòåð�åðåíöèÿïîäàâëÿåò îáðàòíûå ïåðåõîäû â ñèñòåìó âïëîòü äîêîíöà öèêëà k = 0, òàê ÷òî âìåñòî êîãåðåíòíûõ îñ�öèëëÿöèé ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðàñïàä.Â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå, êîãäà ïåðèîä öèêëàâîçâðàòà áåñêîíå÷åí, ñîîòíîøåíèå (3.14) ïîëíîñòüþîïèñûâàåò íåîáðàòèìóþ ýâîëþöèþ ñèñòåìû. Íàïðî�òèâ, â äèñêðåòíîì ñïåêòðå â ïîñëåäóþùèõ öèêëàõâîçíèêàåò ýõî Ëîøìèäòà, îáóñëîâëåííîå ñèíõðîíè�
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5 10 15 20 25 30 35 40�èñ. 2. Ýâîëþöèÿ àìïëèòóäû ñèñòåìû ïîñëå íà-÷àëüíîãî ïðèãîòîâëåíèÿ as(0) = 1 ïðè ðàçëè÷íîéñèëå ñâÿçè; C2 = 0:1, 0:3, 1:0, 1:5 ñîîòâåòñòâåí-íî íà ðèñ. à,á,â,ã. Êðèòè÷åñêèå íîìåðà öèêëîâ, ïðèêîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåìåøèâàíèå êîìïîíåíò ýõàËîøìèäòà ñîñåäíèõ öèêëîâ, óêàçàíû ñòðåëêàìèçàöèåé îáðàòíûõ ïåðåõîäîâ èç ðåçåðâóàðà â ñèñòå�ìó. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà ýõî âîçíèêàåò, ïîòîìó ÷òî îá�ìåí ðåçåðâóàðà è ñèñòåìû ïðîèñõîäèò â ðàçëè÷íûåìîìåíòû âðåìåíè, îáóñëîâëåííûå �àçîâûìè ñäâèãà�ìè (îòêëîíåíèÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé óðàâíåíèÿ(3.2) îò öåëûõ ÷èñåë). Ñîîòíîøåíèÿ (3.12) è (3.13)ÿâëÿþòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì äèíàìè÷åñêîé çàäà÷èäëÿ ìîäåëè Öâàíöèãà. Çàâèñèìîñòè as(t) ïðè ðàç�ëè÷íîé ñèëå ñâÿçè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Îñíîâíûåîñîáåííîñòè öèêëîâ âîçâðàòà � óâåëè÷åíèå ïîëíîéøèðèíû è ÷èñëà êîìïîíåíò ýõî ñ ðîñòîì íîìåðà öèê�ëà è, êàê ñëåäñòâèå, ïåðåêðûâàíèå öèêëîâ ñ íîìåðà�ìè, ïðåâûøàþùèìè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, � íåïî�180



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009 Ìíîãîêîìïîíåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà : : :ñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ëàãåð�ðà [36℄; k-ÿ ïàðöèàëüíàÿ àìïëèòóäà ñîäåðæèò k êîì�ïîíåíò, ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè îñöèëëÿöèé øèðè�íîé 4k. Êîìïîíåíòû ñîñåäíèõ öèêëîâ ïåðåêðûâàþò�ñÿ, êîãäà øèðèíà îáëàñòè îñöèëëÿöèé ðàâíà ïåðè�îäó öèêëà 4��, ÷òî îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèé íîìåðöèêëà k = �2C2: (3:18)Ïðè k < k öèêëû íå ïåðåêðûâàþòñÿ è íàáëþäà�åòñÿ õîðîøî ðàçðåøåííîå ýõî. Ïðè k > k ñòðóêòó�ðà ýõî óñëîæíÿåòñÿ èç-çà ïåðåìåøèâàíèÿ êîìïîíåíòöèêëîâ ñ ðàçëè÷íûìè íîìåðàìè.4. ÝÂÎËÞÖÈß ÑÈÑÒÅÌÛ4.1. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.5) ýêâèâàëåíòíû èíòåã-ðàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà ñâåðòêè, â êîòîðîì ÿäðîìÿâëÿåòñÿ ãðåáåíêà Äèðàêà:_as = �C2 tZ0 as(t0)F (t� t0) dt0;F (t) =Xn exp(�int) = 2� 1Xk=�1 Æ(t� 2k�): (4.1)Óðàâíåíèå (4.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå óðàâíå�íèÿ Ëàíæåâåíà (âûíóæäåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå�áàíèé  òðåíèåì)�as+C2 tZ0 _as(t0)G(t�t0) dt0+C2as = �C2G(t);G(t) = F (t)� 1: (4.2)Óðàâíåíèå (4.2) âûÿâëÿåò îñîáåííîñòè ýâîëþöèè âïëîòíîì äèñêðåòíîì ñïåêòðå. Ïåðåõîäû íà ðåçîíàíñ�íûé óðîâåíü n = 0 âûçûâàþò êîãåðåíòíûå îñöèë�ëÿöèè ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó C,à ïåðåõîäû íà ìíîæåñòâî íåðåçîíàíñíûõ óðîâíåén 6= 0 ñîçäàþò òðåíèå è âûíóæäàþùóþ ñèëó. Â ìîäå�ëè Öâàíöèãà âûíóæäàþùàÿ ñèëà èìååò âèä ïåðèîäè�÷åñêèõ Æ-èìïóëüñîâ ñ ÷àñòîòîé öèêëîâ âîçâðàòà. �àç�ëè÷èå ìåæäó ìîäåëüþ Öâàíöèãà è øèðîêî èçó÷àå�ìûìè ìîäåëÿìè îäíîìåðíûõ ñèñòåì, âîçáóæäàåìûõïåðèîäè÷åñêèìè òîë÷êàìè [30; 33; 42; 43℄, ñâÿçàíî ñòåì, ÷òî òðåíèå (èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè(4.2)) ñàìî çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. ×òîáû ïî�ÿñíèòü ýòî ðàçëè÷èå, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äâèæå�íèÿ â �îðìå, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé èç óðàâ�íåíèÿ (3.12):�as � (C2 + �2)as = �2C2Xn os("nt): (4:3)

Èç óðàâíåíèÿ (4.3) âèäíî, ÷òî âûíóæäàþùàÿ ñè�ëà îáëàäàåò áåñêîíå÷íî áîëüøèì ÷èñëîì ïåðèîäîâèç-çà íåýêâèäèñòàíòíîñòè ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà�÷åíèé "n.Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå�íèÿ (4.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïàðöè�àëüíûõ ñèë, ñíîâà ïðèìåíèâ �îðìóëó ñóììèðîâà�íèÿ Ïóàññîíà è âû÷èñëèâ âû÷åò â ïîëþñå k-ãî ïî�ðÿäêà " = i�C2:�as � �2as = �4�2Fs(t);Fs(t) = [t=2�℄Xk=1 F (k)s (�k); (4.4)ãäå F (0)s = 0;F (k)s (�k) = ��kk (fk(�k)� fk�1(�k)) : (4.5)Ñîîòíîøåíèå (4.5) ïîêàçûâàåò, ÷òî â k-îì öèêëåíà ñèñòåìó âîçäåéñòâóåò k-êîìïîíåíòíàÿ âûíóæäà�þùàÿ ñèëà.4.2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ïàðöèàëüíûõàìïëèòóäÓñëîâèå íîðìèðîâêè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòî�ÿíèé, ïðåäëîæåííîå Çåëüäîâè÷åì [38℄, ó÷èòûâàåòíåïðåðûâíîñòü ïîòîêà, óõîäÿùåãî èç ýòîãî ñîñòîÿ�íèÿ. Ýòî óñëîâèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî�ãî ðàñïàäà ñèñòåìû â íà÷àëüíîì öèêëå (3.14):� ��1 _a(0)s (0) = � 1Z0 a(0)s (t) dt == 2� 1Z0 �a(0)s (t)�2 dt = 1: (4.6)Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðöèàëüíîé àìïëèòóäû çà öèêëèìååò âèäDa(k)s Ek = � �2kk 4kZ0 a(k)s (�k) d�k: (4:7)Äëÿ öèêëîâ 1 < k < k âåðõíèé ïðåäåë ðàñïîëîæåíâ îáëàñòè ìîíîòîííîñòè ïîëèíîìîâ Ëàãåððà è èíòå�ãðàë (4.7) ðàâåí ðàçíîñòè òàáëè÷íîãî èíòåãðàëà âáåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ è ïîïðàâêè, êîòîðóþ ìîæíîîöåíèòü ìåòîäîì ïåðåâàëà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé(Â.1) è (Â.2)Da(k)s Ek = (�1)k�1 2�k +Rk; (4:8)ãäå181



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009Rk = �2kk 1Z4k a(k)s (x) dx �� �2kk �1� kk��1=2 a(k)s (4k): (4.9)Ñîîòíîøåíèÿ (4.9) è (Â.1) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîïðàâ�êà âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì k, îñòàâàÿñü ýêñïîíåíöèàëüíîìàëîé ïðè k � k � 2, è ñòàíîâèòñÿ îäíîãî ïîðÿäêàñ îñíîâíûì ÷ëåíîì ïðè k = k � 1. Àíàëîãè÷íûéðàñ÷åò äëÿ óñðåäíåííîãî çà ïåðèîä êâàäðàòà ïàðöè�àëüíîé àìïëèòóäû ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ��a(k)s �2�k = ��1 �O (exp(�4k)) ;1 � k � k � 2: (4.10)Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëû îò ïàðöèàëüíîé àìïëèòó�äû (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) è åå êâàäðàòà íå çàâèñÿòîò íîìåðà öèêëà. Èçìåíåíèå çíàêà ïåðâîãî èç èíòå�ãðàëîâ îáóñëîâëåíî èçìåíåíèåì �àçû íà � (ïåðåâî�ðîòîì) ïðè êàæäîì àêòå îáìåíà ìåæäó ñèñòåìîé èðåçåðâóàðîì. Èíòåãðàëû (4.10) ïðè k � 1 âäâîå áîëü�øå, ÷åì â íà÷àëüíîì öèêëå, ãäå îòñóòñòâóþò îáðàò�íûå ïåðåõîäû èç ðåçåðâóàðà â ñèñòåìó.Ïîòîê èç ñèñòåìû â ðåçåðâóàð â íà÷àëå êàæäîãîöèêëà òàêæå íå çàâèñèò îò åãî íîìåðà:_a(k)s (0) = �2�k L1k�1(0) = �2�: (4:11)Óñðåäíåííàÿ çà ïåðèîä öèêëà âûíóæäàþùàÿ ñèëàèçìåíÿåò çíàê â êàæäîì öèêëå, à åå óñðåäíåííûéêâàäðàò âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî íîìåðó öèêëàhF (k)s ik = �1 + (�1)k�1� 12� ;��F (k)s �2�k = k2� : (4.12)4.3. Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå è òðàåêòîðèèÂ ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè �óíêöèé íåñâÿçàííûõñèñòåìû è ðåçåðâóàðà 	s, f	ng ïîëíîå �óíêöè�îíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì2D-ïîäïðîñòðàíñòâ êàæäîé èç êîîðäèíàòQ (	s; f	ng) = Qs 
Yn Qn: (4:13)Ïîñêîëüêó ïîòîê èç ñèñòåìû â ðåçåðâóàð ðàâåí_as(t) = �iCXn an(t); (4:14)ïðîñòðàíñòâî Qs îïðåäåëÿþò as(t), _as(t), îáðàçóþ�ùèå êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííóþ ïàðó ñ õàðàêòåðèñòè�÷åñêîé �óíêöèåé
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�0:8 �0:6 �0:4�0:2 0 0:2 0:4 0:6 0:8�èñ. 3. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû â ïëîñêîñòè (as; _as)ïðè ðàçëè÷íîé ñèëå ñâÿçè; C2 = 0:01, 0:1, 0:3, 1:0ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. à,á,â,ã. Íà ðèñ. 3à ïðèâåäå-íû òðàåêòîðèè ïåðâûõ òðåõ ïåðèîäîâ êîãåðåíòíûõîñöèëëÿöèé. Íà ðèñ. á,â,ã óêàçàíû òðàåêòîðèè äëÿïåðèîäà âðåìåíè, âêëþ÷àþùåãî ñîîòâåòñòâåííî 32,20 è 20 íà÷àëüíûõ öèêëîâ âîçâðàòàL = 12 _a2s + 12�2a2s � 2�2asFs(t); (4:15)ïîä÷èíÿþùåéñÿ óðàâíåíèþ Ëàãðàíæà äëÿ âûíó�æäåííûõ êîëåáàíèé:�L�as � ddt � �L� _as� = 0: (4:16)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (4.16), íàõîäèì, ÷òî óñðåä�íåííîå çà ïåðèîä öèêëà çíà÷åíèå ëàãðàíæèàíà íåçàâèñèò îò íîìåðà öèêëà:hLkik = 2�; k < k: (4:17)Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè as(t), _as(t) âíà÷àëüíûõ öèêëàõ õàðàêòåðèçóþò ñîîòâåòñòâåííî182



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009 Ìíîãîêîìïîíåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà : : :ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå (òðàåêòîðèè ðàñïîëîæåíû âîêðåñòíîñòè çàìêíóòîé îðáèòû) è óñëîâíî ïåðèî�äè÷åñêîå (òðàåêòîðèè ïëîòíî çàïîëíÿþò äîñòóïíóþîáëàñòü) äâèæåíèÿ ïðè ñëàáîé è ñèëüíîé ñâÿçè(ðèñ. 3). Ïðè C � 1 òðàåêòîðèÿ èìååò âèä ýëëèïñà,ñîîòâåòñòâóþùåãî êîãåðåíòíûì êîëåáàíèÿì ñ ÷àñòî�òîé C, íà êîòîðîì âîçíèêàþò òîë÷êè, îáóñëîâëåí�íûå ïåðåõîäàìè â íåðåçîíàíñíûå ñîñòîÿíèÿ ðåçåð�âóàðà. Êîãäà ïåðèîäû êîãåðåíòíûõ îñöèëëÿöèé èöèêëîâ âîçâðàòà ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, òîë÷êèðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî âñåé òðàåêòîðèè, êîíöåíòðèðó�ÿñü â îêðåñòíîñòè òî÷åê _as = 0, ãäå ñèñòåìà ïðî�âîäèò íàèáîëüøåå âðåìÿ (ðèñ. 3à). Ñ ðîñòîì ñèëûñâÿçè òðàåêòîðèþ õàðàêòåðèçóåò ìíîæåñòâî ïåðèî�äîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáìåíó ñèñòåìû ñ ñîñòîÿíè�ÿìè jnj � �, ÷èñëî êîòîðûõ è èõ âêëàä âîçðàñòà�þò ñ ðîñòîì �. Íà ðèñ. 3á ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ äëÿC2 = 0:1, êîãäà ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóåò ñ òðåìÿñîñòîÿíèÿìè n = 0;�1 è ðåçîíàíñíûé ýëëèïñ ðàçáè�âàåòñÿ íà äâà. ×èñëî ñåäëîâûõ òî÷åê âîçðàñòàåò ïðèC2 = 0:3 (ðèñ. 3â). Ïðè C2 = 1:0 â èíòåðâàëå [��;�℄ðàñïîëîæåíû 7 ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà, ñâÿçü ñ êîòî�ðûìè ñîçäàþò òðàåêòîðèè, ïëîòíî çàïîëíÿþùèå ýë�ëèïñ (ðèñ. 3ã). Çàïóòûâàíèå òðàåêòîðèé â îáëàñòÿõïåðåñå÷åíèé ýëëèïñîâ, îêðóæàþùèõ ñåäëîâûå òî÷�êè, íàïîìèíàåò îáðàçîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëîÿ âîêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñ â êëàññè÷åñêèõ äèíàìè÷å�ñêèõ ñèñòåìàõ [30℄.4.4. Ìóëüòèïëåòû ýõà Ëîøìèäòà âíåïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëàõÂ öèêëå k = 0 ñèñòåìà ïîëíîñòüþ ïåðåäàåò íà�ñåëåííîñòü ñîñòîÿíèÿì ðåçåðâóàðà. Â íà÷àëå öèêëàk = 1 îáðàòíûå ïåðåõîäû èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ÷à�ñòè÷íî âîññòàíàâëèâàþò íàñåëåííîñòü ñèñòåìû (äîmax jasj2 � 0:46). Ê êîíöó öèêëà ñèñòåìà âíîâü îïó�ñòîøàåòñÿ. Ïîñêîëüêó îáìåí ïðèâîäèò ê äîïîëíè�òåëüíûì ñäâèãàì �àçû, â íà÷àëå öèêëà k = 2 àì�ïëèòóäû ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà ñîñòîÿò èç äâóõ ñî�ñòàâëÿþùèõ ñ ðàçëè÷íûìè �àçàìè, è èõ îáìåí ñ ñè�ñòåìîé ïðèâîäèò ê äâóõêîìïîíåíòíîìó ýõî. Ïåðâóþêîìïîíåíòó ñîçäàåò òà ÷àñòü íàñåëåííîñòè, êîòîðàÿîñòàëàñü îò öèêëà k = 0, à âòîðàÿ âîçíèêëà ïîñëåîáìåíà â öèêëå k = 1. Àíàëîãè÷íî, â êîíöå êàæäîãîïîñëåäóþùåãî öèêëà àìïëèòóäû ñîñòîÿíèé ðåçåðâó�àðà ðàçáèâàþòñÿ íà k ñîñòàâëÿþùèõ ñ ðàçëè÷íûìè�àçàìè ïî ÷èñëó ïðåäûäóùèõ öèêëîâ. Òàêèì îáðà�çîì, ìíîãîêîìïîíåíòíîñòü ýõà Ëîøìèäòà îáóñëîâëå�íà ðàçëè÷èåì �àç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ íàñåëåííîñòè(ñîõðàíÿþùåéñÿ â ðåçåðâóàðå è âîçâðàùàþùåéñÿ âíåãî ïîñëå îáìåíà ñ ñèñòåìîé), ÷òî áëèçêî íàïîìè�

íàåò âîçíèêíîâåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé �àçû [44℄ (ñì.òàêæå [45℄).Áóäåì íóìåðîâàòü êîìïîíåíòû â k-îì öèêëå äî�ïîëíèòåëüíûì èíäåêñîì l = 1; 2; : : : ; k, èõ èíòåí�ñèâíîñòè ðàâíû çíà÷åíèÿì ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóäâ òî÷êàõ ýêñòðåìóìîâAkl = a(k)s (��kl); ��kl = 2�C2(t�kl � 2k�): (4:18)�àñïîëîæåíèå è èíòåíñèâíîñòè êîìïîíåíò â öèêëàõâîçâðàòà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå. Èç ñîîòíîøåíèÿ(Â.4) ñëåäóåò, ÷òî âðåìåíà íàèáîëåå èíòåíñèâíûõêîìïîíåíò Akk (ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ àìïëèòó�äû) óâåëè÷èâàþòñÿ, à ìîäóëè Akk óìåíüøàþòñÿ ñðîñòîì íîìåðà öèêëà:��kk � 4k �1� (2k)�2=3� ; jAkk j / k�1=3: (4:19)Ïîëóøèðèíà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (ìåæäó òî÷�êàìè ñ ïîëîâèííîé àìïëèòóäîé) óâåëè÷èâàåòñÿïðîïîðöèîíàëüíî k1=3. Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìûïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ��kl / �2l2=k. Ñ ðîñòîì íîìåðà öèêëà ýõî óøèðÿåòñÿ,ïîñòåïåííî çàïîëíÿÿ âåñü ïåðèîä. Èíòåíñèâíîñòüêîìïîíåíò â k-îì ìóëüòèïëåòå Akl (l = 1; : : : ; k)âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì l, à èíòåíñèâíîñòè êîìïî�íåíò ðàçíûõ öèêëîâ ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìèk � l = 1; 2; : : : ; k � 1 ñëàáî çàâèñÿò îò k.4.5. Ïåðåêðûâàþùèåñÿ öèêëûÏðè ñèëüíîì ïåðåêðûâàíèè öèêëîâ (k � k)âåðõíèé ïðåäåë ðàñïîëîæåí â îáëàñòè îñöèëëÿöèé,ãäå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (Â.3), è èíòåãðàë (4.7)ñíîâà ñâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîìó:Da(k)s Ek � 8�rkk 1Z0 x2J1 �4xpkk � dx == 2�k J2 �4pkk � : (4.20)Ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ �óíêöèéÁåññåëÿ íàõîäèìDa(k)s Ek � (2�)1=2k�5=4k�1=4 �� os�4pkk � 5�=4� : (4.21)Ñîîòíîøåíèå (4.21) ïîêàçûâàåò, ÷òî óñðåäíåííûåçà öèêë ïàðöèàëüíûå àìïëèòóäû ïåðåêðûâàþùèõ�ñÿ öèêëîâ ÿâëÿþòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè �óíê�öèÿìè íîìåðà öèêëà. Ïåðèîä îñöèëëÿöèé, ðàâíûéïðèìåðíî �pkk, ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì k. Çàâèñè�ìîñòü ïåðèîäà îò íîìåðà öèêëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýâî�ëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ïðîöåññîì. Âñëåäñòâèå183



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009Òàáëèöà. Ïîëîæåíèå è èíòåíñèâíîñòè êîìïîíåíò ýõà Ëîøìèäòà â öèêëàõ âîçâðàòà (âåðõíåå è íèæíåå ÷èñëà âêàæäîé êëåòêå � ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ (2�)�1(t�kl) è as(t�kl)), C2 = 1:51 0.035�0:7362 0.012 0.088�0:321 0.6183 0.008 0.046 0.148�0:211 0.340 �0:5524 0.008 0.033 0.090 0.208�0:151 0.245 �0:334 0.5085 0.004 0.026 0.068 0.138 0.268�0:122 0.193 �0:253 0.323 �0:4756 0.004 0.023 0.055 0.109 0.188 0.331�0:103 0.159 �0:205 0.252 �0:313 0.4497 0.003 0.019 0.048 0.089 0.153 0.239 0.395�0:088 0.136 �0:173 0.210 �0:249 0.303 �0:4298 0.003 0.015 0.041 0.076 0.127 0.197 0.296 0.458�0:077 0.117 �0:151 0.179 �0:210 0.245 �0:294 0.4119 0.002 0.015 0.037 0.069 0.110 0.171 0.244 0.349 0.524�0:067 0.105 �0:132 0.158 �0:183 0.209 �0:241 0.286 �0:39610 0.002 0.014 0.034 0.062 0.100 0.148 0.212 0.295 0.406 0.587�0:059 0.090 �0:118 0.140 �0:162 0.184 �0:207 0.237 �0:278 0.384ïåðåêðûâàíèÿ îáðàçóåòñÿ ìíîæåñòâî êîìáèíàöèîí�íûõ ÷àñòîò è èõ èíòåð�åðåíöèÿ âûçûâàåò ñòîõàñòè÷�íîñòü ñóììàðíîé àìïëèòóäû.Â èíòåðâàëå 2k � k � k+1 ïåðåêðûâàþòñÿ äâàñîñåäíèõ öèêëà:hasik = �2k 1Z0 a(k�1)s (�) d� ++ �2k 4kZ0 �a(k)s (�) � a(k�1)s (�)� d� �� �2k 1Z8k a(k�1)s (�) d�: (4.22)Ïåðâûé èíòåãðàë ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà íå çàâèñèò îòk. Âòîðîé èíòåãðàë ïî îáëàñòè îñöèëëÿöèé íàõîäèò�ñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (Â.3), à òðåòèé èíòåãðàë,ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë. �åçóëüòàò èìååò âèä

hasik � (�1)k�1 2�k + 4�1=2k1=4 k�7=4 �� os�4pkk � 3�4 � ; 2k � k � k + 1: (4.23)Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò äëÿ ïîñëåäóþùèõèíòåðâàëîâ:hasik � (�1)k 2�k + 4�k rkk ���2J1 �4pkk �+ J1 �4p2kk ��ïðè 3k � k � 2k + 1;hasik � (�1)k 2�k + 4�k rkk ���3J1 �4pkk �+ 2J1 �4p2kk � ++ J1 �8pkk �� ïðè 4k � k � 3k + 1:
(4.24)

184
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�èñ. 4. Ñîõðàíåíèå èíòåãðàëà îò êâàäðàòà àì-ïëèòóäû ñèñòåìû äëÿ ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ;C2 = 1:0. Ïóíêòèðíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿha2sik = ��1Ñîîòíîøåíèÿ (4.23) è (4.24) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïàðöè�àëüíûå àìïëèòóäû, ïîìèìî ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþñîñòàâëÿþùåé, ñîäåðæàò ñîñòàâëÿþùèå, îñöèëëèðó�þùèå ñ ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè ïåðèîäàìè, ðàâ�íûìè ïðèìåðíî �pnk=k, n = 1; 2; : : : è îïðåäåëÿå�ìûìè ÷èñëîì ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ.Â èíòåðâàëå 2k � k � k + 1 óñðåäíåííûé çàïåðèîä êâàäðàò ñóììàðíîé àìïëèòóäû íàõîäèòñÿ ñïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (Â.1) è (Â.3):h(as)2ik � �k � 2k2rkk sin�8pkk � ;2k � k � k + 1: (4.25)Èç ñðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (4.10) è (4.25) ñëåäóåò,÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà àìïëèòóäû çà öèêëîäèíàêîâî äëÿ ïåðåêðûâàþùèõñÿ è íåïåðåêðûâàþ�ùèõñÿ öèêëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ îñöèëëèðóþ�ùèõ îòêëîíåíèé, êîòîðûå ìàêñèìàëüíû íà êîíöàõèíòåðâàëîâ. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, ïðåä�ñòàâëåííûå íà ðèñ. 4, ïîêàçûâàþò, ÷òî óñðåäíåííûéçà öèêë êâàäðàò ñóììàðíîé àìïëèòóäû ïîñòîÿíåí ñòîé æå òî÷íîñòüþ è ïðè ïåðåêðûâàíèè òðåõ-÷åòûðåõöèêëîâ.Óñðåäíåííûé çà öèêë ëàãðàíæèàí (4.15) òàêæåîñòàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííûì ïðè k > k ñîòêëîíåíèÿìè îò ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ (4.17) ñ òîéæå ïåðèîäè÷íîñòüþ. Åñëè ïðè k < k óñðåäíåííûéçà ïåðèîä êâàäðàò ïàðöèàëüíîé âûíóæäàþùåé ñè�ëû âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî íîìåðó öèêëà (ñì.ñîîòíîøåíèå (4.12)), äëÿ ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ýêñòðåìóìîâ àìïëèòóäûñèñòåìû â öèêëå îò åãî íîìåðà. Ïðÿìàÿ Nextr = kñîîòâåòñòâóåò ðîñòó ÷èñëà ýêñòðåìóìîâ â íåïåðå-êðûâàþùèõñÿ öèêëàõ. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ, ðàâ-íûå 2k äëÿ ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ, ïîêàçàíûøòðèõîâûìè ëèíèÿìè; C2 = 1:0, 1:5, 2:5 ñîîòâåò-ñòâóþò ïðÿìûì 1, 2, 3îí ñòàíîâèòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííûì è ðàâ�íûì k=2� = �=2. Ïîñòîÿíñòâî âûíóæäàþùåé ñèëûîçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ îáìåíà ñèñòåìû è ðåçåðâóà�ðà ïðè k � k ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Ñòàöèî�íàðíîñòü ïðîöåññà ïîäòâåðæäàåò ïîñòîÿíñòâî ÷èñëàýêñòðåìóìîâ çà öèêë. Åñëè äëÿ íåïåðåêðûâàþùèõñÿöèêëîâ ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ çà öèêë ðàâíî åãî íîìå�ðó, ïðè k � k îíî ñëàáî èçìåíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîïîñòîÿííîãî ïðåäåëà, ðàâíîãî ïðèìåðíî 2k (ðèñ. 5).Ýòîò ïðåäåë ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó èçìåíåíèþ ãåî�ìåòðè÷åñêîé �àçû �n+1��n � (2k)�1 äëÿ ñîáñòâåí�íûõ çíà÷åíèé â îáëàñòè ïîëóøèðèíû ëîðåíöèàíà,ãäå "n � n � �. Ôëóêòóàöèè îòíîñèòåëüíî ýòîãîñðåäíåãî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì C2.4.6. Óáûâàíèå êîððåëÿöèéÂ êà÷åñòâå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé èçìåíå�íèå äèíàìèêè ñèñòåìû ïðè ïåðåêðûâàíèè öèêëîââîçâðàòà, ââåäåì óñðåäíåííûå çà k-ûé öèêë êîððå�ëÿöèîííûå �óíêöèè äëÿ àìïëèòóä öèêëîâ k1 è k2:R(k1; k2) = 2�Z0 as(t+ 4k1�)as(t+ 4k2�) dt: (4:26)Ïðè k1; k2 � k, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (Â.1),ïåðåêðûâàíèå ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä è, ñëåäîâà�òåëüíî, R(k1; k2) ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû:185



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009R(k1; k2) / exp (�2kjk1 � k2j) ; (4:27)ò. å. êîððåëÿöèè íå çàâèñÿò îò íîìåðà öèêëà è ýêñ�ïîíåíöèàëüíî óìåíüøàþòñÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìâðåìåíåì (2k)�1. Äëÿ ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâêîððåëÿòîð (4.26) ðàâåí ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ (Á.5):R(k)n1n2 = ha(k�n1)s a(k�n2)s ik == I(k)n1n2 � I(k)n1+1;n2+1: (4.28)Èíòåãðàëû (Á.5) íå ìàëû ïðè âûïîëíåíèè íåðà�âåíñòâ (Á.8). Äëÿ èíòåðâàëà 2k � k � k + 1 èìååìs = 0:1, òàê ÷òîR(k)11 � 8�k(k � 1)2 (fk�2(4k))2 : (4:29)Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå �óíêöèéfk(z) â îáëàñòè îñöèëëÿöèé, íàõîäèì, ÷òî êîððå�ëÿòîð (4.29) � îñöèëëèðóþùàÿ �óíêöèÿ k, óìåíü�øàþùàÿñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî k�5=2. Â èíòåðâàëå3k � k � 2k + 1 àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ êîððåëÿ�òîðû R(k)12 è R(k)22 .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè:1) ïîëíîå ÷èñëî ýêñòðåìóìîâ ñóììàðíîé àìïëè�òóäû çà öèêë ðàâíî 2k,2) ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà àìïëèòóäû ðàâíî��1,3) óñðåäíåííûé çà öèêë êâàäðàò âûíóæäàþùåéñèëû ðàâåí �=2,4) õàðàêòåð óáûâàíèÿ êîððåëÿöèé ïðåâðàùàåòñÿèç ýêñïîíåíöèàëüíîãî â îñöèëëèðóþùèé ñî ñòåïåí�íûì çàòóõàíèåì, çàâèñÿùèì îò ðàçíîñòè íîìåðîâ öè�êëîâ.Ýòè ñâîéñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî â îáëàñòè k � kâîçíèêàåò ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñèëüíî ñâÿçàí�íûõ ñèñòåìû è ðåçåðâóàðà, â êîòîðîì àìïëèòóäó ñè�ñòåìû õàðàêòåðèçóþò �ëóêòóàöèè ñ ÷àñòîòàìè ïî�ðÿäêà k�1 , ïîñòîÿííàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ àìïëè�òóäà ��1=2 è ìåäëåííûé íåýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàê�òåð óáûâàíèÿ êîððåëÿöèé.4.7. �åæèìû ýâîëþöèèÂ ïðåäåëå ñëàáîé ñâÿçè äîìèíèðóþò ãàðìîíè÷å�ñêèå êîëåáàíèÿ àìïëèòóäû ñ ÷àñòîòîé C � 1, îáó�ñëîâëåííûå êîãåðåíòíûìè ïåðåõîäàìè ìåæäó óðîâ�íåì ñèñòåìû è ðåçîíàíñíûì óðîâíåì ðåçåðâóàðàn = 0. Ïåðèîä êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé ñîäåðæèòC�1 öèêëîâ âîçâðàòà. Àìïëèòóäà êîãåðåíòíûõ êî�ëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ñèëû ñâÿçè, à ñèí�ãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, îáóñëîâëåííàÿ ïåðåõîäàìè

â äðóãèå ñîñòîÿíèÿ ðåçåðâóàðà, âîçðàñòàåò. Äëÿ íà�÷àëüíûõ öèêëîâ èíêðåìåíòû (3.3) ìàëû: �n � C2=n,n � 1 è èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè k � C�2 èC2t=n� 1:as(t) � 22 + �2C2 os C1 + �2C2 t+ �2C22 + �2C2 �� [t=2�℄Xk=0 exp ���C2(t� 2k�)� �(t� 2k�): (4.30)Â ñîãëàñèè ñ ñîîòíîøåíèåì (4.30) àìïëèòóäû êîãå�ðåíòíûõ îñöèëëÿöèé è íàèáîëåå èíòåíñèâíîé êîì�ïîíåíòû ýõà ñîïîñòàâèìû ïðè ñèëå ñâÿçè C2 � ��1(ðèñ. 2á ). Â îáëàñòè ñëàáîé ñâÿçè ñ ðîñòîì C èíòåí�ñèâíîñòü ýõà óâåëè÷èâàåòñÿ, à êîãåðåíòíàÿ ñîñòàâëÿ�þùàÿ óìåíüøàåòñÿ. Êðèòè÷åñêèé íîìåð öèêëà, ïðèêîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåìåøèâàíèå, îïðåäåëÿåòñÿóñëîâèåì, êîãäà îáùàÿ äëèòåëüíîñòü öèêëîâ ñ èí�êðåìåíòîì çàòóõàíèÿ �C2 ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ïåðèî�äó îñöèëëÿöèé 2�=C:k(1) � 2C�3: (4:31)Â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçè êîãåðåíòíûå îñöèëëÿöèèèñ÷åçàþò è êîìïîíåíòû ýõà Ëîøìèäòà ïåðåêðûâà�þòñÿ ïðè êðèòè÷åñêîì íîìåðå öèêëà, îïðåäåëÿåìîìóñëîâèåì k(2) = k = �2C2: (4:32)Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò òðè ðåæèìà ýâîëþöèè(ðèñ. 6): â îáëàñòè ñëàáîé ñâÿçè I äîìèíèðóþò êîãå�ðåíòíûå îñöèëëÿöèè, â îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè II íà�áëþäàåòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà, à â îá�ëàñòè III öèêëû ïåðåìåøèâàþòñÿ. Ïåðåõîä I�II ïðî�èñõîäèò ïðè óñëîâèè � = 1, èçâåñòíîì äëÿ íåïðåðûâ�íîãî ñïåêòðà êàê êðèòåðèé íåîáðàòèìîñòè [35℄. Ñó÷åòîì öèêëîâ âîçâðàòà ýòî óñëîâèå áîëåå ïðàâèëü�íî íàçâàòü óñëîâèåì ïîòåðè êîãåðåíòíîñòè [14; 41℄.Åñëè â îáëàñòè I äâèæåíèå ñèñòåìû áëèçêî ê ýðãîäè�÷åñêîìó (â íåì äîìèíèðóåò îäíà ÷àñòîòà), òî â îáëà�ñòè II äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ óñëîâíî ïåðèîäè÷åñêèìè êàê âñÿêîå äâèæåíèå ñ ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè÷àñòîòàìè � íåýðãîäè÷åñêèì, ñîñòîÿùèì èç ýðãîäè�÷åñêèõ êîìïîíåíò (ñì., íàïðèìåð, [46; 47℄). ÏåðåõîäI�III àíàëîãè÷åí ïåðåõîäó îò ýðãîäè÷åñêîé ñèñòåìûê ïåðåìåøèâàþùåéñÿ, èçâåñòíîìó äëÿ êëàññè÷åñêèõñèñòåì [30; 42℄. Ïðè ïåðåõîäå II�III óñëîâíî ïåðèîäè�÷åñêîå äâèæåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ïåðåìåøèâàþùåå�ñÿ. �èñóíîê 7 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðåäåëàõ ñèëüíîé èñëàáîé ñâÿçåé ïåðåìåøèâàíèå íå ïðîèñõîäèò (k(1) èk(2) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò), îáëàñòü ðåãóëÿðíî�ãî äâèæåíèÿ îáëàäàåò íàèìåíüøåé äëèòåëüíîñòüþ186
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�èñ. 6. Îáëàñòè ðàçëè÷íûõ êèíåòè÷åñêèõ ðåæèìîâýâîëþöèè àìïëèòóäû ñèñòåìû. I � îáëàñòü êîãå-ðåíòíûõ îñöèëëÿöèé, II� îáëàñòü ìíîãîêîìïîíåíò-íîãî ýõà Ëîøìèäòà â öèêëàõ âîçâðàòà, III � îá-ëàñòü ïåðåêðûâàíèÿ öèêëîâ âîçâðàòà. Øòðèõîâûìèêðèâûìè ïîêàçàíû ëèíèè ïåðåõîäîâ I�III è II�III âïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè êîíñòàíòû ñâÿçè, îòêëîíÿ-þùèåñÿ îò îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (4.31) è(4.32) è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿìNextr, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 5ïðè ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿçè, ãäå � � 1 è êðèòè÷å�ñêèé íîìåð öèêëà ìèíèìàëåí. Â îêðåñòíîñòè êðè�òè÷åñêîé òî÷êè (0:2 � C2 � 1) çàâèñèìîñòè êðè�òè÷åñêèõ íîìåðîâ îò C îòêëîíÿþòñÿ îò çàâèñèìî�ñòåé îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (4.31) è (4.32),òàê ÷òî çíà÷åíèÿ k(1) è k(2) íà ðèñ. 6 îïðåäåëåíûïî ÷èñëó ýêñòðåìóìîâ â öèêëå, êîòîðîå óêàçàíî íàðèñ. 5. Îáëàñòè II è III è ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü ìåæäóíèìè âèäíû íà ãðà�èêå êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû(ðèñ. 7).5. ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÏÅ�ÅÌÅØÈÂÀÍÈß5.1. Ïåðåìåøèâàíèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòèíóëåé ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóäÄëÿ íåïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ îòîáðàæåíèåèíòåðâàëà âðåìåíè ��k â k-îì öèêëå ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ åãî ïðîîáðàçîì��k�1, ò. å. äëÿ ïîñòðî�åíèÿ as(t) äîñòàòî÷íî çíàíèÿ as(t�2�). Îäíàêî ïðèñèëüíîì ïåðåêðûâàíèè öèêëîâ îòîáðàæåíèå çàâèñèòîò áîëüøîãî ÷èñëà ïðåäûäóùèõ èíòåðâàëîâ. ×òîáûïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå ïðè k � �� 1, ïðåîáðàçóåìñîîòíîøåíèå (3.16), ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (Â.3):

a(k)s (�k) / ��1=2��1=4k k�3=4 �� sin�2pk�k � �=4� ; 0 � �k � 4k (5.1)è íàéäåì ÷èñëî íóëåé ïàðöèàëüíîé àìïëèòóäû a(k0)s ,ïîïàäàþùèõ â k-ûé åäèíè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè(0 � �k � 4�2C2 = 4k):Nk0(k) � 4�pk0k �pk � k0 + 1�pk � k0 � : (5:2)Ñóììèðóÿ âêëàäû âñåõ ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ,íàõîäèì ïîëíîå ÷èñëî íóëåé ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóäçà öèêë: N(k) � 4� k; kk � 1: (5:3)Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.4) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íóëåé ïàð�öèàëüíûõ àìïëèòóä çà öèêë ïðè ñèëüíîì ïåðåêðû�âàíèè îñòàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì k, êàê è äëÿíåïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ, íî ëèøü íåçíà÷èòåëü�íàÿ ÷àñòü ýòèõ íóëåé (pk=k ) îòíîñèòñÿ ê k-îìóöèêëó, à âñå îñòàëüíûå íóëè ïðèíàäëåæàò ìíîæå�ñòâó ïðåäûäóùèõ öèêëîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñëåä�ñòâèå ïåðåêðûâàíèÿ èíòåðâàë ìåæäó áëèæàéøèìèíóëÿìè îïðåäåëÿåòñÿ íå k-ûì öèêëîì, à ñîâîêóïíî�ñòüþ ïðåäûäóùèõ. Åñëè â k-îì öèêëå ñîñåäíèå íó�ëè ïðèíàäëåæàò öèêëàì k0 è k00, òî èíòåðâàë ìåæ�äó ýòèìè íóëÿìè âîçðàñòàåò â ñëåäóþùåì öèêëå�tk+1(k0; k00) > �tk(k0; k00), ïðè÷åì â (k + 1)-öèêëåâíóòðè ýòîãî èíòåðâàëà ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû åùåîäèí íóëü. Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò íå çàâèñÿ�ùåãî îò k ÷èñëà ýêñòðåìóìîâ ñóììàðíîé àìïëèòóäû(ñì. ðèñ. 5), ÷èñëî íóëåé ñîñòàâëÿþùèõ åå ïàðöè�àëüíûõ àìïëèòóä â öèêëå ïðè ñèëüíîì ïåðåêðûâà�íèè îñòàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì k è äëÿ ïåðåêðûâà�þùèõñÿ öèêëîâ. Ïîëüçóÿñü àñèìïòîòè÷åñêèì ñîîò�íîøåíèåì (5.1), íàõîäèì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íóëÿïðåäûäóùåãî öèêëà (k � l), ïîïàäàþùåå â öèêë k:� (0)kl = ��28 k(k � l)2 � 18� ; (5:4)ãäå f g îçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà. Ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü íóëåé (5.4) ïëîòíî çàïîëíÿåò íà÷àëî öèê�ëà, êîãäà k ! 1, l ! 1, êàê è ñëó÷àéíûå ïîñëå�äîâàòåëüíîñòè (òèïà ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà 0 < x < 1â öåïíóþ äðîáü è êðàòíûõ ïîâîðîòîâ), ðàññìàò�ðèâàåìûå â òåîðèè ÷èñåë êàê ìîäåëè ïåðåìåøè�âàíèÿ [30; 42; 47℄. Àíàëîãè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ íóëåé, ñëåäóþùèõ çà íàè�ìåíüøèì.Òàêèì îáðàçîì, ïåðåêðûâàíèå öèêëîâ ñîçäàåòäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ â ðåçóëüòàòå áû�ñòðûõ �ëóêòóàöèé âîçâðàùàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãîðàç â ëþáóþ îêðåñòíîñòü çàäàííîé òî÷êè, íèêîãäà187
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�èñ. 7. �ðà�èê êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöûíå ïîâòîðÿÿñü òî÷íî. Âûíóæäàþùàÿ ñèëà, âîçíèêà�þùàÿ ïðè ïåðåìåøèâàíèè ïàðöèàëüíûõ âûíóæäàþ�ùèõ ñèë, îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî ñóììàð�íàÿ àìïëèòóäà.Òðàåêòîðèè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 2, è ðàññìîò�ðåííàÿ âûøå ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåéïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåíèþäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïåðåìåøèâàíèåì [46; 47℄. Âîáçîðå [48℄ ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî ïîâåäåíèå ìíîãèõäåòåðìèíèðîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîäîáíîñëó÷àéíîìó è äîïóñêàåò òàêæå ñòàòèñòè÷åñêîå îïè�ñàíèå. Îäíèì èç ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû ñ áîëü�øèìè è áûñòðûìè �ëóêòóàöèÿìè. Ïðèâåäåííûå âû�øå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè Öâàíöèãà, íàéäåííûå ñïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïî�êàçûâàþò, ÷òî ýòó ìîäåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêïðèìåð äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû, äîëãîâðåìåí�íàÿ ýâîëþöèÿ êîòîðîé ïîäîáíà ñëó÷àéíîé.5.3. Îãðóáëåíèå ñïåêòðà ïðè óñå÷åííîìïðåîáðàçîâàíèè ÔóðüåÎãðóáëåíèå âðåìåííîé ýâîëþöèè îçíà÷àåò, ÷òî,íà÷èíàÿ ñ îïðåäåëåííîãî íîìåðà öèêëà K, èçìåðè�

òåëüíûé ïðèáîð íå âîñïðîèçâîäèò as(t). Åñëè îòáðî�ñèòü ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé â áîëåå äàëåêèõ öèêëàõk � K, òî îáðàòíîå óñå÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåñïîñîáíî âîñïðîèçâîäèòü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé ñ îøèáêàìè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ïàð�öèàëüíûõ àìïëèòóä (3.16) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòèç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåð�ðà (Á.9):~a(k)s (") = 1Z�1 a(k)s (t) exp(�i"t) dt = (�1)k �"2 + �2 �� exp��i2k��"� ��1 artg �"�� ; k � 1: (5.5)Ñîîòíîøåíèå (5.5) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåêòð ñîáñòâåí�íûõ ÷àñòîò âîñïðîèçâîäÿò íå ïàðöèàëüíûå àìïëè�òóäû â îòäåëüíîñòè, à òîëüêî èõ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà,ðàâíàÿA(K)s = KXk=0 a(k)s = �"2 + �2 sinKu(")sin�u(") ;u(") = �"� ��1 artg �"� : (5.6)188



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009 Ìíîãîêîìïîíåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà : : :

0 0:5 1:000:4 "
1:0"0:5001

0 0:5 1:0"02~as
~as
~asá

â
ã

à�10 �8 �6 �4 �2 0 2 4 6 8 10"

0 1 2 3 4 5"�1�2�3�4�5
0 1 2 3 4 5"�1�2�3�4�5
0 1 2 3 4 5�1�2�3�4�5

00:010:020:03
~as("; k2 )

"�0:200:20:40:6
0�0:50:51:01:5

�0:500:51:01:52:0
~as("; k)

~as("; 0)

~as("; 2k)
�èñ. 8. Ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ, íàéäåííàÿ ïðåîá-ðàçîâàíèåì Ôóðüå àìïëèòóäû ñèñòåìû â êîíå÷íîì÷èñëå öèêëîâ âîçâðàòà K + 1; K = 0; k; 2k; 3kñîîòâåòñòâóþò ðèñ. à,á,â,ã; C2 = 15Êîãäà K ! 1, ñóììà ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä ïðå�âðàùàåòñÿ â ñóììó Æ-ïèêîâ íà ñîáñòâåííûõ ÷àñòî�òàõ. Ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ K Æ-�óíêöèè çàìåíÿ�þòñÿ �óíêöèÿìè îòñ÷åòîâ sinKu=Ku (ñì., íàïðè�ìåð, [49℄), øèðèíà êîòîðûõ ðàâíà K�1. Ïîñêîëü�êó îáìåí ìåæäó ñèñòåìîé è ðåçåðâóàðîì ñòàíîâèò�ñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðè k � k, èçìåðèòåëüíûé ïðè�áîð âîñïðîèçâîäèò ñòàöèîíàðíóþ ýâîëþöèþ ñèñòå�ìû ïðè óñëîâèè K � k: (5:7)Ñïåêòðû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÷àñòè÷íûõ ñóìì(5.6), ïîêàçàíû íà ðèñ. 8. Îñöèëëèðóþùèå ñîñòàâëÿ�þùèå ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè k � 1.Ïðè K � k=2 îñíîâíûå ìàêñèìóìû ñïåêòðàëüíîé�óíêöèè îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ñ ðîñ�

òîì K óìåíüøàþòñÿ øèðèíû ïèêîâ è ðàñøèðÿåòñÿîáëàñòü ðàçðåøåííîãî ñïåêòðà. Óñëîâèå (5.7) ïîêà�çûâàåò, ÷òî èçìåðåíèþ ýõà Ëîøìèäòà òîëüêî äëÿíåïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ ñîîòâåòñòâóåò çàìåíàäåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíû�ìè, äëÿ êîòîðûõ âðåìÿ ðàñïàäà ðàâíî ��1.5.4. �åêîíñòðóêöèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïîïàðöèàëüíûì àìïëèòóäàìÎáðàòíûé îïåðàòîð ýâîëþöèè, îòâå÷àþùèé èí�âåðñèè âðåìåíè t ! �t, ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü íà�÷àëüíóþ �óíêöèþ  (0), åñëè èçâåñòíà  (t): (0) = U�1(t) (t): (5:8)Ñîîòíîøåíèå (5.8) îçíà÷àåò, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü ñè�ñòåìû ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ïî îòíîøåíèþ ê îá�ðàùåíèþ âðåìåíè íàðóøàåòñÿ, åñëè �óíêöèÿ  (t)(ò. å. ñâÿçàííàÿ ñ íåé íàáëþäàåìàÿ, íàïðèìåð, âå�ðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ jh (t)j (0)ij2) íå ìîæåò áûòüòî÷íî èçìåðåíà. Ïî ìåðå ðîñòà íîìåðà öèêëà ïðèk � k äëÿ èçìåðåíèÿ áûñòðî �ëóêòóèðóþùèõïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä òðåáóåòñÿ âñå áîëåå òî÷íûéèçìåðèòåëüíûé ïðèáîð. Êîãäà òî÷íîñòü èçìåðåíèéñîîòâåòñòâóþùèõ íàáëþäàåìûõ ñòàíîâèòñÿ íåäîñòà�òî÷íîé, ïàðöèàëüíûå àìïëèòóäû âîñïðîèçâîäÿòñÿ ââèäå a(k)s (t) = a(k)s (t) + Æa(k)s (t); k � K; (5:9)ãäå Æa(k)s � ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ (øóì). Âîëíî�âàÿ �óíêöèÿ, â êîòîðîé àìïëèòóäû óäîâëåòâîðÿþòñîîòíîøåíèþ (5.9), ñîãëàñóåòñÿ ñ íà÷àëüíîé �óíê�öèåé, òîëüêî åñëè îáðàòíóþ ìàòðèöó ýâîëþöèè çà�ìåíèòü ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè:"n = "n + Æ"n: (5:10)Ýòî îáîñíîâàíèå ââåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö àíàëî�ãè÷íî àðãóìåíòàöèè Âèãíåðà �Äàéñîíà [17; 18℄ äëÿïëîòíûõ äèñêðåòíûõ ñïåêòðîâ. Îòëè÷èå ëèøü â òîì,÷òî â ÿäåðíûõ ðåàêöèÿõ ñàìè ñîáñòâåííûå çíà÷å�íèÿ èçâåñòíû ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ, à â ðàññìàò�ðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å ñ êîíå÷íîé òî÷íî�ñòüþ èçìåðÿþòñÿ àìïëèòóäû çàâèñÿùåé îò âðåìå�íè âîëíîâîé �óíêöèè. Åñëè òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàò�ðèö óòâåðæäàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèèíåëüçÿ òî÷íî èçìåðèòü, òî îãðóáëåíèå ðåçóëüòàòîâäèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé äåëàåò íåâîçìîæíûì èç�ìåðåíèå àìïëèòóä â äàëåêèõ öèêëàõ âîçâðàòà. Òà�êèì îáðàçîì, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäóñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä189



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009è ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé ãàìèëüòîíèàíà: åñëè �ëóêòó�èðóþùèå ñîñòàâëÿþùèå ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä îá�ëàäàþò ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî ñîîòâåòñòâóþ�ùàÿ ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà îïèñûâàåò îðòîãîíàëü�íûé ãàóññîâ àíñàìáëü [22℄. Äàííûå ðèñ. 8 ñîãëàñó�þòñÿ ñ îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì òåîðèè ñëó÷àéíûõìàòðèö, ÷òî ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû îïðåäåëÿ�þòñÿ óñðåäíåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñïåêòðà, à íååãî äåòàëüíîé ñòðóêòóðîé. Àíàëîãè÷íî, ìíîãîêîìïî�íåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà êàê ëîêàëüíîå äèíàìè÷åñêîåñâîéñòâî ñèñòåìû çàâèñèò îò óñðåäíåííûõ ïàðàìåò�ðîâ òèïà �C2, k(1) , k(2) .6. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÝâîëþöèþ ìîäåëè Öâàíöèãà â ðåæèìå ïåðåìåøè�âàþùèõñÿ öèêëîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòàöèî�íàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, õàðàêòåðèçóåìûé áîëü�øèìè áûñòðûìè �ëóêòóàöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ïåðå�ìåøèâàíèÿ íóëåé ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä è óìåíü�øåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó íèìè àìïëèòóäà ñèñòå�ìû ñòàíîâèòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîé ê ìàëûì èçìåíåíè�ÿì âðåìåíè, ò. å. â îáëàñòè k � k �óíêöèþ as(t)ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíóþ. Ïåðåìåøèâà�íèå íóëåé ïðè îäíîâðåìåííîì óìåíüøåíèè èíòåðâà�ëîâ ìåæäó íèìè ïðèâîäèò ê ïîòåðå äåòåðìèíèðîâàí�íîñòè ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì îãðóáëåíèè ìàñøòà�áà èçìåðåíèÿ íàáëþäàåìûõ. Ñèñòåìà ïîñëå îãðóá�ëåíèÿ òåðÿåò êàê îáðàòèìîñòü âî âðåìåíè (íà÷àëü�íóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ïî äîë�ãîâðåìåííîìó èçìåíåíèþ îãðóáëåííîé àìïëèòóäû),òàê è âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äè�íàìèêîé è ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïàðà�äîêñ â òîì, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííî�ñòè ïðè äîëãîâðåìåííîé ýâîëþöèè òðåáóåòñÿ òî÷íîçíàòü âñå áîëåå áûñòðî îñöèëëèðóþùóþ àìïëèòóäóas(t) âî âñå ìåíüøèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ (ïîðÿä�êà O(1=k)), ÷òî íåâîçìîæíî èç-çà êîíå÷íîé òî÷íî�ñòè èçìåðåíèé. Õîòÿ ñàìî ïî ñåáå ïåðåìåøèâàíèåöèêëîâ íå ïðèâîäèò ê õàîñó, õàîñ â ðåæèìå III, êàêè îáû÷íàÿ íåîïðåäåëåííîñòü â êâàíòîâîé ìåõàíè�êå [39; 50℄, âîçíèêàåò çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòå�ìû ñ èçìåðèòåëüíûì ïðèáîðîì.Â íàíî÷àñòèöàõ èìååòñÿ è âíóòðåííèé ìåõàíèçìîãðóáëåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ äðóãèìè êîëåáàíèÿìè. Íà�ïðèìåð, ýêâèäèñòàíòíàÿ ïðîãðåññèÿ â ìîëåêóëå �óë�ëåðåíà C70 ñîäåðæèò 24 íîðìàëüíûõ êîëåáàíèÿ, à èõïîëíîå ÷èñëî ñîñòàâëÿåò 204. Â êîíäåíñèðîâàííîé�àçå ê âíóòðèìîëåêóëÿðíûì êîëåáàíèÿì äîáàâëÿ�þòñÿ ìåæìîëåêóëÿðíûå. Âñÿ ýòà ñîâîêóïíîñòü êîëå�áàíèé îáðàçóåò äîïîëíèòåëüíûé ðåçåðâóàð ñ íåïðå�

ðûâíûì ñïåêòðîì. Âçàèìîäåéñòâèå ñèñòåìû è îñíîâ�íîãî ðåçåðâóàðà ñ ýòèì äîïîëíèòåëüíûì ðåçåðâóà�ðîì ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ðåçåð�âóàðà îáëàäàþò êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïàäà. Óñëî�âèå (5.7) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìîòðåííûå âûøå ñâîé�ñòâà ìîäåëè Öâàíöèãà ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè âðåìÿ ðàñ�ïàäà, îáóñëîâëåííîãî îáîèìè îãðóáëåíèÿìè, ïðåâû�øàåò k�1 .Îòìåòèì àíàëîãèþ ìåæäó ïåðåêðûâàíèåìðåçîíàíñîâ, âûçûâàþùèì äèíàìè÷åñêèé õàîñ âêëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå [29; 30℄, è ïåðåêðûâàíèåìöèêëîâ, âûçûâàþùèì ñòîõàñòè÷íîñòü êâàíòîâîéìîäåëè Öâàíöèãà. Êðèòåðèé ïåðåêðûâàíèÿ íåëèíåé�íûõ ðåçîíàíñîâ ðàññìàòðèâàëñÿ òàêæå êàê ïðè÷èíàâîçíèêíîâåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ ñïåêòðîâ â êâàíòîâûõñèñòåìàõ [26; 36; 51℄. Îòëè÷èå ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñïåêòð ìîäåëè Öâàíöèãàîñòàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, à ñòîõàñòè÷íîñòü ïðîÿâëÿåòñÿâ äèíàìèêå ýâîëþöèè. Êàê óêàçàíî âî Ââåäåíèè,ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìèïîðÿäêà 10�30 ñì�1 òèïè÷íû äëÿ êîëåáàòåëüíûõñïåêòðîâ ìíîãèõ íàíî÷àñòèö. Ïîñêîëüêó ýòèì ðàñ�ñòîÿíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäû öèêëîâ âîçâðàòà1�3 ïñ, ýòè öèêëû ìîæíî îáíàðóæèòü ýêñïåðèìåí�òàëüíî. Áîëåå òîãî, ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòûïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå íàáëþäåíèÿ íåýêñ�ïîíåíöèàëüíîé êèíåòèêè êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèèìåòîäàìè ñóáïèêîñåêóíäíîé ñïåêòðîñêîïèè ìîãóòáûòü îáúÿñíåíû âîçíèêíîâåíèåì ýõà Ëîøìèäòà.Àâòîðû ñ÷èòàþò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì ïîáëà�ãîäàðèòü Äæ. Äæîðòíåðà, Â. Õ. Ìèëëåðà, Ñ. Ï. Íî�âèêîâà è ß. �. Ñèíàÿ çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå. Ìûáëàãîäàðíû Ë. À. Ôàëüêîâñêîìó, êîòîðîìó ïðèíàä�ëåæèò âûâîä �îðìóë (3.8), (3.13), (3.14), (3.18),(4.10), (4.32), (À.6) è ïîñòðîåíèå ðèñ. 2à�ã, à òàêæåÅ. Â. Âåòîøêèíó è Â. À. Äóáîâèöêîìó çà ïîìîùü âñîñòàâëåíèè ïðîãðàììû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÔîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ ÏóàññîíàÅñëè òîæäåñòâî1Xn=�1 Æ(x � n) = 1Xk=�1 exp(i2�kx) (A.1)óìíîæèòü íà �óíêöèþ f(x) è ïðîèíòåãðèðîâàòü âáåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, ïîëó÷èì �îðìóëó ñóììèðî�âàíèÿ Ïóàññîíà:190



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009 Ìíîãîêîìïîíåíòíîå ýõî Ëîøìèäòà : : :1Xn=�1 f(n) = 1Xk=�1 1Z�1 f(x) exp(i2�kx) dx: (A.2)Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî Æ-�óíêöèè,Æ (f(x)) =Xn Æ(x� xn)jdf=dxjf(x)=0 ; (A.3)ãäå fxng� ñîâîêóïíîñòü êîðíåé óðàâíåíèÿ f(x) = 0,ñîîòíîøåíèå (À.1) ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ëþáîé ìåðî�ìîð�íîé �óíêöèè, èìåþùåé ïðîñòûå ïîëþñà â êàæ�äîì èíòåðâàëå [n; n+ 1=2℄:Xfxng Æ (f(x)) == 1Xk=�1 exp (i2k�(x� xn)) jdf=dxj�1f(x)=0: (A.4)Ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïëîòíîãî äèñêðåòíîãî ñïåê�òðà, íå èìåþùåãî âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé, óäîâëå�òâîðÿåò óêàçàííûì óñëîâèÿì. Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòèðàâåíñòâà (À.3) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (3.9) îñíîâ�íîãî òåêñòà. Â ýòîì ñîîòíîøåíèè ñèíãóëÿðíûì ÿâ�ëÿåòñÿ âòîðîé ñîìíîæèòåëü â ïîäûíòåãðàëüíîì âû�ðàæåíèè ñïðàâà, òàê ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïîëþñîâ ñïåê�òðàëüíîé �óíêöèè, ò. å. ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, çàìå�íÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïîëþñîâ ýòîãî âûðàæåíèÿ.Â ìîäåëè Öâàíöèãà ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìå�åò âèä ~as(") = 1"� �C2 tg�" ; (A.5)ò. å. exp(i2k�") ���� d"dx ���� = �"� i�C2"+ i�C2�k�1 : (A.6)Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÁÑâîéñòâà ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóäÔóíêöèè ïîëèíîìîâ Ëàãåððàfk(x) = e�x=2Lk(x)�(x) (Á.1)îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ1Z0 fk(x)fk0 (x) dx = Ækk0 : (Á.2)Ïîñêîëüêó�xL1k�1 = xdLkdx = k(Lk � Lk�1); (Á.3)

ïàðöèàëüíûå àìïëèòóäû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåñóììû �óíêöèé (Á.1):a(k)s (x) = �xke�x=2L1k�1(x)�(x) == e�x=2 (Lk(x)� Lk�1(x)) �� �(x) = fk(x)� fk�1(x): (Á.4)Âñïîìîãàòåëüíûå èíòåãðàëûI(k)n1n2 = �2k 1Z0 a(k�n1)s (� + 4n1k)�� a(k�n2)s (� + 4n2k) d� (Á.5)íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (Á.2), (Á.4), òåî�ðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ ËàãåððàL1k0�1(x+ a) = k0�1Xn=0 Ln(x)Lk0�1�n(a)è ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿxLn(x) = (2n+1)Ln(x)�(n+1)Ln+1(x)�nLn�1(x):Èíòåãðàëû I(k)0n íå çàâèñÿò îò k è îòëè÷íû îò íóëÿòîëüêî ïðè n = 0; 1:I(k)on =8><>: �=k; n = 0;exp(�2k)�=2k; n = 1;0; n � 2: (Á.6)Ïðè n1; n2 6= 0 èíòåãðàëû (Á.5) èìåþò âèä êîíå÷íûõñóìì îò fn1(4n1k)fn2(4n2k):I(k)n1n2 = 8�kn1n2(k � n1)(k � n2) k�1�n2Xs=0 fk�n1�s(4n1k)�� fk�n2�s(4n2k) +O(k�1 ): (Á.7)Ïðè k � 1, k � 1 ñëàãàåìûå â ñóììàõ (Á.7)ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû, êîãäà çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà4n1(2)k áîëüøå èíäåêñîâ, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ó÷åñòüñëàãàåìûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿìn1 � n2 � n� = � kk �+ 1; 0 � s � n� � n2; (Á.8)ãäå n� � ÷èñëî ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ ïðè çàäàí�íîì çíà÷åíèè k.Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïàðöèàëüíûõ àìïëè�òóä ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (Á.4):~fk(p) = (p� 1=2)k(p+ 1=2)k+1 ;~a(k)s (p) = � (p� 1=2)k�1(p+ 1=2)k+1 : (Á.9)191



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 1, 2009Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÂÀñèìïòîòèêè ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä öèêëîâñ áîëüøèìè íîìåðàìèÄëÿ àñèìïòîòèê �óíêöèé (Á.1) â îáëàñòè ìîíî�òîííîñòè x > 4k ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå [36℄:e�x=2L1k�1(x) � (�1)k�1e�U (2 h �)�1 �� (4�k sh 2�)�1=2 (1 +O(1=k sh 2�)) ;ãäå h � =r x4k ; U = k(sh 2� � 2�);èç êîòîðîãî ñëåäóåòa(k)s (x) � (�1)k 2pk� exp��x2p1�4k=x�� x4k�k �� 1 +r1� 4kx !2k ; x > k � 1: (Â.1)Ñîîòíîøåíèå (Â.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïðèáëèæåíè�åì ê ìàêñèìóìó xm = 4k, ðàñïîëîæåííîìó íà ãðà�íèöå îáëàñòè ìîíîòîííîñòè, ïîêàçàòåëü ýêñïîíåí�òû áûñòðî óìåíüøàåòñÿ. Åñëè x=4k � 1, òàê ÷òîp1� 4k=x � 1 � 2k=x, ñîîòíîøåíèå (Â.1) ìîæíîóïðîñòèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé Ñòèðëèíãà1�(z) = 1p2� z�z+1=2ez :a(k)s (x) / (�1)k xkk! e�x=2; x� 4k: (Â.2)Ñîîòíîøåíèå (Â.2) îçíà÷àåò çàìåíó ïîëèíîìà Ëà�ãåððà åãî ñëàãàåìûì ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ. Êàêñëåäóåò èç òàáëèöû, ñîîòíîøåíèå (Â.2) óäîâëåòâî�ðèòåëüíî âîñïðîèçâîäèò ýêñòðåìóìû ïàðöèàëüíûõàìïëèòóä.Õîòÿ â îáëàñòè îñöèëëÿöèé 0 < x < 4k ñóùåñòâó�þò áîëåå òî÷íûå àñèìïòîòèêè, òðåáîâàíèÿì çàäà÷èóäîâëåòâîðÿåò ïðîñòîå ñîîòíîøåíèåa(k)s (x) /rxk J1 �p4kx�+O(k�5=4);x� k: (Â.3)×òîáû îöåíèòü åãî òî÷íîñòü, ñðàâíèì åãî ðàçëîæå�íèå â ñòåïåííîé ðÿä ñ ðàçëîæåíèåì ïàðöèàëüíîé àì�ïëèòóäû:a(k)s (x) = x 1Xm=0 (�1)mm! �x2�m!�� k�1Xn=0 (�1)nn! (k � 1)!(n+ 1)!(k � 1� n)! xn! ;

rxk J1 �p4kx� = x 1Xn=0 (�1)nn!(n+ 1)! knxn:Êîý��èöèåíòû ïðè xn â âåðõíåì ðÿäó, ðàâíûåknn!(n+ 1)! �1 +O� 1k2�� ;ñîâïàäàþò ñ êîý��èöèåíòàìè â íèæíåì ðÿäó ñ òî÷�íîñòüþ O(k�2).Â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåõîäà x � 4k ïàðöèàëü�íûå àìïëèòóäû ñâÿçàíû ñ �óíêöèÿìè Ýéðè ñîîòíî�øåíèåìa(k)s (x) � (�1)k22=3k�1=3(1 + 2�8=3k�2=3u)��Ai(u); u = (16k)�1=3(x� 4k); (Â.4)êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ¾êâàçèêëàññè�÷åñêîå ïðèáëèæåíèå¿, ïîñêîëüêó áîëüøèå çíà÷å�íèÿ íîìåðà öèêëà ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèì êâàí�òîâûì ÷èñëàì. Ñîîòíîøåíèå (Â.4) àïïðîêñèìè�ðóåò àìïëèòóäó îáëàñòè åå ãëîáàëüíîãî ýêñòðå�ìóìà, ðàñïîëîæåííîãî ïðè um � �1:020, ãäåmax ja(k)s j � 0:537(4=k)�1=3(1 � (16k)�2=3). Èç ñîîò�íîøåíèÿ (Â.4) ñëåäóåò, ÷òî ïîëóøèðèíà ãëîáàëüíî�ãî ýêñòðåìóìà ýõà Ëîøìèäòà âîçðàñòàåò ñ íîìåðîìöèêëà ïðîïîðöèîíàëüíî k1=3.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. R. Shinke, Photodissoiation Dynamis, CambridgeUniv. Press, Cambridge (1994).2. M. Joeux, S. C. Farantos, and R. Shinke. J. Phys.Chem. A 106, 5407 (2002).3. M. Ben-Nun and T. J. Martinez, Chem. Phys. Lett.298, 57 (1998).4. T. Vreven, F. Bernardi, M. Caravelli, M. Olivui,M. Robb, and H. B. Shlegel, J. Amer. Chem. So.119, 1267 (1997).5. M. Ben-Nun, F. Molnar, H. Lu, J. C. Phillips,T. J. Martinez, and K. Shulten, Farad. Disuss. 110,447 (1998).6. S. Hayashi, E. Tajkhorshid, and K. Shulten, Biophys.J. 85, 1440 (2003).7. C. J. Fesko, J. D. Eaves, J. J. Loparo, A. Tokmakoff,and P. L. Geissler, Siene 301, 1698 (2003).192
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