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Î ÑÒ�ÓÊÒÓ�Å ÂÎËÍÎÂÛÕ ÏÎËÅÉ Â ÎÁËÀÑÒÈ ËÈÍÅÉÍÎ�ÎÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÉ È ÍÅÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÎÉÂÎËÍ Â ÄÂÓÌÅ�ÍÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉÌÀ�ÍÈÒÎÀÊÒÈÂÍÎÉ ÏËÀÇÌÅÀ. �. Øàëàøîâ *, Å. Ä. �îñïîä÷èêîâ, Å. Â. ÑóâîðîâÈíñòèòóò ïðèêëàäíîé �èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê603950, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 ìàÿ 2006 ã.�àññìîòðåíû îñîáåííîñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáûêíîâåííîé è íåîáûêíîâåííîé âîëí â äâóìåð-íî-íåîäíîðîäíîé ìàãíèòîàêòèâíîé ïëàçìå â ýëåêòðîííîì öèêëîòðîííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Ïîëó÷åíûòî÷íûå ðåøåíèÿ óêîðî÷åííîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîëíîâûå ïîëÿ â îáëàñòè ëèíåéíî-ãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îïðåäåëåíà ïðîöåäóðà ïåðåñ÷åòà ïîëåé, ïðîõîäÿùèõ è îòðàæàþùèõñÿ îò îáëàñòèòðàíñ�îðìàöèè. Àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â òðàíñ�îðìèðîâàííîì è îòðàæåííîìïó÷êàõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàäàþùèõ ïó÷êîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåøåíèåíîâîé ýòàëîííîé çàäà÷è, èìåþùåé øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ â àñòðî�èçè÷åñêèõ è ëàáîðàòîðíûõïðèëîæåíèÿõ.PACS: 52.35.Hr, 41.20.Jb, 52.50.Sw, 52.70.Gw1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðîáëåìà ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íîðìàëü�íûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïëàâíî íåîäíîðîä�íîé ìàãíèòîàêòèâíîé ïëàçìå â ýëåêòðîííîì öèêëî�òðîííîì (ÝÖ) äèàïàçîíå ÷àñòîò, èìååò äàâíþþ èñòî�ðèþ. Íà÷àëî èññëåäîâàíèé áûëî ïîëîæåíî â ðàáîòàõ�èíçáóðãà, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ý��åêòà ¾óòðàè�âàíèÿ¿ ðàäèîñèãíàëîâ â èîíîñ�åðå [1�3℄. Â àñòðî�è�çè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå âîëíèìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèç�ìà âûõîäà èçëó÷åíèÿ èç ïëîòíîé ïëàçìû, íàïðèìåðèç ñîëíå÷íîé êîðîíû [4℄. Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñê ýòîé ïðîáëåìå çàìåòíî óñèëèëñÿ â ñâÿçè ñ çàäà÷à�ìè âûñîêî÷àñòîòíîãî íàãðåâà è äèàãíîñòèêè ïëàç�ìû â òîðîèäàëüíûõ ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ, èñïîëüçó�åìûõ â èññëåäîâàíèÿõ ÓÒÑ. Ýòî ñâÿçàíî ñ äîñòèæå�íèåì ðåæèìîâ ñ óëó÷øåííûì óäåðæàíèåì â ñîâðå�ìåííûõ òîêàìàêàõ è ñ ðàçâèòèåì àëüòåðíàòèâíûõñèñòåì òèïà ñ�åðè÷åñêèõ òîêàìàêîâ è îïòèìèçè�ðîâàííûõ ñòåëëàðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíûñðàâíèòåëüíî íèçêèå ìàãíèòíûå ïîëÿ ïðè âûñîêîé*E-mail: ags�appl.si-nnov.ru

ïëîòíîñòè ïëàçìû. Âñå ÷àùå ñòàëè ðåàëèçîâûâàòü�ñÿ ðåæèìû óäåðæàíèÿ, â êîòîðûõ ïëîòíîñòü â öåí�òðàëüíûõ îáëàñòÿõ ïëàçìåííîãî øíóðà ïðåâûøàåòêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðî�ìàãíèòíûõ ìîä, èñïîëüçóåìûõ â òðàäèöèîííûõ ñõå�ìàõ ÝÖ-íàãðåâà è äèàãíîñòèêè ïëàçìû (òàêèõ êàêîáûêíîâåííàÿ âîëíà íà ïåðâîé ÝÖ-ãàðìîíèêå èëèíåîáûêíîâåííàÿ âîëíà íà âòîðîé ãàðìîíèêå). �åçî�íàíñíîå ïîãëîùåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñ�å�ðè÷åñêèõ òîêàìàêàõ ìîæåò òàêæå îêàçàòüñÿ íåý���åêòèâíûì, ïîñêîëüêó èç-çà íèçêîãî çíà÷åíèÿ ìàã�íèòíîãî ïîëÿ ïîãëîùåíèå óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü òîëü�êî íà äîñòàòî÷íî âûñîêèõ öèêëîòðîííûõ ãàðìîíè�êàõ. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé ïî ïðåîäîëåíèþ óêà�çàííûõ òðóäíîñòåé ñâÿçàíà ñ ëèíåéíîé òðàíñ�îð�ìàöèåé ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ýëåêòðîñòàòè÷å�ñêèå áåðíøòåéíîâñêèå âîëíû, êîòîðûå ñâîáîäíî ðàñ�ïðîñòðàíÿþòñÿ â çàêðèòè÷åñêîé ïëàçìå è ý��åê�òèâíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ ïëàçìîé â øèðîêîì äèà�ïàçîíå öèêëîòðîííûõ ãàðìîíèê. Â òîðîèäàëüíîéïëàçìå ýëåêòðîííûå áåðíøòåéíîâñêèå âîëíû ìîãóòý��åêòèâíî âîçáóæäàòüñÿ â ïðîöåññå òàê íàçûâà�åìîé O�X�B-òðàíñ�îðìàöèè, ïðåäñêàçàííîé òåîðå�òè÷åñêè â ðàáîòàõ [5�7℄ è ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëèçî�554



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006 Î ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ : : :âàííîé íà öåëîì ðÿäå óñòàíîâîê [8�14℄. Â ýòîì ïðî�öåññå ââåäåííàÿ ñî ñòîðîíû ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿîáûêíîâåííàÿ (O) âîëíà âáëèçè ïîâåðõíîñòè êðèòè�÷åñêîé ïëîòíîñòè òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â íåîáûêíîâåí�íóþ (X) âîëíó, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, â îêðåñò�íîñòè âåðõíåãî ãèáðèäíîãî ðåçîíàíñà òðàíñ�îðìè�ðóåòñÿ â ýëåêòðîííóþ áåðíøòåéíîâñêóþ âîëíó. Ý���åêòèâíîñòü âñåãî ïðîöåññà â îñíîâíîì îïðåäåëÿ�åòñÿ ý��åêòèâíîñòüþ òðàíñ�îðìàöèè O-âîëíû âX-âîëíó (O�X-òðàíñ�îðìàöèè).Áîëüøèíñòâî òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿ�ùèõñÿ ê ïðîöåññàì ëèíåéíîé òðàíñ�îðìàöèè âîëíâ ÝÖ-äèàïàçîíå, áûëî ïîëó÷åíî â ðàìêàõ îäíîìåð�íîãî ïðèáëèæåíèÿ, â êîòîðîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òîïëîòíîñòü ïëàçìû èçìåíÿåòñÿ âäîëü îäíîãî âûäå�ëåííîãî íàïðàâëåíèÿ [6; 7; 15�18℄. Â óêàçàííûõ ðà�áîòàõ áûëè íàéäåíû êîý��èöèåíòû O�X-òðàíñ�îð-ìàöèè è çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîõîäÿùèõ ÷å�ðåç îáëàñòü òðàíñ�îðìàöèè âîëíîâûõ ïîëåé. Îá�çîð ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ îäíîìåðíîé òåîðèèáûë äàí â ðàáîòå [19℄. Âàæíîñòü íåîäíîìåðíûõý��åêòîâ äëÿ òðàíñ�îðìàöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí â ýëåêòðîííûå áåðíøòåéíîâñêèå âîëíû âáëè�çè âåðõíåãî ãèáðèäíîãî ðåçîíàíñà áûëà îòìå÷åíàäîâîëüíî äàâíî [20℄, îäíàêî èõ ðîëü â ïðîöåññàõO�X-òðàíñ�îðìàöèè äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü íåèñ�ñëåäîâàííîé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçíèêëî ïîíèìà�íèå, ÷òî â ðåàëüíûõ óñòàíîâêàõ îäíîìåðíîå ïðèáëè�æåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íûì è äëÿ îïè�ñàíèÿ O�X-òðàíñ�îðìàöèè [21�27℄. Íàïðèìåð, â ðà�áîòå [27℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñ�åðè÷åñêîãî òîêà�ìàêà MAST øèðèíà îáëàñòè íåïðîçðà÷íîñòè (îñíîâ�íîé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé îäíîìåðíóþ òðàíñ��îðìàöèþ) ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â ïðåäåëàõ ðàçìå�ðà ââîäèìîãî â ïëàçìó âîëíîâîãî ïó÷êà íà âåëè÷è�íó ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äëèí âîëí âñëåäñòâèå èçìå�íåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè,÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè áîëåå òî÷íîãî àíà�ëèçà ñ ó÷åòîì ý��åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåîäíîìåð�íîé ãåîìåòðèåé îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè. Íàñêîëüêîèçâåñòíî àâòîðàì, âïåðâûå ïîïûòêà òàêîãî àíàëèçàáûëà ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [21℄, ãäå áûëî ïîêàçà�íî, ÷òî â äâóìåðíî-íåîäíîðîäíîé ãåîìåòðèè òîêàìà�êà ý��åêòèâíàÿ O�X-òðàíñ�îðìàöèÿ âîçìîæíà äëÿñóùåñòâåííî áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïàäàþùèõ ïó÷�êîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì, â êîòîðîìý��åêòèâíàÿ òðàíñ�îðìàöèÿ âîçìîæíà ëèøü â óç�êîì äèàïàçîíå ïðîäîëüíûõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Áîëååòîãî, âñå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [21℄ ðåøåíèÿ ñîîòâåò�ñòâóþò âîëíîâûì ñòðóêòóðàì, èñïûòûâàþùèì ïîë�íóþ òðàíñ�îðìàöèþ, íà îñíîâàíèè ÷åãî àâòîðû âû�ñêàçûâàþò äîâîëüíî ñîìíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î

âîçìîæíîì ïîëíîì îòñóòñòâèè îòðàæåííûõ îò êðè�òè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âîëí â ðàññìîòðåííîé ñèòó�àöèè. Â íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ áûëà ïðåäëî�æåíà àëüòåðíàòèâíàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññàO�X-òðàíñ�îðìàöèè â äâóìåðíî-íåîäíîðîäíîé ãåî�ìåòðèè òîêàìàêà. Â ðàáîòå [22℄ ïóòåì ðÿäà �èçè�÷åñêè ïîíÿòíûõ óïðîùåíèé áûëî ïîëó÷åíî íîâîå,îòëè÷íîå îò èññëåäîâàâøåãîñÿ â [21℄, óêîðî÷åííîåýòàëîííîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðå�äåëåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ â îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè.Áûë îïðåäåëåí äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ÷àñòíûõðåøåíèé ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõïó÷êàì, èñïûòûâàþùèì ïîëíóþ òðàíñ�îðìàöèþ, àòàêæå ïðîàíàëèçèðîâàíû íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ÷à�ñòè÷íî îòðàæàþùèõñÿ âîëíîâûõ ñòðóêòóð [22�24℄.È íàêîíåö, â ðàáîòàõ [25, 26℄ áûëî ïîëó÷åíî ïîëíîåðåøåíèå ýòàëîííîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, âêëþ÷à�þùåå êàê ïðîøåäøóþ, òàê è îòðàæåííóþ âîëíó, ñïîìîùüþ ýòîãî ðåøåíèÿ áûëè íàéäåíû âûðàæåíèÿäëÿ êîý��èöèåíòîâ òðàíñ�îðìàöèè è îòðàæåíèÿâîëíîâûõ ïó÷êîâ, ïåðåõîäÿùèå â ïðåäåëüíîì ñëó÷àåîäíîìåðíîé ãåîìåòðèè â èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿêîý��èöèåíòîâ â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè. Ïîõî�æèå ðåçóëüòàòû äëÿ êîý��èöèåíòîâ òðàíñ�îðìà�öèè áûëè ïðåäñòàâëåíû è â ðàáîòå [27℄.Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü â îñíîâ�íîì õàðàêòåðèñòèêè èíòåíñèâíîñòè ïðîøåäøåãî èîòðàæåííîãî èçëó÷åíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðî�âåäåí àíàëèç ðàñïðåäåëåíèé àìïëèòóä ïîëåé ñ ó÷å�òîì �àçîâûõ ñîîòíîøåíèé. Â ðåçóëüòàòå ñ�îðìóëè�ðîâàíû ïðàâèëà ïåðåñ÷åòà âîëíîâûõ ïîëåé, ïðîõîäÿ�ùèõ è îòðàæàþùèõñÿ îò îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïàäàþùåãî, ïðîøåäøåãî è îòðà�æåííîãî ïó÷êîâ îïðåäåëåíà ïðîöåäóðà ñøèâêè ãåî�ìåòðî- èëè êâàçèîïòè÷åñêèõ ðåøåíèé âäàëè îò îá�ëàñòè òðàíñ�îðìàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòüñòàíäàðòíûå (áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ) êîäû äëÿìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà O�X-òðàíñ�îðìàöèè. �àñ�ñìîòðåíî íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ, â êîòî�ðûõ ñâÿçü âîëíîâûõ ïîëåé äî è ïîñëå îáëàñòè ëèíåé�íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óäàåòñÿ çàïèñàòü â äîñòàòî÷íîêîìïàêòíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.Ñòðóêòóðà ðàáîòû ñëåäóþùàÿ. Â ðàçä. 2 íà êà�÷åñòâåííîì óðîâíå îáñóæäàþòñÿ íîâûå �èçè÷åñêèåý��åêòû, âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå ó÷åòà äâóìåðíî�ãî õàðàêòåðà íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû. Â ðàçä. 3 îïðå�äåëÿåòñÿ ìîäåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, äëÿ êîòîðîé �îðìó�ëèðóåòñÿ ýòàëîííîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, ïðèâîäÿòñÿåãî òî÷íûå ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîëíîâûå ïîëÿ âîáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ðàçä. 4 ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîëó÷åí�íûõ ðåøåíèé âäàëè îò îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ, íà�555



À. �. Øàëàøîâ, Å. Ä. �îñïîä÷èêîâ, Å. Â. Ñóâîðîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006õîäèòñÿ ñâÿçü âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòÿõ ïðèìåíè�ìîñòè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè äî è ïîñëå îáëàñòè ëè�íåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ðàçä. 5 ïðèâåäåíû ïðèìå�ðû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â òðàíñ�îðìèðîâàííîì èîòðàæåííîì ïó÷êàõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàäàþùèõ ïó÷�êîâ. Â Çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ðàáîòû. Â Ïðè�ëîæåíèè ïðèâîäÿòñÿ äåòàëè îïóáëèêîâàííîãî íàìèðàíåå [26℄ ðåøåíèÿ ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ.2. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ËÈÍÅÉÍÎ�ÎÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß O- È X-ÂÎËÍ ÂÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ �ÅÎÌÅÒ�ÈÈÈçâåñòíî, ÷òî îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîöåññàO�X-òðàíñ�îðìàöèè ìîãóò áûòü êà÷åñòâåííî îïèñà�íû â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè[3�7, 15�18℄. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ õî�ëîäíîé ìàãíèòîàêòèâíîé ïëàçìû [28℄ ìîæåò áûòüçàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:N2? �("+ � "k)("� �N2) + ("� � "k)("+ �N2)� == 2"k("+ �N2)("� �N2): (1)Çäåñü N? è Nk � âîëíîâûå ÷èñëà, îòâå÷àþùèå ñîîò�âåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíîé è ïàðàëëåëüíîé êîì�ïîíåíòàì âîëíîâîãî âåêòîðà ïî îòíîøåíèþ ê âíåø�íåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ;N2 = N2?+N2k ; "+, "� è "k �êîìïîíåíòû òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòè õîëîäíîé ìàãíèòîàêòèâíîé ïëàçìû â ñòèêñîâîìïðåäñòàâëåíèè [28℄:"� = 1� !2pe!(! � !e) ; "k = 1� !2pe!2 ; (2)!e è !pe � ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðîííàÿ öèêëîòðîí�íàÿ è ëåíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòû. O�X-òðàíñ�îðìàöèÿïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòåé îòñå÷êè äëÿO-âîëí è ìåäëåííûõ X-âîëí (ïîâåðõíîñòåé "k = 0 è"+ = N2k ). Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿ�þòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:N? � Nk; j"kj � 1;j"+ �N2k j � 1; j"�j & 1: (3)Ñ ó÷åòîì ýòèõ íåðàâåíñòâ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåäèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (1) â îêðåñòíîñòè îáëà�ñòè òðàíñ�îðìàöèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â âèäå [18℄N2? � 2"k("+ �N2k )="+: (4)Â îáëàñòÿõ, ãäå N2? > 0, ýòî ðåøåíèå îòâå÷àåò ëåâî�ïîëÿðèçîâàííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì âîëíàì. Â òðà�äèöèîííîé òåðìèíîëîãèè ýòî O-âîëíà ïðè "k > 0 è
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�èñ. 1. Ïîâåðõíîñòè îòñå÷êè "k = 0 è "+ = N2kâ îäíîìåðíîé ãåîìåòðèè (à), êîãäà ïëîòíîñòü ïëàç-ìû (è, âîîáùå ãîâîðÿ, íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãîïîëÿ) èçìåíÿþòñÿ âäîëü îñè x, ìàãíèòíîå ïîëå íà-ïðàâëåíî âäîëü îñè z, è â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè (á ),êîãäà ïëîòíîñòü ïëàçìû è íàïðÿæåííîñòü ìàãíèò-íîãî ïîëÿ èçìåíÿþòñÿ â ïëîñêîñòè xy, ìàãíèòíîåïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè z. Îáëàñòü íåïðîïóñêà-íèÿ ëåâîïîëÿðèçîâàííûõ âîëí çàøòðèõîâàíà"+ > N2k (êîãäà ïëîòíîñòü ïëàçìû ìåíüøå êðèòè÷å�ñêîé) è X-âîëíà ïðè "k < 0 è "+ < N2k (êîãäà ïëîò�íîñòü ïëàçìû âûøå êðèòè÷åñêîé) [3℄. Íåðàâåíñòâî"k("+�N2k ) < 0 îïðåäåëÿåò îáëàñòü íåïðîçðà÷íîñòèäëÿ ëåâîïîëÿðèçîâàííûõ âîëí.Ñòðóêòóðà îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè â ïðèáëèæå�íèè ïëîñêîñëîèñòîé ïëàçìû ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1à.Îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ O- è X-âîëí ñ �èêñè�ðîâàííûì ïðîäîëüíûì âîëíîâûì ÷èñëîì ðàçäåëå�íû îáëàñòüþ íåïðîçðà÷íîñòè, ãðàíèöàìè êîòîðîéñëóæàò ïëîñêîïàðàëëåëüíûå ïîâåðõíîñòè îòñå÷êè"k = 0 è "+ = N2k . Øèðèíà îáëàñòè íåïðîçðà÷íîñòèçàâèñèò îò çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà. Ïðè íåêîòî�ðîì îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî÷èñëà Nk ïëîñêîñòè îòñå÷êè ìîãóò ñîâïàäàòü (ïðèïàäåíèè âîëíû ñ Ny = 0), òîãäà îáëàñòü íåïðîçðà÷�íîñòè îòñóòñòâóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïîëíîéòðàíñ�îðìàöèè. Êîãäà øèðèíà îáëàñòè íåïðîçðà÷�íîñòè íå ðàâíà íóëþ, òðàíñ�îðìàöèþ ìîæíî ðàñ�ñìàòðèâàòü êàê òóííåëèðîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãîèçëó÷åíèÿ ÷åðåç îáëàñòü íåïðîçðà÷íîñòè [15�18℄.556



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006 Î ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ : : :Êàê âèäíî èç ðèñ. 1á, ñèòóàöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿòîïîëîãè÷åñêè èíîé â äâóìåðíîì èëè òðåõìåðíîìñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòè îòñå÷êè ïåðåñåêàþòñÿ âïðîñòðàíñòâå âäîëü íåêîòîðîé ëèíèè. Äëÿ ëó÷à, ïðî�õîäÿùåãî ÷åðåç ýòó ëèíèþ, îáëàñòü íåïðîçðà÷íîñòèîòñóòñòâóåò, ÷òî �îðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþïîëíîé òðàíñ�îðìàöèè. Ïðè÷åì, â îòëè÷èå îò îäíî�ìåðíîé ìîäåëè, òàêîé ëó÷ ñóùåñòâóåò íå äëÿ îäíîãîîïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Nk, à äëÿ íåêîòîðîãî íåïðå�ðûâíîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé Nk, ïðè êîòîðûõ ñóùå�ñòâóåò ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé îòñå÷êè. Èç�ìåíåíèå Nk â ýòîì äèàïàçîíå ïðèâîäèò òîëüêî ê ñìå�ùåíèþ îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè âñëåä çà ëèíèåé ïå�ðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé îòñå÷êè. Êîíå÷íî, îïèñàíèåâ ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ñòàíîâèòñÿ íåêîð�ðåêòíûì â îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè, ãäå N? ! 0. Îä�íàêî ïîëíîå âîëíîâîå èññëåäîâàíèå ý��åêòà òðàíñ��îðìàöèè äàåò ñõîäíûé ðåçóëüòàò: äëÿ êàæäîãî çíà�÷åíèÿ Nk, ïðè êîòîðîì ïîâåðõíîñòè îòñå÷êè ïåðåñå�êàþòñÿ, ìîæåò áûòü íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðàñïðåäå�ëåíèå ïîëÿ, ïðè êîòîðîì ïàäàþùèé âîëíîâîé ïó÷îêïðîõîäèò îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ áåç îòðàæåíèÿ,ò. å. èñïûòûâàåò ïîëíóþ òðàíñ�îðìàöèþ [21�26℄. Íà�ðÿäó ñ ýòèì ñóùåñòâóþò è ðàñïðåäåëåíèÿ âîëíîâîãîïîëÿ, ïðèâîäÿùèå ê ÷àñòè÷íîìó îòðàæåíèþ ïàäàþ�ùåãî ïó÷êà [23�27℄.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èçîáðàæåííàÿ íàðèñ. 1á îáëàñòü äâóìåðíîé òðàíñ�îðìàöèè íåîáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêèïîâåðõíîñòåé îòñå÷êè "k = 0 è "+ = N2k , ïîñêîëüêóãðàäèåíòû ïëîòíîñòè ïëàçìû è íàïðÿæåííîñòèìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþò êîíå÷íûå ïðîåêöèè íà îñüy. �åøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò òîãî,ïðàâóþ èëè ëåâóþ òðîéêó îáðàçóþò âåêòîðû r"k,r"+ è íàïðàâëåíèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Â ÷àñòíîñòè, ýòà òðîéêà èçìåíÿåòñÿ ïðè ñìåíåíàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå,÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå âçàèìíîñòè äëÿ ãèðîòðîïíûõñðåä, ýêâèâàëåíòíî ñìåíå íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðà�íåíèÿ âîëí íà ïðîòèâîïîëîæíîå [3℄. Ýòî ïðèâîäèòê òîìó, ÷òî êîý��èöèåíòû òðàíñ�îðìàöèè äëÿïó÷êîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿïëîòíîñòè ïëàçìû (O�X-òðàíñ�îðìàöèÿ) è â ïðî�òèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè (X�O-òðàíñ�îðìàöèÿ)îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè áåç íàðóøåíèÿ òåîðåìûâçàèìíîñòè [26℄.Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè, àâòîðû ïðè�øëè ê ïîñòàíîâêå íåîäíîìåðíîé çàäà÷è, ðàññìàòðè�âàÿ îñîáåííîñòè O�X-òðàíñ�îðìàöèè â òîðîèäàëü�íûõ ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ. Â ýòèõ óñòàíîâêàõ ïî�âåðõíîñòè "k = 0, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òîëü�êî ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ïëàçìû, ñîâïàäàþò ñ

ìàãíèòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ïîâåðõíîñòè îòñå÷êè"+ = N2k , çàâèñÿùèå òàêæå è îò âíåøíåãî ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ, èç-çà âàðèàöèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãîïîëÿ íà ìàãíèòíîé ïîâåðõíîñòè íå ñîâïàäàþò ñ ïî�âåðõíîñòÿìè "k = 0. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò îáëà�ñòè, áëèçêèå ê ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè, ãäå îáå ïî�âåðõíîñòè îòñå÷êè ïî÷òè ïàðàëëåëüíû, êàê ýòî èçîá�ðàæåíî íà ðèñ. 1à. Âíå ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòèý��åêòèâíîé òðàíñ�îðìàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñõåìà,èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1á, êîãäà ïîâåðõíîñòè îòñå÷êèïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæå â ïðåíåáðåæå�íèè ý��åêòàìè êðèâèçíû ýòèõ ïîâåðõíîñòåé òðàíñ��îðìàöèÿ ìîæåò íîñèòü ïðèíöèïèàëüíî äâóìåðíûéõàðàêòåð. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïðîùåííîãî âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå,ìû âûíóæäåíû äîïóñòèòü äâà óïðîùàþùèõ îáñòî�ÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, ìû ïðåíåáðåãàåì êðèâèçíîéïîâåðõíîñòåé îòñå÷êè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îá�ëàñòè òðàíñ�îðìàöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå ÿâëåíèÿ, ñâÿ�çàííûå ñ O�X-òðàíñ�îðìàöèåé, ïðîèñõîäÿò â ëîêà�ëèçîâàííîé îáëàñòè, ðàçìåðû êîòîðîé ìíîãî ìåíüøåõàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ íåîäíîðîäíîñòè ïëîòíîñòèïëàçìû è ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òîêàìàêå. Âî-âòîðûõ,ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå â òîêàìà�êå ïðåäñòàâëåíî òîëüêî òîðîèäàëüíîé êîìïîíåíòîé(ïîëîèäàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå ïðåíåáðåæèìî ìàëî),à ñëåäîâàòåëüíî, ý��åêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ íåîäíî�ðîäíîñòüþ íàïðàâëåíèÿ (øèðîì) âíåøíåãî ìàãíèò�íîãî ïîëÿ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî îñíîâíîå îòëè÷èåíàøåé ìîäåëè îò ñèòóàöèè, ðàññìîòðåííîé â ïèîíåð�ñêîé ðàáîòå [21℄. Îáà îòáðîøåííûõ íàìè íåîäíîìåð�íûõ ý��åêòà òîïîëîãè÷åñêè íå èçìåíÿþò ñèòóàöèþ,èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1á, õîòÿ, âîçìîæíî, îíè ìîãóòîêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûìè ïðè òî÷íîì êîëè÷åñòâåí�íîì àíàëèçå ïðîöåññà O�X-òðàíñ�îðìàöèè â òîêà�ìàêàõ.Áîëåå ïîäðîáíî âîïðîñû ïðèìåíèìîñòè íàøåéìîäåëè â òîðîèäàëüíûõ óñòàíîâêàõ ðàññìîòðåíû âðàáîòå [26℄. Çäåñü æå õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òîïðåäëîæåííàÿ íèæå ìîäåëü äîñòàòî÷íî ïðîñòà, à ïî�òîìó óíèâåðñàëüíà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåøåíèå íîâîé ýòàëîííîé çàäà�÷è, êîòîðîå, êàê íàì êàæåòñÿ, ìîæåò íàéòè ïðèìåíå�íèå çà ïðåäåëàìè ÷èñòî òåðìîÿäåðíûõ ïðèëîæåíèé.3. ÝÒÀËÎÍÍÎÅ ÂÎËÍÎÂÎÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅÑ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ñòðóêòó�ðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëåííûõ â ïðåäûäóùåìðàçäåëå, ìû ïðèõîäèì ê óïðîùåííîé ìîäåëè äâóìåð�íîé îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè, â êîòîðîé íàïðàâëåíèå557



À. �. Øàëàøîâ, Å. Ä. �îñïîä÷èêîâ, Å. Â. Ñóâîðîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííî, ìîäóëü ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ è ïëîòíîñòü ïëàçìû ìåíÿþòñÿ â ïëîñêîñòè, îð�òîãîíàëüíîé ýòîìó íàïðàâëåíèþ. Âûáåðåì ñèñòåìóêîîðäèíàò â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1á: îñü z íàïðàâèìâäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îñü y ðàñïîëîæèì â îáëàñòèíåïðîçðà÷íîñòè, à îñü x ðàñïîëîæèì â îáëàñòè ðàñ�ïðîñòðàíåíèÿ ëåâîïîëÿðèçîâàííûõ âîëí è íàïðàâèìâ ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïëàçìû ïî áèññåê�òðèñå óãëà ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè îòñå÷êè. Ôîðìàëü�íî åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè x ìîæíî îïðåäåëèòüêàê x = � ek + e+jek + e+j ;ãäå ek = r"kjr"kj ; e+ = r"+jr"+j :�àñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî ïó÷êà â ïîëîæèòåëü�íóþ ñòîðîíó âäîëü îñè x ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþO�X-òðàíñ�îðìàöèè, â îòðèöàòåëüíóþ � ñëó÷àþX�O-òðàíñ�îðìàöèè. Íà÷àëî êîîðäèíàò (x; y) âû�áåðåì íà ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé îòñå÷êè,ò. å. â òî÷êå, ãäå ëèíèè "k(x; y) = 0 è "+(x; y) = N2kïåðåñåêàþòñÿ. Ïîâåðõíîñòè îòñå÷êè â îêðåñòíîñòèîáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè áóäåì ñ÷èòàòü ïëîñêèìè.Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ìîíîõðîìàòè�÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âîë�íîâûì óðàâíåíèåìrot rotE� k20 "̂E = 0; (5)ãäå k0 = !=, à "̂ � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè�öàåìîñòè ïëàçìû. Áóäåì ðàáîòàòü â ñòèêñîâîì ïðåä�ñòàâëåíèè äëÿ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿE� = (Ex � iEy)=p2 ; Ek = Ez(íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ êîìïîíåíò E+ è E� ñîâ�ïàäàåò ñ öèêëîòðîííûì âðàùåíèåì ñîîòâåòñòâåí�íî èîíîâ è ýëåêòðîíîâ). Òîãäà âåêòîðû íàïðÿ�æåííîñòè è èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè�ìóò ñëåäóþùèé âèä [28℄: E = (E+; E�; Ek) è"̂E = ("+E+; "�E�; "kEk), êîìïîíåíòû òåíçîðà äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè îïðåäåëåíû âûðàæå�íèåì (2). �àññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îäíîðîäíà âäîëüîñè z, ïîýòîìó ïðîäîëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî Nk ñî�õðàíÿåòñÿ, êàê è â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè. Ñî�îòâåòñòâåííî, ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ìîæíîèñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:E(x; y; z) = F(x; y;Nk) exp(ik0Nkz): (6)Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ðàñïîëîæåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò(x; y) çàâèñèò îò ïðîäîëüíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà Nk. Â

îáùåì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñ ïðîèçâîëüíûìðàñïðåäåëåíèåì ïî êîîðäèíàòå z ìîæåò áûòü íàé�äåíî êàê ñâåðòêà ÷àñòíûõ ðåøåíèé (6) ñ íåêîòîðîéâåñîâîé �óíêöèåé G(Nk):E(X;Y; z) == Z G(Nk)F �X ��X(Nk); Y ��Y (Nk); Nk��� exp(ik0Nkz) dNk: (7)Çäåñü (X;Y ) � íåêîòîðàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà êî�îðäèíàò, íå çàâèñÿùàÿ îò Nk, à �X(Nk) è �Y (Nk)îïðåäåëÿþò ñäâèã íà÷àëà ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîð�äèíàò (x; y) â çàâèñèìîñòè îò Nk.Êàê îáû÷íî, äàëüíåéøåå óïðîùåíèå âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ âîçìîæíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñðå�äà ÿâëÿåòñÿ ïëàâíî íåîäíîðîäíîé, ò. å. âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî �=L � 1, ãäå � � äëèíà âîëíû èçëó÷å�íèÿ, L � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá íåîäíîðîäíîñòè êîì�ïîíåíò äèýëåêòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëåâ âèäå (6) â óðàâíåíèå (5) è èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþïðîöåäóðó óêîðî÷åíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïî ìà�ëîìó ïàðàìåòðó �=L (ñì., íàïðèìåð, [3℄), ìîæíî ïî�ëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ êîìïî�íåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ F+ è Fk:8>><>>: p2 k0("+ �N2k )F+ = Nk�i ��x � ��y�Fk;p2 k0"kFk = Nk�i ��x + ��y �F+: (8)Çäåñü ó÷òåíû òîëüêî ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ìà�ëûì ïàðàìåòðàì, îïðåäåëÿåìûì ñëåäóþùèìè íåðà�âåíñòâàìè:���� 1F+;k �F+;k�x ����� k0Nk; ���� 1F+;k �F+;k�y ����� k0Nk;j"+ �N2k j � 1; j"kj � 1: (9)Ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþò ñëåãêà ìîäè��èöèðîâàííîìó êðèòåðèþ ïðèìåíèìîñòè ãåîìåòðè�÷åñêîé îïòèêè, �=L � 1, à äâà îñòàâøèõñÿ íåðàâåí�ñòâà îãðàíè÷èâàþò ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü ìàëîéîêðåñòíîñòüþ òî÷êè òðàíñ�îðìàöèè x = y = 0. Êîì�ïîíåíòà ïîëÿ F� â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìîæåò ñ÷è�òàòüñÿ ðàâíîé íóëþ è â äàëüíåéøåì íå ðàññìàòðè�âàåòñÿ.Åñëè îñòàâèòü òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû â ðàçëî�æåíèè "k(x; y) è "+(x; y) â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîð�äèíàò, "k � r"k � r; "+ � N2k +r"+ � r;òî ñèñòåìà (8) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ¾êàíîíè÷å�ñêîìó¿ âèäó:558



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006 Î ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ : : :8>><>>:(x0 os�+y0 sin�)A+ = ��i ��x0� ��y0�Ak;(x0 os��y0 sin�)Ak = ��i ��x0+ ��y0�A+: (10)Çäåñü ââåäåíû íîâûå íîðìèðîâàííûå êîìïîíåíòûâîëíîâîãî ïîëÿ è êîîðäèíàòû:A+ = F+jr"+j1=2 ; Ak = Fkjr"kj1=2 ;x0 = xLr ; y0 = yLr ;Lr = � "+2k20 jr"+jjr"kj �1=4 : (11)Óãîë � îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëîâèíà óãëà ìåæäó íà�ïðàâëåíèÿìè r"+ è r"k, êàê ýòî èçîáðàæåíî íàðèñ. 1á. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè îáëàñòèòðàíñ�îðìàöèèjr"kj � L�1N ; jr"+j"+ � !!e 1LN+�1+!e! ��1 1LB ;ãäå LN è LB � õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû íåîäíîðîäíî�ñòè ïëîòíîñòè ïëàçìû è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãîïîëÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, òî âûðàæåíèåäëÿ íîðìèðóþùåé äëèíû ìîæíî ïðèâåñòè ê áîëååóäîáíîìó âèäó:Lr � LN(k0LN )�1=2 �!e2! �1=4 ���1 + LNLB �1 + !e! ���1=4 : (12)Äëÿ îöåíîê â òîêàìàêå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîLN � LB; L � LN ;Lr � LN (k0LN)�1=2(!e=2!)1=4:×ëåíû â ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû (10), ïðîïîðöèîíàëü�íûå y0 sin�, îòâå÷àþò çà äâóìåðíûé õàðàêòåð òðàíñ��îðìàöèè. Ïðè �! 0 ñèñòåìà (10) ïåðåõîäèò â ýòà�ëîííîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå òðàíñ�îð�ìàöèþ ïëîñêîé âîëíû ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì Nkâ îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè [15, 16℄. Çàìåòèì, ÷òîïðè � . �=L îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé (10) äâóìåðíûåý��åêòû ìîãóò îêàçàòüñÿ ñðàâíèìûìè ñ îòáðîøåí�íûìè íàìè ý��åêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ êðèâèçíîé ïî�âåðõíîñòåé îòñå÷êè.�åøåíèå ñèñòåìû (10) óäîáíî èñêàòü â âèäå ñóì�ìû äâóõ êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíàì, ðàñ�ïðîñòðàíÿþùèìñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíè�ÿõ âäîëü îñè x0. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â çîíå ãåîìåò�ðè÷åñêîé îïòèêè äëÿ ïëîñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþ�

ùèõñÿ â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëå�íèÿõ âäîëü îñè x0, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåE+Ek = � N?p2Nk "k �N2"+ �N2 � �s jr"kjjr"+j ;÷òî â íàøèõ ïåðåìåííûõ îçíà÷àåò A+ = �Ak äëÿïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ è A+ = +Ak äëÿ îò�ðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèç�âîëüíîå âîëíîâîå ïîëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåA+ = At +Ar; Ak = Ar �At; (13)ãäå êîìïîíåíòû At è Ar ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûìïó÷êàì, ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ïî�ëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ âäîëüîñè x0 â îáëàñòè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, à òî÷íåå, âîáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâ�íåíèÿ (10). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðè�âàòü ñëó÷àé O�X-òðàíñ�îðìàöèè: ïó÷îê ââîäèòñÿ âîáëàñòü òðàíñ�îðìàöèè ñî ñòîðîíû ìåíüøåé ïëîò�íîñòè ïëàçìû è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîìíàïðàâëåíèè âäîëü îñè x0 â íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿïëîòíîñòè ïëàçìû. Â ýòîì ñëó÷àå â ÂÊÁ-îáëàñòèñëàãàåìîå At îïèñûâàåò ïàäàþùóþ (îáûêíîâåííóþ)âîëíó ïðè x0 < 0 è ïðîøåäøóþ (òðàíñ�îðìèðîâàâ�øóþñÿ â íåîáûêíîâåííóþ) âîëíó ïðè x0 > 0, à ñëà�ãàåìîå Ar îïèñûâàåò îòðàæåííóþ (îáûêíîâåííóþ)âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ òîëüêî ïðè x0 < 0. Ýòîïîçâîëÿåò ïðîñòûì è åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñ�îð�ìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10)ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x0 ! �1: At(�1) çàäà�åòñÿ ïàäàþùèì ïó÷êîì è Ar(+1) = 0. Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå, ÷òî óêîðî÷åííîå âîëíîâîå óðàâíåíèåñïðàâåäëèâî òîëüêî â íåêîòîðîé îáëàñòè â îêðåñò�íîñòè òî÷êè òðàíñ�îðìàöèè, ïðåäåë x0 ! �1 íà�äî ïîíèìàòü êàê ñøèâêó àñèìïòîòèê ðåøåíèé ýòà�ëîííîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèÂÊÁ-ðåøåíèÿìè ïîëíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ âíåîáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîåðàçäåëåíèå âîëí íà ïàäàþùóþ, ïðîøåäøóþ è îòðà�æåííóþ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðèìåíèìî â îáëàñòè ëè�íåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, jx0j . 1.Ïîñëå ïåðåõîäà ê êîìïîíåíòàì At è Ar ñèñòåìàýòàëîííûõ óðàâíåíèé (10) ìîæåò áûòü ðåøåíà ìå�òîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïîëíîå ðåøåíèå ñè�ñòåìû áûëî íàéäåíî â íàøåé ðàáîòå [26℄, îñíîâíûåäåòàëè ýòîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû òàêæå â Ïðèëîæå�íèè. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, ëîêàëèçîâàííîå âäîëü îñèy0, ñîîòâåòñòâóþùåå �èêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ Nk559



À. �. Øàëàøîâ, Å. Ä. �îñïîä÷èêîâ, Å. Â. Ñóâîðîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006è âûðàæåííîå ÷åðåç êîìïîíåíòû At è Ar, ìîæíîïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:At(x0; y0) = 1Xn=0Anhn ~Di�n ; (14)Ar(x0; y0) == 1Xn=0( An+1hn; � > 0�Anhn+1; � < 0 )pi�+n ~Di�+n�1: (15)Çäåñü An � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå,hn(y0) = sin1=4 j�j�1=4p2nn! exp�� sin j�jy022 ���Hn �y0psin j�j� ;~Di�(x0) = Di� �x0p2 os� exp i�4 � ; (16)Hn � ïîëèíîì Ýðìèòà, Di� � îäíà èç òàê íàçûâà�åìûõ �óíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà [29�31℄ ìíèìûì èíäåêñîì, îïðåäåëÿåìûì ñëåäóþùèìè âû�ðàæåíèÿìè:�n = ( n tg�; � > 0;(n+ 1) tg j�j; � < 0;�+n = ( �n+1; � > 0�n; � < 0 = (n+ 1) tg j�j: (17)Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò ðàçíóþñòðóêòóðó â çàâèñèìîñòè îò çíàêà �. Ýòî ñâÿçàíî ñïðèñóòñòâóþùåé â èñõîäíîé ãåîìåòðèè çàäà÷è è óïî�ìèíàâøåéñÿ âî âòîðîì ðàçäåëå àñèììåòðèåé îòíîñè�òåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïîâåðõíîñòåé "k = 0 è "+ = N2k(ýòî ýêâèâàëåíòíî ñìåíå çíàêà �).Ïðîäîëüíàÿ, ò. å. âäîëü îñíîâíîãî íàïðàâëåíèÿðàñïðîñòðàíåíèÿ x0, ñòðóêòóðà âîëíîâîãî ïîëÿîïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿìè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèí�äðà ~Di�(x0) îò ñëîæíîãî àðãóìåíòà. Ïîïåðå÷íàÿñòðóêòóðà âîëíîâîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿìèhn(y0). Ýòè �óíêöèè îáðàçóþò ïîëíûé îðòîãîíàëü�íûé áàçèñ â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ1Z�1 hnhmdy0 = Ænm:Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü êîý��è�öèåíòû An ñ ðàñïðåäåëåíèåì êîìïîíåíòû ïîëÿAt = (A+ � Ak)=2 â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè x01. Äåé�ñòâèòåëüíî, óìíîæèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ñîîòíî�

øåíèÿ (14) íà hn(y01) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî y01, ìîæ�íî ïîëó÷èòü, ÷òîAn = 1~Di�n(x01) 1Z�1 At(x01; y01)hn(y01) dy01: (18)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî y01 ïðîïîðöèî�íàëåí ~Di�n(x01); ïîýòîìó, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü,êîíñòàíòû An íå çàâèñÿò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòûx01. Òåïåðü ðåøåíèÿ (14) è (15) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå îòîáðàæåíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ  îäíîãî ñå÷åíèÿ(x01) íà äðóãîå ñå÷åíèå (x02):At;r(x02; y02) == 1Z�1 At(x01; y01)Gt;r(x01; x02; y01; y02) dy01; (19)ãäåGt(x01; x02; y01; y02) = 1Xn=0hn(y01)hn(y02) ~Di�n(x02)~Di�n(x01) ; (20)Gr(x01; x02; y01; y02) == 1Xn=0( hn+1(y01)hn(y02); � > 0�hn(y01)hn+1(y02); � < 0 )��pi�+n ~Di�+n�1(x02)~Di�+n (x01) : (21)Ôóíêöèè Gt è Gr ïî ñóòè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè�ðèíà äëÿ ïîëÿ ïðîõîäÿùåãî è îòðàæåííîãî èçëó÷å�íèÿ, êîòîðîå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíè�åì êîìïîíåíòû At â íåêîòîðîì ñå÷åíèè. Íàïîìíèì,÷òî â ÂÊÁ-îáëàñòè ýòà êîìïîíåíòà ñîîòâåòñòâóåò ïà�äàþùåé âîëíå ïðè x0 ! �1. Êàê è â âûðàæåíèè(18), çàâèñèìîñòü îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x01 âïðàâîé ÷àñòè (19) ïðîïàäàåò ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðà�ëà ïî y01.Ïðè ïåðåñ÷åòå ïðîèçâîëüíûõ âîëíîâûõ ïîëåéíåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñìåùåíèå ëîêàëüíîé ñèñòå�ìû êîîðäèíàò (x0; y0) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïðîäîëü�íîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ Nk. Ïóñòü (X;Y ) �ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùàÿíåêîòîðîìó îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ N0k . Òîãäà òî÷�êà ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé "k = 0 è "+ = N2k âáåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê�X = ��Nk(2N0k +�Nk)2Lrjr"+j os� ;�Y = ��Nk(2N0k +�Nk)2Lrjr"+j sin� ; (22)560



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006 Î ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ : : :ãäå �Nk = Nk �N0k . Ñâÿçü ëîêàëüíîé è ëàáîðàòîð�íîé ñèñòåì êîîðäèíàò äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèx0 = X ��X; y0 = Y ��Y: (23)Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ñîîòíîøåíèå (7), ïî�ëÿ â ñå÷åíèÿõ X1 è X2 ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû ñëå�äóþùèì îáðàçîì:Et;r2 (Y2; Z2) = k0Lr2� 1Z�1 1Z�1 1Z�1 Et1(Y1; Z1)��Gt;r (X1��X;X2��X;Y1��Y; Y2��Y )�� exp �ik0LrNk(Z2 � Z1)� dY1dZ1dNk: (24)Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ÷óòü áîëååóäîáíîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé �îðìå, åñëèïåðåñòàâèòü ìåñòàìè Y1 è Y1 +�Y â ïîäûíòåãðàëü�íîì âûðàæåíèè:Et;r2 (Y2; Z2) = k0Lr2� 1Z�1 1Z�1 1Z�1 Et1(Y1 +�Y; Z1)��Gt;r (X1 ��X;X2 ��X;Y1; Y2 ��Y )�� exp �ik0LrNk(Z2 � Z1)� dY1dZ1dNk: (25)Çàâèñèìîñòü îò X1 â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðèâåäåííûõâûøå âûðàæåíèé ïðîïàäàåò ïî òåì æå ïðè÷èíàì,÷òî è â âûðàæåíèÿõ (18) è (19).Â èòîãå ìû îïðåäåëèëè ñòðóêòóðó âîëíîâîãî ïî�ëÿ âî âñåé îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ñèñòåìû ýòàëîí�íûõ óðàâíåíèé (10). Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî ìî�æåò áûòü ðàññìîòðåí è ñëó÷àé X�O-òðàíñ�îðìàöèè,êîãäà ïàäàþùàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îòðè�öàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x â ñòîðîíó óìåíüøå�íèÿ ïëîòíîñòè ïëàçìû. Áîëåå òîãî, èç ñèììåòðèèóðàâíåíèé (10) ñëåäóåò, ÷òî ñìåíà íàïðàâëåíèÿ ðàñ�ïðîñòðàíåíèÿ âäîëü îñè x ýêâèâàëåíòíà îäíîâðå�ìåííîé ñìåíå çíàêà óãëà � è íàïðàâëåíèÿ îñè y,ò. å. O�X-òðàíñ�îðìàöèÿ ïðè � > 0 (� < 0) ñïîçèöèé íàøåãî îïèñàíèÿ åñòü òîæå ñàìîå, ÷òî èX�O-òðàíñ�îðìàöèÿ ïðè � < 0 (� > 0).4. ÔÓÍÊÖÈÈ ��ÈÍÀ ÏÎËÅÉ ÂÂÊÁ-ÎÁËÀÑÒÈÂ ýòîì ðàçäåëå ïðîàíàëèçèðîâàí âàæíûé äëÿïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ñëó÷àé, êîãäà îáà ñå÷å�íèÿ x01 è x02 (èëèX1 èX2) ëåæàò â ÂÊÁ-îáëàñòè. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà,îïðåäåëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé ïî êîîðäèíàòå

x0, ìîæíî çàìåíèòü ñëåäóþùèìè àñèìïòîòè÷åñêèìèðàçëîæåíèÿìè ïðè jzj ! 1, � = onst:~Di� � zi� exp��z24 �+ p2� ��(�i�) z�i��1 �� exp��� + z24 � ;z = x0p2 os� exp i�4 ; (26)ãäå � = 1 ïðè x0 < 0, � = 0 ïðè x0 > 0 [30, 31℄. Íè�æå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîõîäÿùåé êîìïîíåíòûïîëÿ At íàèáîëüøèé âêëàä äàåòñÿ ïåðâûì ñëàãàå�ìûì àñèìïòîòèêè (26), à äëÿ îòðàæåííîé êîìïîíåí�òû Ar � âòîðûì ñëàãàåìûì. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿíàáëþäàåòñÿ è â îäíîìåðíîé òåîðèè [16, 18℄.�àññìîòðèì íàèáîëåå åñòåñòâåííóþ ïîñòàíîâêóçàäà÷è, â êîòîðîé ïî çàäàííîìó â îáëàñòè x01 < 0ïàäàþùåìó èçëó÷åíèþ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ðàñïðå�äåëåíèÿ ïîëåé â òðàíñ�îðìèðîâàííîì ïó÷êå ïîñëåïðîõîæäåíèÿ îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ(x02 > 0) è â îòðàæåííîì îò îáëàñòè âçàèìîäåé�ñòâèÿ ïó÷êå (x02 < 0). Äëÿ ïðîõîäÿùåé âîëíû ïðèjx01;2j ! 1 ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà:~Di�n(x02)~Di�n(x01) � exp �i�n ln x02x01 + ix012 � x0222 os�� : (27)Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ïðåäñòàâëåíèåì è �îðìó�ëîé Ìåëåðà [30℄1Xn=0 1n! �z2�nHn(x)Hn(y) == 1p1� z2 exp 2xyz � (x2 + y2)z21� z2 (28)äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäàz = exp �i ln x02x01 tg j�j� ;ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü ðÿä (20) äëÿ �óíêöèè �ðè�íà ïðîõîäÿùåé âîëíû:Gt(x01; x02; y01; y02) =s sin�� [1� exp (�2~� tg�)℄ �� exp�ix012 � x0222 os��� (y012 + y022) h (~� tg j�j)� 2y01y022 sh (~� tg j�j) sin j�j� : (29)Çäåñü ~� = i ln(x01=x02). ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà èí�òåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (19) ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî12 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 561



À. �. Øàëàøîâ, Å. Ä. �îñïîä÷èêîâ, Å. Â. Ñóâîðîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006ïåðåñ÷èòûâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé â îáëàñòè ïðè�ìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè ýòîì x01 è x02 ìî�ãóò áûòü ðàçäåëåíû îáëàñòüþ ëèíåéíîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ, ãäå ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèå íàðóøàåòñÿ. Òàê, ïðèñøèâêå âîëíîâûõ ïîëåé äî è ïîñëå îáëàñòè òðàíñ��îðìàöèè~� = � + i ln jx01=x02j (åñëè x01 < 0 è x02 > 0): (30)Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè x02 ! +1 îòðàæåííàÿâîëíà ñïàäàåò â ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòîòè÷åñêèì çà�êîíîì j ~Di��1j / 1=x02, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðèàíàëèçå ñòðóêòóðû îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ îáëàñòüx02 > 0 ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò. Ïðè x01 < 0 èx02 < 0 äëÿ îòðàæåííîé âîëíû âûïîëíÿåòñÿ ñëåäó�þùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå:~Di�+n�1(x02)~Di�+n (x01) � � p2��(1� i�+n ) �� exp�� �+n ��2 + i ln j2x01x02 os�j�++ ix012 + x0222 os�� : (31)Èç-çà ãàììà-�óíêöèè â çíàìåíàòåëå ïðàâîé ÷àñ-òè (31) íàì íå óäàëîñü ïîëó÷èòü êîìïàêòíîå âûðà�æåíèå äëÿ ñóììû ïî n â âûðàæåíèè (21), ïîýòîìóíàèáîëåå óäîáíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà îò�ðàæåííîé âîëíû â ÂÊÁ-îáëàñòè ïî-ïðåæíåìó ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé ñóììû:Gr(x01; x02; y01; y02) == 1Xn=0 p2�i�+n�(1� i�+n ) ( �hn+1(y01)hn(y02); � > 0hn(y01)hn+1(y02); � < 0 )�� exp h��+n ��2 + i ln j2x01x02 os�j�++ ix012 + x0222 os�� y012 + y0222 sin j�j� : (32)Ýòó ñóììó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê èíòåãðàëó,âîñïîëüçîâàâøèñü ïîäõîäÿùèì èíòåãðàëüíûìïðåäñòàâëåíèåì ãàììà-�óíêöèè è �îðìóëîé (28),îäíàêî ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå íàìïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåíåå óäîáíûì.�àññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà �óíêöèé �ðèíà(29) è (32). Ïðåæäå âñåãî, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òîGt ! Æ(y01 � y02) ïðè x02 ! x01, êàê ýòîãî è ñëåäîâà�ëî îæèäàòü èç �îðìû ñîîòíîøåíèÿ (19). Ïðîñòîãîâûðàæåíèÿ äëÿ Gr ïðè x02 ! x01 íàì îáíàðóæèòüíå óäàëîñü. Âîëíîâîé ïó÷îê ñ ïîïåðå÷íîé ñòðóêòó�ðîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé îäíîé èç áàçîâûõ �óíêöèéhn, òðàíñ�îðìèðóåòñÿ ñàì â ñåáÿ,

1Z�1 hn(y01)Gt(x01; x02; y01; y02) dy01 == exp��~��n + ix012 � x0222 os�� hn(y02); (33)è îòðàæàåòñÿ â âèäå ¾ñîñåäíåé¿ áàçîâîé �óíêöèè:1Z�1 hn(y01)Gr(x01; x02; y01; y02) dy01 = p2�i�n�(1� i�n) �� exp���n ��2+i ln j2x01x02 os�j�+ix012+x0222 os����( �hn�1(y02); � > 0;hn+1(y02); � < 0: (34)Ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (34) ðàâíà íóëþ ïðè n = 0è � > 0. Îòâå÷àþùèå áàçèñíûì �óíêöèÿì êîý��è�öèåíòû òðàíñ�îðìàöèè Tn è îòðàæåíèÿ Rn ïî èí�òåíñèâíîñòè ïîëÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê êâà�äðàòû ìîäóëåé ñîîòâåòñòâåííî êîý��èöèåíòîâ ïå�ðåä hn è hn�1 [26℄:Tn = exp(�2��n); åñëè x01 < 0; x02 > 0; (35)Rn = 2��nj�(1� i�n)j2 exp(���n) == 1� exp(�2��n); åñëè x01 < 0; x02 < 0: (36)Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæ�äåñòâîì ��nj�(1 � i�n)j�2 = sh(��n) [29℄. Èç ïðèâå�äåííûõ �îðìóë âèäíî, ÷òî Tn+Rn = 1, ò. å. ïîëó÷åí�íûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëó ñîõðàíåíèÿ ïî�òîêà ýíåðãèè1). Îòìåòèì, ÷òî �0 = 0 ïðè � > 0â ñëó÷àå O�X-òðàíñ�îðìàöèè (è ïðè � < 0 â ñëó�÷àå X�O-òðàíñ�îðìàöèè). Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâà�íèå îïòèìàëüíîãî ïó÷êà ñ ïðî�èëåì h0(y0), êîòîðûéèñïûòûâàåò ïîëíóþ òðàíñ�îðìàöèþ ïðè ïðîõîæäå�íèè îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Áîëåå äå�òàëüíî ñòðóêòóðà îïòèìàëüíûõ ïó÷êîâ, â òîì ÷èñëåè ñ êîíå÷íûì ðàçáðîñîì ïî Nk, èññëåäîâàíà â íàøèõïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [23�26℄.Ïðè � ! 0 �óíêöèþ �ðèíà äëÿ ïðîõîäÿùåãîïó÷êà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåGt(x01; x02; y01; y02) == 1p2�~� exp �ix012 � x0222 os�� (y01 � y02)22~� � : (37)1) Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çäåñü èìååò òîò æå âèä, ÷òîè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëüîñè x, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åííûå ïî y ìîäû,à ñðåäà îäíîðîäíà â íàïðàâëåíèè z (ïîòîê ýíåðãèè â íàïðàâ�ëåíèè y ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ ïðè y !1, ïîòîê ýíåðãèèâ íàïðàâëåíèè z ñîõðàíÿåòñÿ).562



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006 Î ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ : : :Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñî�îòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó îäíîìåðíîé òåîðèè (àíàëî�ãè÷íûå âûêëàäêè áûëè ïðîäåëàíû äëÿ êîý��èöè�åíòà òðàíñ�îðìàöèè â ðàáîòå [26℄). Íàïðîòèâ, åñëètg j�j â âûðàæåíèè (17) íå ñëèøêîì ìàë, òî êîý��è�öèåíò òðàíñ�îðìàöèè (35) áûñòðî óáûâàåò, ïî ìåðåòîãî êàê ��n âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n. Â ýòîì ñëó÷àåìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ Gt,îòáðîñèâ â ñóììå (20) âñå ÷ëåíû ñ n > 0:Gt(x01; x02; y01; y02) �r sin j�j� �� exp ��~��0 + ix012 � x0222 os��� y012 + y0222 sin j�j� : (38)Ýòî ïðèáëèæåíèå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñòðóêòó�ðà ïó÷êà áëèçêà ê îïòèìàëüíîìó ïðî�èëþ.Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè (29), ñïðàâåäëèâîìäëÿ ëþáîãî çíàêà �, îò çíàêà � çàâèñèò òîëüêîïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü. Îòñþäà, â ÷àñò�íîñòè, ñëåäóåò, ÷òîGt(�) = Gt(��) exp (~� tg�) :Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ñìåíà çíàêà � ýêâèâàëåíòíàñìåíå íàïðàâëåíèÿ òðàíñ�îðìàöèè, ïîñëåäíåå ñîîò�íîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàêGtOX (x01; x02; y01; y02) == GtXO(x01; x02; y01; y02) exp (~� tg�) ; (39)÷òî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óñòàíîâëåííîãî ðàíååïîäîáèÿ êîý��èöèåíòîâ òðàíñ�îðìàöèé O�X èX�O [26℄. Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü exp (~� tg�) íåçàâèñèò îò êîîðäèíàòû y0, òàêîå æå ñîîòíîøåíèåäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ÂÊÁ-çîíå è äëÿ ðàñïðå�äåëåíèé ïîëåé ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿïàäàþùåãî ïîëÿ ïðè òðàíñ�îðìàöèÿõ O�X è X�Oîäèíàêîâû. Äëÿ îòðàæåííîé âîëíû ñâÿçü ìåæäóñëó÷àÿìè O�X- è X�O-òðàíñ�îðìàöèè âûãëÿäèòèíà÷å. Èç îïðåäåëåíèÿ (21) âèäíî, ÷òî ñìåíà çíàêà� ýêâèâàëåíòíà ïåðåñòàíîâêå y01 è y02 è ñìåíå çíàêàñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè �ðèíà:GrOX (x01; x02; y01; y02) = �GrXO(x01; x02; y02; y01): (40)Îòñþäà ñëåäóåò, ïðè ïåðåõîäå îò O�X- ê X�O-òðàíñ-�îðìàöèè ñîõðàíÿåòñÿ ìîäóëü ¾ñêàëÿðíîãî¿ ïðîèç�âåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïàäàþùåãî è îòðàæåííîãîâîëíîâûõ ïó÷êîâ:

1Z�1 ArOX (x01; y0)At(x02; y0) dy0 == � 1Z�1 ArXO(x01; y0)At(x02; y0) dy0: (41)Ïðèìåíèìîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íå îãðàíè÷åíàÂÊÁ-îáëàñòüþ; â ÂÊÁ-îáëàñòè ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíè�òåëüíàÿ ñèììåòðèÿ � ïåðåìåííûå x01 è x02 âíóòðèêàæäîãî èíòåãðàëà ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü.Ïðîàíàëèçèðîâàííûå â ýòîì ðàçäåëå àñèìïòîòè�÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé �ðèíà äëÿ ïðîõîäÿ�ùåé è îòðàæåííîé âîëí ìîãóò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïî�ëåçíûìè ïðè ðàñ÷åòàõ ïðîöåññîâ ëèíåéíîé òðàíñ��îðìàöèè âîëí â ñèñòåìàõ ñî ñëîæíûì íåîäíîðîä�íûì ðàñïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ ïëàçìû (òàêèõ êàêòîêàìàêè è ñòåëëàðàòîðû). Íàéäåííûå ðåøåíèÿ ïîç�âîëÿþò ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èòü îáëàñòü ëèíåéíîãîâçàèìîäåéñòâèÿ âîëí èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîýòîìó äëÿðàñ÷åòà ïîëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ãåî�ìåòðîîïòè÷åñêèå èëè êâàçèîïòè÷åñêèå êîäû. Ñ ïî�ìîùüþ ýòèõ ñðåäñòâ ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòó�ðà ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ â íåêîòîðîì ñå÷åíèè x01,îòâå÷àþùåì ÂÊÁ-îáëàñòè ýòàëîííîé ñèñòåìû (10),çàòåì ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �ðèíà îñóùåñòâëÿåòñÿïåðåñ÷åò ïîëÿ òðàíñ�îðìèðîâàííîé âîëíû â ñå÷å�íèè x02, ëåæàùåì â ÂÊÁ-çîíå çà îáëàñòüþ òðàíñ��îðìàöèè; äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ïó÷êà ñíîâà ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ ñòàíäàðòíûõ ãåîìåòðî- èëèêâàçèîïòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ñå÷åíèÿ x01 è x02 íåîáõîäè�ìî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê îáëàñòè òðàíñ��îðìàöèè, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü íåîäíî�ðîäíîñòÿìè, íå ó÷èòûâàåìûìè â ñèñòåìå ýòàëîí�íûõ óðàâíåíèé (10). Ïðè íåîáõîäèìîñòè â ýòó ñõå�ìó ìîæíî âêëþ÷èòü è ðàñ÷åò îòðàæåííîé âîëíû.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû íåñêîëü�êî ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ñâÿçü âîëíîâûõ ïîëåé âÂÊÁ-îáëàñòÿõ äî è ïîñëå îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìî�äåéñòâèÿ óäàåòñÿ çàïèñàòü â äîñòàòî÷íî êîìïàêòíîìàíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ýòè ðåçóëüòàòû òàêæå ìîæíîèñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ ïðîöå�äóðû ñøèâêè ãåîìåòðî- èëè êâàçèîïòè÷åñêèõ ðåøå�íèé íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ëèíåéíîé òðàíñ�îðìàöèè.5. �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÎËÅÉ ÂÂÊÁ-ÎÁËÀÑÒÈÂ äàííîì ðàçäåëå íàðÿäó ñ áåçðàçìåðíûìè êîîð�äèíàòàìè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü è ðàçìåðíûå âåëè�÷èíû y è z (îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, áåç øòðè�õîâ). Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü563 12*



À. �. Øàëàøîâ, Å. Ä. �îñïîä÷èêîâ, Å. Â. Ñóâîðîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006ðåçóëüòàòû â áîëåå íàãëÿäíîé �îðìå. Äëÿ óïðîùå�íèÿ íîòàöèè ïåðåéäåì ê òðàäèöèîííûì îáîçíà÷åíè�ÿì Ei, Er è Et äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé ñîîòâåò�ñòâåííî â ïàäàþùåì, îòðàæåííîì è ïðîøåäøåì ïó÷�êàõ.Èçó÷èì ñíà÷àëà îñîáåííîñòè ïîïåðå÷íîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïîëåé. Ïóñòü â íåêîòîðîì ñå÷åíèè x1 == �b, ëåæàùåì â ÂÊÁ-îáëàñòè, çàäàíî ðàñïðåäåëå�íèå ïîëÿ Ei = Et1(y; z) ïî àïåðòóðå ïàäàþùåãî ïó÷�êà. �àññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ Er = Er2(y; z)â îòðàæåííîì ïó÷êå â òîì æå ñå÷åíèè x2 = �b èðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ Et = Et2(y; z) â òðàíñ�îðìèðî�âàííîì ïó÷êå â ñèììåòðè÷íîì ñå÷åíèè x2 = b. Íà�ïîìíèì, ÷òî â íàøåì ïðèáëèæåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò äèýëåêòðè÷åñêîãîòåíçîðà "+ è "k îò êîîðäèíàò; â ýòèõ óñëîâèÿõ âûáîðñèììåòðè÷íîãî ñå÷åíèÿ x2 = �x1 óïðîùàåò ñðàâíå�íèå ñòðóêòóð ïîëåé ïàäàþùåãî è òðàíñ�îðìèðîâàí�íîãî ïó÷êîâ. Íà÷íåì ñ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ â òðàíñ��îðìèðîâàííîì ïó÷êå. Ïóñòü ïàäàþùåå èçëó÷åíèåçàäàíî â âèäå ïëîñêîé âîëíû ñ åäèíè÷íîé àìïëèòó�äîé, Ei = exp hik0Nyy + ik0N0k zi(â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ýòî ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåí�íîé �óðüå-êîìïîíåíòå ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðàèçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé íàïðàâëåíèþx). Òîãäà ïîëå çà îáëàñòüþ òðàíñ�îðìàöèè ìîæíîîïðåäåëèòü èç ñîîòíîøåíèé (19) è (29) êàêEt =p1 + th(� tg�) exp h�0 + ik0N0k zi ; (42)�0 = ik0Nyy sh(� tg j�j) �� y2 sin j�j2L2r + k20N2yL2r2 sin j�j ! th(� tg j�j): (43)Îñíîâíîé äâóìåðíûé ý��åêò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî îáëàñòü òðàíñ�îðìàöèè âûñòóïàåò â ðîëè ñâîå�îáðàçíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî �èëüòðà � çà îáëàñ-òüþ òðàíñ�îðìàöèè �îðìèðóåòñÿ ñòðóêòóðà, ñ òî÷�íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ th(� tg j�j) ïîâòîðÿþùàÿ ïðî��èëü îïòèìàëüíîãî ïó÷êà ñ ìàêñèìàëüíûì êîý��è�öèåíòîì òðàíñ�îðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåãî n = 0â ðàçëîæåíèè (14). Çàìåòèì, ÷òî ýòîé ñòðóêòó�ðå îòâå÷àåò êîíå÷íûé ïîòîê ýíåðãèè. Òàêèì îáðà�çîì, â äâóìåðíîì ñëó÷àå (ïðè � 6= 0) êîý��è�öèåíò òðàíñ�îðìàöèè ïëîñêîé âîëíû âñåãäà ðàâåííóëþ! Îäíàêî ïðè ïåðåõîäå ê îäíîìåðíîìó ñëó�÷àþ êîý��èöèåíò òðàíñ�îðìàöèè ñêà÷êîì ïðèíè�ìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå ïðè � = 0. Ýòî âèä�íî èç òîãî, ÷òî ïðè � ! 0 ïðîïîðöèîíàëüíîå

20Æ 40Æ 60Æ 80Æ00:20:40:60:81:0 th(� tg�)sh(� tg�)
��èñ. 2. Ôóíêöèè th(� tg j�j) è sh(� tg j�j), îïðåäå-ëÿþùèå âêëàä ïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê ñ n > 0â òðàíñ�îðìàöèþ ïëîñêîé âîëíûy2 ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (43), êîòîðîå ïðèâîäèòê îãðàíè÷åíèþ ïîëíîãî ïîòîêà ýíåðãèè â ïó÷êå,èñ÷åçàåò; ïðè ýòîì îñòàâøååñÿ ñëàãàåìîå â òî÷íî�ñòè ñîîòâåòñòâóåò êîý��èöèåíòó òðàíñ�îðìàöèè âîäíîìåðíîé òåîðèè T = exp(��k20N2yL2r=2) (ñì.,íàïðèìåð, [15; 16; 18; 26℄). Ìíîæèòåëè th(� tg j�j) èsh(� tg j�j) â âûðàæåíèè (43) îòâå÷àþò çà âêëàäïðîñòðàíñòâåííûõ ãàðìîíèê, ïðîïîðöèîíàëüíûõ hn,ñ n > 0 â ñóììå (14). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåíå�áðå÷ü ãàðìîíèêàìè ñ n > 0, ò. å. èñïîëüçîâàòü �óíê�öèþ �ðèíà (38) âìåñòî (29), òî ìîæíî ïîëó÷èòü âû�ðàæåíèå äëÿ ïîëÿ çà îáëàñòüþ òðàíñ�îðìàöèèEt = p2 exp"���0� y2 sin j�j2L2r +k20N2yL2rsin j�j ! ++ ik0Nkz# ; (44)ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèÿì (42), (43) ïðèth(� tg j�j) ! 1 è sh(� tg j�j) ! 0. �ðà�èêè�óíêöèé th(� tg j�j) è sh(� tg j�j) ïðèâåäåíû íàðèñ. 2. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ãàðìîíèêè ñ n > 0ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõóãëàõ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè îòñå÷êè, � � �=4. Ïðèóìåíüøåíèè � âêëàä âûñîêèõ ãàðìîíèê âîçðàñòàåò.Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî �îðìóëà (44) íå äàåòïðàâèëüíîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ê îäíîìåðíîìóñëó÷àþ.Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ïàäàþùåå ïîëå çàäàíî ãàóñ�ñîâûì ïó÷êîì îáùåãî âèäà:Ei = exp �ik0Nyy+ik0N0k z�(y�y0)22a2y � z22a2z � : (45)Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò ââåäåíà òàêèì564



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006 Î ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ : : :îáðàçîì, ÷òî åå íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå�÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé "k = 0 è "+ = (N0k )2. Ïîëå âïó÷êå ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèèìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (25), âêîòîðîì ïðèìåì X1 = �b=Lr, X2 = b=Lr, ãäå b õà�ðàêòåðèçóåò øèðèíó îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ, âûðàæåííóþ â ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ äîñòà�òî÷íî áîëüøîé, b=Lr � j�X j, â ýòîì ñëó÷àå �óíê�öèÿ �ðèíà (29), îïðåäåëÿþùàÿ ÿäðî èíòåãðàëüíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ (25), óïðîùàåòñÿ:Gt(: : : ) �s sin�� [1� exp(�2� tg�)℄ �� exp �i 2bLr�X os��� (Y 21 +(Y2��Y )2) h(� tg j�j)�2Y1(Y2��Y )2 sh(� tg j�j) sin j�j� :(46)Ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷åíî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìîæ�íî ïðåíåáðå÷ü ìíèìûì ñëàãàåìûì i ln jx01=x02j �� 2i�XLr=b � 1 â âûðàæåíèè (30) è ñ÷èòàòü ~� �� �. Ïîäñòàâëÿÿ (45) è (46) â òðîéíîé èíòåãðàë (25),ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿ âòî÷êå x2 = b çà îáëàñòüþ òðàíñ�îðìàöèè:Et = ÆyÆzp1 + th(� tg�)�� exp hÆ2y�0 + �y + �z + ik0N0k zi ; (47)�y = i(1� Æ2y)k0Nyy0 �� Æ2y2a2y �y2 � 2yy0 sh(� tg j�j) + y20� ; (48)�z = � Æ2z2a2z (z ��z + i )2; (49)Æy = �1 + L2ra�2y th(� tg j�j) sin�1j�j��1=2 ; (50)Æz = �1 + (k0Lraz)�2jr"+j�1 ���2ib+ (1� Æ2y)(N0k )2jr"+j�1 �� �L�2r a2y+2 th�12� tg j�j� sin�1 j�j����1=2 ; (51)�z = N0kL�2r jr"+j�1 ���2bk�10 + (1� Æ2y)Nya2y th�12� tg��� ; (52)

 = (1� Æ2y)N0k k�10 L�2r jr"+j�1 �� �L�2r a2yy sin�+ (y + y0) th�12� tg��� : (53)Çäåñü �0, �y è �z � ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå ñîîòâåò�ñòâåííî çà âêëàä ïëîñêîé âîëíû è ãàóññîâîé ñòðóê�òóðû ïîëÿ â y- è z-íàïðàâëåíèÿõ. Âêëàä ïëîñêîéâîëíû �0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (43). Äëÿ ïó÷�êîâ, íåîãðàíè÷åííûõ â y-íàïðàâëåíèè, ñïðàâåäëè�âû ðàâåíñòâà ay = 1, �y = 0, Æy = 1; äëÿ ïó÷�êîâ, íåîãðàíè÷åííûõ â z-íàïðàâëåíèè, � az = 1,�z = 0, Æz = 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïàðàìåòðû ay èaz ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè�ìåíÿòü ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãàóññîâûõ ïó÷�êîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè �îêóñèðîâêîé, àñòèãìàòèçìîìè íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ, îäíàêî íèæå ìûîãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì ñëó÷àÿ, êîãäà ay è az ïðèíè�ìàþò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè âûâîäå ñîîòíî�øåíèé (47)�(53) ìû ïðåíåáðåãëè ÷ëåíàìè, ïðîïîð�öèîíàëüíûìè (�Nk)4 â àðãóìåíòå ýêñïîíåíòû ïðèèíòåãðèðîâàíèè ïî Nk, ÷òî íàêëàäûâàåò äîâîëüíîñëàáûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ ïàðà�ìåòðîâ:�Nk � (k0az)�1 �� max�2N0k ;q2ayjr"+j sin j�j� : (54)Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ãàóññîâà ñòðóêòóðà ïó÷êà ñî�õðàíÿåòñÿ ïðè òðàíñ�îðìàöèè, õîòÿ, êîíå÷íî, ïàðà�ìåòðû ïó÷êà ìåíÿþòñÿ.Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðåíåáðå÷ü îãðàíè÷åííî�ñòüþ ïàäàþùåãî ïó÷êà â z-íàïðàâëåíèè, ý��åê�òèâíóþ øèðèíó òðàíñ�îðìèðîâàííîãî ïó÷êà ây-íàïðàâëåíèè ìîæíî îïðåäåëèòü èç ñîîòíîøåíèÿÆ2y�0 + �y = �y2=2a2y + : : : êàêa2y = a20 a2y + a20 th(� tg j�j)a20 + a2y th(� tg j�j) : (55)Çäåñü a0 = Lr= sin1=2 j�j ñîîòâåòñòâóåò øèðèíå îï�òèìàëüíîãî ãàóññîâà ïó÷êà, èñïûòûâàþùåãî ïîëíóþòðàíñ�îðìàöèþ ïðè ïðîõîæäåíèè îáëàñòè âçàèìî�äåéñòâèÿ. Çàâèñèìîñòü ay(ay) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà�÷åíèé óãëà � ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3. Íåçàâèñèìîîò çíà÷åíèÿ � øèðèíà òðàíñ�îðìèðîâàííîãî ïó÷�êà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå Lr. Âåëè÷èíà ay ìî�íîòîííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì øèðèíû èñõîä�íîãî ïó÷êà ay, èçìåíÿÿñü ïðè ýòîì â îãðàíè÷åí�íîì èíòåðâàëå îò a0 th1=2(� tg j�j) ïðè ay = 0 äîa0 th�1=2(� tg j�j) ïðè ay = 1. Çàìåòèì, ÷òî âåëè�÷èíà a0 th�1=2(� tg j�j) ñîîòâåòñòâóåò øèðèíå ïó÷êà,565
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè øèðèíû òðàíñ�îðìèðîâàííî-ãî ïó÷êà ay îò øèðèíû ïàäàþùåãî ãàóññîâà ïó÷êà ayïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óãëà �. �àçìåðû ïó÷êîâíîðìèðîâàíû íà õàðàêòåðíûé ìàñøòàá Lr, îïðåäå-ëåííûé ñîîòíîøåíèåì (12). �àçìåð îïòèìàëüíîãîïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ñëèíèåé ay = ay (øòðèõîâàÿ)ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå òðàíñ�îðìàöèè ïëîñ�êîé âîëíû è îïðåäåëåííîãî âûðàæåíèÿìè (42) è(43). Åñëè øèðèíà ïàäàþùåãî ïó÷êà ay < a0, òî ïðèïðîõîæäåíèè îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè ïó÷îê ðàñøè�ðÿåòñÿ, åñëè ay > a0 � ñæèìàåòñÿ; îïòèìàëüíûéïó÷îê ñ ay = a0 ïðîõîäèò áåç èçìåíåíèé. Òàêèìîáðàçîì, ¾ïðîñòðàíñòâåííûé �èëüòð¿, �îðìèðóþ�ùèéñÿ â äâóìåðíî-íåîäíîðîäíîé îáëàñòè ëèíåéíî�ãî âçàèìîäåéñòâèÿ, íàâÿçûâàåò îïðåäåëåííûé ïðî�ñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ïî y, ñëàáî çàâèñÿùèé îòèñõîäíîé øèðèíû ïàäàþùåãî ïó÷êà ïðè óñëîâèè,÷òî óãîë � íå ñëèøêîì ìàë. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü,÷òî øèðèíà òðàíñ�îðìèðîâàííîãî ïó÷êà íå ìîæåòáûòü ìåíüøå ay è ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè ïó÷êà âz-íàïðàâëåíèè.Ïðè ïðîõîæäåíèè îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè îãðà�íè÷åííûé âäîëü îñè z ãàóññîâ ïó÷îê ñäâèãàåòñÿ íàâåëè÷èíó �z (52). Ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèèäëÿ �z âîçíèêàåò âñëåäñòâèå �àçîâîé ìîäóëÿöèè,ïðîïîðöèîíàëüíîé �X , â (46) è â òî÷íîñòè ñîîòâåò�ñòâóåò èçâåñòíîìó ãåîìåòðîîïòè÷åñêîìó ðåøåíèþäëÿ òðàññû ¾îïòèìàëüíîãî¿ ïó÷êà [18℄, âòîðîå ñëàãà�åìîå ñâÿçàíî ñ �àçîâîé ìîäóëÿöèåé âäîëü îñè y ïà�äàþùåãî ïó÷êà è âîçíèêàåò âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè�Y îò Nk â (25). Çàìåòèì, ÷òî ìíèìîå ñëàãàåìîå i (53) îïèñûâàåò â òîì ÷èñëå è äîïîëíèòåëüíóþ �àçî�âóþ ìîäóëÿöèþ âèäà exp(�iyz=a2yz), âîçíèêàþùóþäëÿ îãðàíè÷åííûõ â z-íàïðàâëåíèè ïó÷êîâ.�àññìîòðèì òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ âîòðàæåííîì ïó÷êå. Äëÿ ïëîñêîé âîëíû, Ei =

= exp[ik0Nyy + ik0N0k z℄, èç ñîîòíîøåíèé (19) è (32)ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü êàêEr =pi tg� exp��y2 sin�2L2r + ik0N0k z��� 1Xn=0 in2nn!Hn+1�k0LrNypsin� ���Hn�psin� yLr�'n; (56)ãäå ÷åðåç 'n îáîçíà÷åíà ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ(31). Ýòî ñîîòíîøåíèå âåðíî ïðè � > 0. Ïðè� < 0 íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ìåñòàìè èíäåêñû nè n + 1 ïîëèíîìîâ Ýðìèòà, çàìåíèòü � íà j�j èñìåíèòü çíàê ïåðåä âñåì âûðàæåíèåì. Íåñìîòðÿíà ãðîìîçäêèé âèä, ñòðóêòóðà ïîëÿ îòðàæåííîãîèçëó÷åíèÿ ëåãêî óãàäûâàåòñÿ. Ïîñêîëüêó ÷åðåç îá�ëàñòü òðàíñ�îðìàöèè ïðîíèêàåò ëèøü ëîêàëèçîâàí�íàÿ â y-íàïðàâëåíèè ñòðóêòóðà ñ êîíå÷íûì ïîòîêîìýíåðãèè, çàïàñåííûé â ïàäàþùåé âîëíå áåñêîíå÷�íûé ïîòîê ýíåðãèè ïåðåéäåò â îòðàæåííóþ âîëíó.Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îòðàæåííàÿ âîëíà áóäåò ïðåä�ñòàâëÿòü ñîáîé ïî÷òè ïëîñêóþ âîëíó, âîçìóùåííóþëèøü â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðîõîäÿùèì ïó÷�êîì (ypsin j�j . Lr). Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íàðèñ. 4à,á, ãäå ïîñòðîåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäóëåé ïî�ëåé ïàäàþùåãî, ïðîøåäøåãî è îòðàæåííîãî èçëó÷å�íèé äëÿ íóëåâîãî (à) è íåíóëåâîãî (á ) çíà÷åíèé Ny.Èç ñîîòíîøåíèÿ (43) ñëåäóåò, ÷òî òðàíñ�îðìàöèÿ èç�ëó÷åíèÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíà ïðè Ny = 0. Ñîîòâåò�ñòâåííî, â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò îæèäàòü è íàèáîëü�øèõ âîçìóùåíèé â îòðàæåííîì ïó÷êå, ñì. ðèñ. 4à.Ïðè îòêëîíåíèè Ny îò íóëÿ äîëÿ ¾ïðîñà÷èâàþùåãî�ñÿ¿ ÷åðåç îáëàñòü òðàíñ�îðìàöèè èçëó÷åíèÿ óìåíü�øàåòñÿ, à ñòðóêòóðà îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ ïðè�áëèæàåòñÿ ê ïëîñêîé âîëíå. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òîâ øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ îòêëîíåíèÿ ïîëÿîòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ îò ïëîñêîé âîëíû ñòàíîâÿò�ñÿ íåçíà÷èòåëüíûìè ïðè k0LrjNyj � psin� ; â êà÷å�ñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 4á ïîêàçàí ïîãðàíè÷íûé ñëó�÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé k0LrNy =psin j�j.Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü ïîâåäåíèå ïîëÿ îòðàæåí�íîãî èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðà ïàäàþ�ùåãî èçëó÷åíèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê îïòèìàëüíîìó ïó÷�êó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ìèíèìóìó êîý��èöèåíòà îò�ðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëîêàëèçîâàííîå ïîy ðàñïðåäåëåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãàóñ�ñîâà ðàñïðåäåëåíèÿ (45) ïðè Ny = 0, y0 = 0, az =1.Â ýòîì ñëó÷àå îòðàæåííóþ âîëíó (19), (32) ìîæíîîïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:566
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèå àìïëèòóä ïîëåé ïàäàþùåãî jEij (øòðèõîâûå êðèâûå), ïðîøåäøåãî jEtj (ïóíêòèðíûå) è îò-ðàæåííîãî jErj (ñïëîøíûå) èçëó÷åíèÿ âäîëü êîîðäèíàòû y0 â ÂÊÁ-îáëàñòè. Ïàäàþùåå èçëó÷åíèå çàäàíî â âèäåïëîñêîé âîëíû ñ Ny = 0 (à), psin�=k0Lr (á ) èëè ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ (45) ñ Ny = 0, y0 = 0, az = 1, �y = 2(â), 0:2 (ã). Â ñëó÷àÿõ à, â, ã ãðà�èêè ÷åòíû ïî y0, ïîýòîìó èçîáðàæåíà òîëüêî îáëàñòü y0 > 0. Óãîë � = 10Æ, ïîëåïàäàþùåãî è îòðàæåííîãî èçëó÷åíèé ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå x01 = �5, ïîëå ïðîøåäøåãî èçëó÷åíèÿ � òî÷êå x02 = 5Er =pi tg j�j exp��y2 sin�2L2r + ik0N0k z��� 1Xk=0 14kk!�kH2k+1 �psin� yLr�'n; (57)ãäå �k = 8>>>><>>>>: (�2y � 1)k+1�y(�2y + 1)k+3=2 '2k+1; � > 0;� (�2y � 1)k�y(�2y + 1)k+1=2'2k; � < 0;�y =psin j�j ayLr : (58)Âåëè÷èíà �y õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå øèðèíû ïà�äàþùåãî ïó÷êà îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Âèäíî,÷òî ïðè ñòðåìëåíèè øèðèíû ïó÷êà ê îïòèìàëüíîìóçíà÷åíèþ, �y ! 1, îñíîâíîé âêëàä â îòðàæåííîå ïî�ëå äàþò ìëàäøèå ÷ëåíû ðÿäà ïî k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîîòðàæåííîå ïîëå ëîêàëèçóåòñÿ â íàïðàâëåíèè y íàòîì æå ìàñøòàáå, ÷òî è òðàíñ�îðìèðóþùèéñÿ ïó�

÷îê. Ýòî âèäíî íà ðèñ. 4â, ïîñòðîåííîì äëÿ ñëó÷àÿ�y = 2 (ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ j�y � 1j àìïëèòó�äà îòðàæåííîãî ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì ìàëîé íà�îíå àìïëèòóä ïàäàþùåãî è ïðîõîäÿùåãî ïîëåé).Ïðè îòêëîíåíèè �y îò åäèíèöû (êàê â á�îëüøóþ, òàêè â ìåíüøóþ ñòîðîíó) ÷èñëî çíà÷àùèõ ÷ëåíîâ ðÿ�äà (57) ðàñòåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âñå áîëåå øèðîêèìðàñïðåäåëåíèÿì îòðàæåííîãî ïîëÿ. Íà ðèñ. 4ã ïðè�âåäåí ïðèìåð äëÿ óçêîãî ïàäàþùåãî ïó÷êà, �y = 0:2.Âèäíî, ÷òî ïîëå îòðàæåííîé âîëíû èìååò áîëåå øè�ðîêîå ðàñïðåäåëåíèå, ÷åì ïîëå ïðîøåäøåé âîëíû,êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, èìååò áîëåå øèðîêîå ðàñ�ïðåäåëåíèå, ÷åì ïîëå ïàäàþùåé âîëíû. Äëÿ øèðî�êèõ ïó÷êîâ (�y � 1) êàðòèíà ïîëåé ïðèáëèæàåòñÿê ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 4à ñëó÷àþ ïàäåíèÿ ïëîñêîéâîëíû ñ Ny = 0.Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì, êàê èçìå�íÿþòñÿ âîëíîâûå ïîëÿ âäîëü êîîðäèíàòû x, îïðå�äåëÿþùåé îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âäâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïðåæäå âñåãî, â ÂÊÁ-îáëàñòè567
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�èñ. 5. Àìïëèòóäà ïîëÿ ïðîøåäøåãî jEtj (ñâåðõó) è îòðàæåííîãî jErj (ñíèçó) èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòè (y0; ln jx0j).Ïàäàþùåå èçëó÷åíèå çàäàíî â âèäå ïëîñêîé âîëíû ñ íåíóëåâûì Ny (à) è â âèäå ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî y0,öåíòðèðîâàííîãî îòíîñèòåëüíî òî÷êè òðàíñ�îðìàöèè y0 = 0 (á ). Ïðîøåäøåå èçëó÷åíèå ïîñòðîåíî â ÂÊÁ-îáëàñòèïðè x0 > 0, îòðàæåííîå èçëó÷åíèå � â ÂÊÁ-îáëàñòè ïðè x0 < 0. �àñ÷åò ïðîâåäåí äëÿ ïàðàìåòðîâ ðèñ. 4á,âìîæíî âûäåëèòü êâàäðàòè÷íóþ �àçîâóþ çàâèñè�ìîñòü �x02 os�=2 ïîëÿ â îòðàæåííîé è ïðîõîäÿùåéâîëíàõ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé çàâèñèìî�ñòè "+ è "k îò êîîðäèíàòû x0. Ýòî î÷åâèäíûé ý���åêò, êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò è â îäíîìåðíîì ïðè�áëèæåíèè [15, 16, 18℄. Êðîìå òîãî, â äâóìåðíîé ãåî�
ìåòðèè ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ý��åêò, ñâÿçàííûé ñ òåì,÷òî ïîâåðõíîñòè îòñå÷êè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1á,�îðìèðóþò íåîäíîðîäíûé âîëíîâîäíûé êàíàë, â êî�òîðîì âîçìîæåí çàõâàò èçëó÷åíèÿ. Ôîðìàëüíî ýòîòý��åêò ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âàñèìïòîòèêàõ �óíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà568



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006 Î ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ : : :(27), (31) ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé �àçîâûé íà�áåã âèäà i�n ln jx0j, çàâèñÿùèé îò íîìåðà ãàðìîíèêèhn. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì n çà�âèñèìîñòü îò ln jx0j ïîÿâëÿåòñÿ è â âûðàæåíèè äëÿàìïëèòóäû ïîëÿ. Íàïðèìåð, âñå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó�÷åííûå â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ïðîõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ,ìîãóò áûòü ëåãêî ìîäè�èöèðîâàíû äëÿ ó÷åòà ëîãà�ðè�ìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû x0 � äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî âî âñåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöè�ÿõ çàìåíèòü ÷èñëî � íà �óíêöèþ ~�(x0) ñîãëàñíî �îð�ìóëå (30). Êàíàëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïó÷êîâ õîðîøîâèäíî íà ðèñ. 5, íà êîòîðîì ïðåäñòàâëåíû àìïëèòó�äû ïðîøåäøåãî è îòðàæåííîãî ïîëåé â ïëîñêîñòè(y0; ln jx0j) â ÂÊÁ-îáëàñòè â ñëó÷àå ïàäåíèÿ ïëîñêîéâîëíû ñ íåíóëåâûì Ny (à)2) è öåíòðèðîâàííîãî îò�íîñèòåëüíî y = 0 ãàóññîâà ïó÷êà (á ). Äâå ïðèâåäåí�íûå ñèòóàöèè êà÷åñòâåííî îòðàæàþò è îáùèé ñëó�÷àé � äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî y = 0 ðàñ�ïðåäåëåíèé âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îêóñîâ,ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé y = onst, äëÿ íåñèììåòðè÷íûõðàñïðåäåëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îêóñîâ ëåæèòíà ¾èçâèâàþùèõñÿ¿ òðàåêòîðèÿõ.Ïðèâåäåííûå îñöèëëèðóþùèå ñòðóêòóðû õîðî�øî âîñïðîèçâîäÿòñÿ è íàáîðîì ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõëó÷åé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî �èêñèðîâàííûì òðà�åêòîðèÿì âèäàx = ax sh(� os�+ 'x);y = ay sin(� sin�+ 'y): (59)Ýòè ëó÷åâûå òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþò ãåîìåòðîîï�òè÷åñêîìó ãàìèëüòîíèàíóH = N2x +N2y � 2(x2 os2 �� y2 sin2 �);âèä êîòîðîãî ñëåäóåò èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíî�øåíèÿ â îêðåñòíîñòè îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè (4).Èç �îðìóë (59) âèäíî, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèéïî ln jx0j ðàâåí 2� tg j�j, à õàðàêòåðíûé ìàñ�øòàá ïåðâîé ïóëüñàöèè ìîæåò áûòü îöåíåí êàêÆx � Lr exp(2� tg j�j). Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ âðÿäëè ìîæåò íàáëþäàòüñÿ áîëüøå îäíîãî êîëåáàíèÿèç-çà ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ êîîðäèíàòû x.Ïåðèîä êîëåáàíèé áûñòðî ðàñòåò ïðè óìåíüøåíèèóãëà �, ò. å. ïðè ïåðåõîäå ê îäíîìåðíîé ñèòóàöèè.Êîëåáàíèÿ àìïëèòóäû ïîëÿ òàêæå ïðîïàäàþò, åñëèâêëàä â ïîëå äàåòñÿ âñåãî îäíîé ãàðìîíèêîé hn.2) Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ñëó÷àå ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíûîòðàæåííîå ïîëå òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî÷òè ïëîñêóþâîëíó, â êîòîðîé âàðèàöèè àìïëèòóäû ïîëÿ íåçíà÷èòåëüíû,ñì. ðèñ. 4á. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà íèæíèé ãðà�èêíà ðèñ. 5à ñëèøêîì êîíòðàñòåí, íà ñàìîì äåëå àìïëèòóäå îò�ðàæåííîé âîëíû ñîîòâåòñòâóåò ïî÷òè ïëîñêîå ðàñïðåäåëåíèå;íåêîòîðûå äåòàëè íà ïðèâåäåííîé êàðòèíêå ìîãóò áûòü ñâÿ�çàíû ñ ïîãðåøíîñòÿìè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà.

Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äëÿ ïó÷êîâ, áëèçêèõê îïòèìàëüíîìó, àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé, ñâÿçàííûõñ ln jx0j, áóäåò íåâåëèêà.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå íàéäåííûå ðàíåå òî÷íûå ðå�øåíèÿ óêîðî÷åííîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îïèñû�âàþùèå âîëíîâûå ïîëÿ â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàè�ìîäåéñòâèÿ O- è X-âîëí â äâóìåðíî-íåîäíîðîäíîéìàãíèòîàêòèâíîé ïëàçìå, áûëè äåòàëüíî ïðîàíàëè�çèðîâàíû ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä�íî-�àçîâûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëåé â òðàíñ�îðìèðî�âàííîì è îòðàæåííîì ïó÷êàõ. Îñíîâíûì ðåçóëü�òàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðîöåäóðû ïå�ðåñ÷åòà ïîëåé (25), (29) è (32) â îáëàñòÿõ ïðèìå�íèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ðàçäåëåííûõ çî�íîé ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â êîòîðîé ïðèáëè�æåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè íåïðèìåíèìî. Âäàëèîò îáëàñòè òðàíñ�îðìàöèè íàéäåíà ñâÿçü ðàñïðåäå�ëåíèé ïîëåé â ïðîøåäøåì è îòðàæåííîì ïó÷êàõ ñðàñïðåäåëåíèåì ïîëÿ â ïàäàþùåì ïó÷êå, ÷òî ïîç�âîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå, ðàçðàáîòàííûåáåç ó÷åòà ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ãåîìåòðî- èëèêâàçèîïòè÷åñêèå êîäû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññàO�X-òðàíñ�îðìàöèè â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ. Â íà�ñòîÿùåå âðåìÿ àâòîðû íà÷àëè ïðîâîäèòü ïîäîáíûåðàñ÷åòû äëÿ òîðîèäàëüíûõ ìàãíèòíûõ ñèñòåì.Êðîìå òîãî, â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîñòàòî÷íî ïî�äðîáíî ðàññìîòðåí ðÿä õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ, â êî�òîðûõ óäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå çàïèñàòü ñâÿçü âîëíî�âûõ ïîëåé äî è ïîñëå îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ. Äàííûå ïðèìåðû ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü êà÷å�ñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ïîëåé è ìîãóòáûòü èñïîëüçîâàíû ïðè òåñòèðîâàíèè ÷èñëåííûõ ìå�òîäèê ðàñ÷åòà âîëíîâûõ ïîëåé, îñíîâàííûõ íà ðå�çóëüòàòàõ ðàáîòû.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî, ïî ìíåíèþàâòîðîâ, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ðàññìàò�ðèâàòüñÿ êàê ðåøåíèå íîâîé ýòàëîííîé çàäà÷è,èìåþùåé äîñòàòî÷íî øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿâ àñòðî�èçè÷åñêèõ è ëàáîðàòîðíûõ ïðèëîæåíèÿõ.Íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå îöåíêè è îñîáåííîñòèïðèëîæåíèÿ ìîäåëè ê òîðîèäàëüíûì ìàãíèòíûìëîâóøêàì ìîæíî íàéòè â íàøèõ ðàáîòàõ [23, 26℄.Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû À. À. Áàëàêèíó, âíèìà�òåëüíî îçíàêîìèâøåìóñÿ ñ ðóêîïèñüþ ðàáîòû è ñäå�ëàâøåìó ðÿä öåííûõ ïðåäëîæåíèé. �àáîòà âûïîëíå�íà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû ��04-02-89005,06-02-17081), NWO (ãðàíò �047.016.016) è Ôîíäàñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.569



À. �. Øàëàøîâ, Å. Ä. �îñïîä÷èêîâ, Å. Â. Ñóâîðîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ�åøåíèå ýòàëîííîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿÁóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (10) â âèäå ñóì�ìû äâóõ âîëí (13), ïîëîæèâ ïðè ýòîì, ÷òîAt = C1 exp��ix022 os�� y022 sin�� ;Ar = C2 exp�ix022 os�+ y022 sin�� ; (Ï.1)ãäå C1 è C2 � íîâûå íåèçâåñòíûå �óíêöèè êîîðäè�íàò x0 è y0. Òîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðå�îáðàçîâàíà ê âèäó8>>><>>>: �i exp(�ix02 os��y02 sin�)�C1�x0 = �C2�y0 ;i exp(�ix02 os��y02 sin�)�C1�y0 = �C2�x0 : (Ï.2)Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (10),îäíàêî, ïîñêîëüêó ìû çà�èêñèðîâàëè ïîëÿðèçàöèþèçëó÷åíèÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèé C1 èC2 �îðìóëèðóþòñÿ ïðîùå, ÷åì íåïîñðåäñòâåííî äëÿêîìïîíåíò A+ è Ak. Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèè C1è C2 ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûì ñòðóêòóðàì, ðàñïðî�ñòðàíÿþùèìñÿ â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîìíàïðàâëåíèÿõ âäîëü îñè x0 âäàëè îò îáëàñòè òðàíñ��îðìàöèè, ãäå âåðíî ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèå äëÿ âîë�íîâîãî óðàâíåíèÿ (10). Íàïðèìåð, åñëè ïîëîæèòüýòè �óíêöèè ïîñòîÿííûìè, òî ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðå�øåíèå (10) â âèäå äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ âîë�íîâûõ ïó÷êîâ, îäèí èç êîòîðûõ íåîãðàíè÷åí ïðèy0 ! �1. Èñêëþ÷àÿ C2 èç ñèñòåìû (Ï.2) è ðàç�äåëÿÿ ïåðåìåííûå â ïîëó÷àþùåìñÿ óðàâíåíèè äëÿC1(x0; y0) = C1x(x0)C1y(y0), ìîæíî ïîëó÷èòü äâàîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ, îïè�ñûâàþùèõ ïó÷îê, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ â ïîëîæè�òåëüíîì íàïðàâëåíèè âäîëü îñè x0:d2dx02C1x � 2ix0 os� ddx0C1x = �C1x; (Ï.3)d2dy02C1y � 2y0 sin� ddy0C1y = ��C1y : (Ï.4)Ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû ÷åðåç êîíñòàíòó �, ïîÿâëÿ�þùóþñÿ ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (íå ïóòàòü ñîáîçíà÷åíèåì � äëÿ äëèíû âîëíû â ðàçä. 3).Ïîñêîëüêó çà îáëàñòüþ òðàíñ�îðìàöèè àñèìïòî�òè÷åñêè ñóùåñòâóåò òîëüêî âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþ�ùàÿñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè âäîëü îñè x0,ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ C1x èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

C1x(+1) ! onst, dC1x=dx(+1) ! 0. Ýòèì ãðàíè÷�íûì óñëîâèÿì îòâå÷àåò ðåøåíèå [10, 26℄C1x = A exp�ix022 os����Di� �x0p2 os� exp i�4 � ; (Ï.5)ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, � = �=2 os�,Di� � �óíêöèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà [29�31℄.Ìû èùåì ëîêàëèçîâàííóþ ïî y0 âîëíîâóþñòðóêòóðó, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿäëÿ óðàâíåíèÿ (Ï.4) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:C1y exp(�y02 sin�=2) ! 0 ïðè y0 ! �1. Óðàâíå�íèå (Ï.4) îáëàäàåò àñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñìå�íû çíàêà �. Ïðè � > 0 ýòî óðàâíåíèå âûðîæäàåòñÿâ óðàâíåíèå êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî�ðà ñî ñòàíäàðòíûì ðåøåíèåì (ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõóñëîâèé), âûðàæàåìûì ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà Hn,ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðåòíîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé �(n):C1y = Hn �y0psin�� ;� = 2n sin�; n = 0; 1; 2; : : : (Ï.6)Ïðè � < 0 ïîñëå çàìåíûC1y = exp ��y02 sin j�j� ~C1yóðàâíåíèå (Ï.4) îïÿòü ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê óðàâ�íåíèþ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà, â èòîãå ðåøåíèå âû�ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:C1y = exp ��y02 sin j�j�Hn �y0psin j�j � ;� = 2(n+ 1) sin j�j; n = 0; 1; 2; : : : (Ï.7)Ñóììèðóÿ ïðîèçâåäåíèÿ C1xC1y ïî âñåì n è ó÷èòû�âàÿ îïðåäåëåíèå (Ï.1), ìîæíî ïðèéòè ê âûðàæåíèþ(14) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ At â ïðîõîäÿùåé âîëíå.Ôóíêöèÿ C2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòðàæåííîéâîëíå, ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿñèñòåìû (Ï.2):C2 = �i yZ exp(�ix02 os��y02 sin�)�C1�x0 dy0: (Ï.8)Çäåñü íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ âûáèðàåòñÿèñõîäÿ èç óñëîâèÿC2 exp y02 sin�2 ! 0570



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 3 (9), 2006 Î ñòðóêòóðå âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòè ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ : : :ïðè y0 ! �1 è ðàâåí �1 ïðè � > 0 è ëþáîìóíóëþ �óíêöèè Hn+1 �y0psin j�j� ïðè � < 0. Îêîí�÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ C2 ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ðÿäà�îðìàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ �óíêöèéDi� è Hn. Åñëè îïðåäåëèòü C1 íàáîðîì ïîñòîÿííûõêîý��èöèåíòîâ An, ââåäåííûõ â �îðìóëå (14), òîïîëå îòðàæåííîé âîëíû ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàêAr(x0; y0) =r i tg j�j2 �� 1Xn=0Anhn ~Di�n�18<: +H 0n=Hn; � > 0;�Hn+1=Hn; � < 0; (Ï.9)ãäå Hn = Hn �y0psin�� ; H 0n = H 0n �y0psin��� ïîëèíîìû Ýðìèòà è èõ ïðîèçâîäíûå. �åøåíèå âýòîì âèäå áûëî ïîëó÷åíî â íàøåé ðàáîòå [26℄. Â íà�ñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì áîëåå ñèììåòðè÷íîåâûðàæåíèå (15), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû(Ï.9), åñëè ïðè � > 0 âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåìH 0n = 2nHn�1 è ñäåëàòü çàìåíó n ! n + 1 èíäåêñà,ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå. Ýòîé çàìåíåñîîòâåòñòâóåò �n ! �n+1, ïîýòîìó â âûðàæåíèè (15)ìû ïåðåõîäèì ê âåëè÷èíå �+n , êîòîðàÿ íå çàâèñèò îòçíàêà óãëà �. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. V. L. Ginzburg, J. Phys. USSR 7, 289 (1943).2. Â. Ë. �èíçáóðã, ÆÝÒÔ 18, 487 (1948).3. Â. Ë. �èíçáóðã, �àñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèò�íûõ âîëí â ïëàçìå, Íàóêà, Ìîñêâà (1967).4. Â. Â. Æåëåçíÿêîâ, Èçëó÷åíèå â àñòðî�èçè÷åñêîéïëàçìå, ßíóñ-Ê, Ìîñêâà (1997).5. Â. Å. �îëàíò, À. Ä. Ïèëèÿ, ÓÔÍ 104, 413 (1971).6. J. Preinhalter and V. Kope�ky, J. Plasma Phys. 10, 1(1973).7. T. Maekawa, S. Tanaka, Y. Terumihi et al., Phys.Rev. Lett. 40, 1379 (1978).8. Þ. Ô. Áàðàíîâ, Ä. �. Áóëûãèíñêèé, Â. Å. �îëàíò èäð., Ôèçèêà ïëàçìû 8, 682 (1982).
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