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ÔÅÉÍÌÀÍÎÂÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ �ÀÑÏÓÒÛÂÀÍÈßÍÅÊÎÌÌÓÒÈ�ÓÞÙÈÕ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂÂ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅÂ. Ñ. Ïîïîâ *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé �èçèêè117218, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 èþíÿ 2005 ã.Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷å î êâàíòîâîìîñöèëëÿòîðå ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å î âðàùåíèè ïñåâäîñïèíàâ êâàçèóíèòàðíîé ãðóïïå SU(1; 1). Ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà îáðàçóþò áàçèñ äëÿ íåïðèâîäèìûõ óíèòàð-íûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû. Äîïîëíÿÿ ìåòîä Ôåéíìàíà òåîðåòèêî-ãðóïïîâûìè ñîîáðàæåíèÿìè, ìûïîëó÷èëè ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ è âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ìåæäóíà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè îñöèëëÿòîðà. �àññìîòðåíî òàêæå ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôåéíìàíàê ãàìèëüòîíèàíó àòîìà èëè èîíà â ëàçåðíîì ïîëå è ê ìîäåëüíîìó ãàìèëüòîíèàíó, îáëàäàþùåìó ãðóïïîéñêðûòîé ñèììåòðèè àòîìà âîäîðîäà.PACS: 03.65.-w, 31.15.Hz, 03.65.Fd1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌåòîä ðàñïóòûâàíèÿ1) íåêîììóòèðóþùèõ îïåðà�òîðîâ, ïðåäëîæåííûé Ôåéíìàíîì (ÔÌ�), áûë ïðè�ìåíåí èì ê çàäà÷å îá îñöèëëÿòîðå ñ ïîñòîÿííîé÷àñòîòîé, íàõîäÿùåìñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñè�ëû f(t) ïðîèçâîëüíîãî âèäà, è ê íåêîòîðûì âîïðî�ñàì êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè [1℄. Âûðàæåíèå äëÿâåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè îñöèëëÿ�òîðà ñ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì êâàíòîâ m è n ïðèt ! �1 è +1, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [1℄, áûëî ñóùå�ñòâåííî óïðîùåíî Øâèíãåðîì [2℄. Â äàëüíåéøåì [3℄ÔÌ� ïðèìåíÿëñÿ ê ðàñ÷åòó èçìåíåíèÿ ïîëÿðèçàöèè÷àñòèöû ñ ïðîèçâîëüíûì ñïèíîì s âî âíåøíåì ìàã�íèòíîì ïîëå H(t) îáùåãî âèäà. Îäíàêî ÔÌ� íå ïî�ëó÷èë äî ñåãî âðåìåíè çàìåòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ.Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ÔÌ� ê êâàí�òîâîìó îñöèëëÿòîðó ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé !(t),Ĥ = 12p2 + 12!2(t)q2; ~ = m = 1; (1.1)*E-mail: markina�itep.ru1) Èëè âûïóòûâàíèÿ (disentangling [1℄).

è ïðåäñòàâèì îïåðàòîð ýâîëþöèè Ŝ(t; t0) â¾ðàñïóòàííîì¿ âèäå. Áóäåò èññëåäîâàí òåîðåòè�êî-ãðóïïîâîé àñïåêò ýòîé çàäà÷è è óñòàíîâëåíàåå ñâÿçü ñ óíèòàðíûìè íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâ�ëåíèÿìè ãðóïïû SU(1; 1), ÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷èòüáåç ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå�îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ wmn (êîòî�ðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç D-�óíêöèè, èëè �óíêöèèÂèãíåðà, äëÿ ýòîé ãðóïïû). Îáñóæäàåòñÿ âàæíûéäëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà (àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæå�íèå). Ìû ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ ÔÌ� ê çàäà÷åîá àòîìå èëè èîíå â ïåðåìåííîì ýëåêòðè÷åñêîìïîëå E(t), à òàêæå äëÿ ðàñïóòûâàíèÿ ìîäåëüíîãîãàìèëüòîíèàíà, îáëàäàþùåãî ãðóïïîé ñêðûòîéñèììåòðèè àòîìà âîäîðîäà. Â Ïðèëîæåíèÿõ À�Ñïîëó÷åíû â ÿâíîì âèäå �óíêöèè Âèãíåðà äëÿèíòåðåñóþùèõ íàñ ïðåäñòàâëåíèé, ðàññìîòðåíîóðàâíåíèå �èêêàòè, âîçíèêàþùåå â ïîäõîäå ÔÌ�, èåãî òî÷íûå ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûåïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé.Èçëàãàåìûå íèæå ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî àíîíñè�ðîâàíû â ðàáîòå [4℄.944



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ : : :2. ÔÅÉÍÌÀÍÎÂÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ�ÀÑÏÓÒÛÂÀÍÈß È ÒÅÎ�Èß ��ÓÏÏ�àìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñî�äåðæèò íåêîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû: [p; q℄ = �i.Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû !(t) îò âðåìåíè ìîæåò áûòüïðîèçâîëüíîé, íî ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ãðà�íè÷íûõ óñëîâèé!(t)! ( !�; t! �1;!+; t! +1; (2.1)ïîçâîëÿþùèõ ââåñòè íà÷àëüíûå jm;!�i è êîíå÷íûåjn; !+i ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ îïðåäåëåííûì ÷èñ�ëîì êâàíòîâ. Îáîçíà÷àÿÂ = 12q2; B̂ = 12p2; Ĉ = 14(pq + qp); (2.2)ïîëó÷àåìĤ = !2(t)Â + B̂;[Â; B̂℄ = 2iĈ; [Â; Ĉ℄ = iÂ; [B̂; Ĉ℄ = �iB̂; (2.3)ò. å., êàê è â ñëó÷àå, èññëåäîâàííîì â ðàáîòå [1℄,îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà çàìûêàåòñÿ. Îäíàêî íåïîñðåä�ñòâåííîå ïðèìåíåíèå ÔÌ� ê îïåðàòîðó ýâîëþöèèŜ(t; t0) = T exp8<:�i tZt0  12p2 + !2(t0)q2! dt09=; (2.4)íå ïðèâîäèò ê óñïåõó, ïîñêîëüêó âûïóòûâàåìûé îïå�ðàòîð âíîâü âîçíèêàåò â ýêñïîíåíòå íà ñëåäóþùåìøàãå ïðîöåññà. Ýòà òðóäíîñòü ïðåîäîëåâàåòñÿ ñ ïî�ìîùüþ ïðèåìà, óêàçàííîãî â ðàáîòå [3℄. Çàïèøåìïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â âèäåĤ = 12p2 + 12!(t)q2 � �Â+ (!2 � �)Â+ B̂; (2.5)íå �èêñèðóÿ çàðàíåå �óíêöèþ �(t), è ïðèìåíèì êïåðâîìó ñëàãàåìîìó äîêàçàííóþ Ôåéíìàíîì [1℄ òåî-ðåìó î âûïóòûâàíèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòå�ëÿ:̂S(t; t0) = exp(�a(t)Â)�� T exp8<:�i tZt0 f (!2 � �)Â0 + B̂0g dt09=; ; (2.6)ãäå a(t) = i tZt0 �(t0) dt0;Ô0 � exp(aÂ)Ô exp(�aÂ); (2:60)

ïðè÷åì t0 â óðàâíåíèÿõ (2.4) è (2.6) ÿâëÿåòñÿ óïî�ðÿäî÷èâàþùèì ïàðàìåòðîì â ñìûñëå ðàáîòû [1℄, àîáîçíà÷åíèå Ô0 òàêæå ñëåäóåò ðàáîòå [1℄. Äè��åðåí�öèðóÿ (2:60) ïî a è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ êîììóòà�öèè (2.3), íàõîäèìÂ0 = Â; Ĉ 0 = Ĉ + iaÂ;B̂0 = B̂ + 2iaĈ � a2Â: (2.7)Óñëîâèå ïîëíîãî âûïóòûâàíèÿ îïåðàòîðà Â èçT -ýêñïîíåíòû äàåò äëÿ a(t) óðàâíåíèå �èêêàòè:_a = i[!2(t)� a2℄; (2.8)ïîñëå ÷åãî âûïóòûâàåì îïåðàòîð Ĉ . Â èòîãå ïîëó÷à�åì Ŝ(t; t0) â èñêîìîì âèäå:Ŝ(t; t0) = exp��a2q2� expn 2(pq + qp)o�� exp�� b2p2� ; (2.9)ãäå âñå îïåðàòîðû ðàñïóòàíû, à �óíêöèè b(t) è (t)âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a(t) ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð:(t) = tZt0 a(�) d�;b(t) = i exp24�i tZt0 (�) d�35 : (2:80)Ïðè âû÷èñëåíèè àìïëèòóäû ïåðåõîäà ìåæäó íà�÷àëüíûì jm;!�i è êîíå÷íûì jn; !+i ñîñòîÿíèÿìè îñ�öèëëÿòîðà,Amn = hn; !+jŜ(1;�1)jm;!�i; (2.10)âîëíîâóþ �óíêöèþ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ óäîáíîâçÿòü â p-ïðåäñòàâëåíèè, à êîíå÷íîãî � â q-ïðåä-ñòàâëåíèè è ó÷åñòü, ÷òî îïåðàòîð Ĉ èìååò íåïðåðûâ�íûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, �1 < � <1:hxj�i = ��1=2x�1=2+2i�; hpj�i = ��1=2p�1=2�2i�;h�j�0i = Æ(�� �0):Òåì ñàìûì çàäà÷à â ïðèíöèïå ðåøåíà, îäíàêî âîçíè�êàþùèå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçä�êèìè (â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ m è n), è íåïîñðåä�ñòâåííîå âû÷èñëåíèå èõ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïðåä�ñòàâëÿåò òðóäíîñòè. Êàê è ðàíåå [3℄, äëÿ ïîëó÷åíèÿâåðîÿòíîñòåé wmn â êîìïàêòíîì âèäå ñëåäóåò äîïîë�íèòü ÔÌ� òåîðåòèêî-ãðóïïîâûìè ñîîáðàæåíèÿìè.5 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 945



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåéäåì îò îïåðàòîðîâ (2.2) ê èõëèíåéíûì êîìáèíàöèÿìĴ1 = 14(pq + qp); Ĵ2 = 14(q2 � p2);Ĵ0 = 14(p2 + q2); (2.11)óäîâëåòâîðÿþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿìäëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû SU(1; 1):[Ĵ+; Ĵ�℄ = �2Ĵ0; [Ĵ0; Ĵ�℄ = �Ĵ�;[Ĵ2; Ĵa℄ = 0; (2.12)ãäå Ĵ� = Ĵ1 � iĴ2 = �i(q � ip)2=4 è Ĵ2 � êâàäðàò¾óãëîâîãî ìîìåíòà¿ (îïåðàòîð Êàçèìèðà), êîòîðûéâ äàííîì ñëó÷àå2) ñâîäèòñÿ ê -÷èñëó:Ĵ2 = Ĵ20 � Ĵ21 � Ĵ22 = �3=16 = j(j + 1): (2.13)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà âîëíîâûõ �óíêöèÿõ îñöèëëÿòî�ðà ðåàëèçóþòñÿ íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï�ïû SU(1; 1) ñ ¾âåñàìè¿ j = �1=4 è �3=4. Ýòè ïðåä�ñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ÷åòíûì è íå÷åòíûì óðîâ�íÿì, êîòîðûå â ïðîöåññå ýâîëþöèè íå ïåðåìåøèâà�þòñÿ ìåæäó ñîáîé, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïî�òåíöèàëà V (q) = !2q2=2. Èç ñîîòíîøåíèé (2.11) âû�òåêàåò, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà Ĵ0 ñîñòîèò èç ñîáñòâåí�íûõ çíà÷åíèé �n = (2n + 1)=4 ñ öåëûìè íåîòðèöà�òåëüíûìè n, ïîýòîìó äëÿ ÷åòíûõ ñîñòîÿíèé, n = 2k,èìååì �n = k + 1=4 = �j + k; j = �1=4;à äëÿ íå÷åòíûõ n = 2k + 1 ��n = �j + k; j = �3=4(â îáîèõ ñëó÷àÿõ k = 0; 1; 2; : : : , ïðè÷åì k = 0 ñî�îòâåòñòâóåò íèæíåìó âåêòîðó ïðåäñòàâëåíèÿ). Ýòèäâà ïðåäñòàâëåíèÿ � óíèòàðíûå (ïîñêîëüêó äëÿ îïå�ðàòîðà ýâîëþöèè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âûïîëíÿåò�ñÿ ñîîòíîøåíèå óíèòàðíîñòè, S+S = 1) è áåñêîíå÷�íîìåðíûå3). Êàê èçâåñòíî, âñå êîíå÷íîìåðíûå ïðåä�ñòàâëåíèÿ ãðóïïû SU(1; 1) íåóíèòàðíû (ñì., íàïðè�ìåð, (À.2) â Ïðèëîæåíèè À).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îá îñöèëëÿòîðå � ýòî íå÷òî èíîå, êàê çàäà÷à î ¾âðàùåíèè¿ ïñåâäîñïèíà J âãðóïïå SU(1; 1):Ŝ(t; t0) = T exp8<:�i tZt0 !a(t0)Ĵa dt09=; ;2) Ò. å. äëÿ îïåðàòîðîâ âèäà (2.11).3) ×òî åñòåñòâåííî [5℄, ïîñêîëüêó SU(1; 1) � íåêîìïàêòíàÿãðóïïà. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ áîëåå çíàêîìà �èçèêàì ïî îäíî�ðîäíîé (èëè ñîáñòâåííîé) ãðóïïå Ëîðåíöà [6�8℄. Ïîäðîáíîåèçëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëî�ðåíöà ñîäåðæèòñÿ â [9℄.

ãäå !+ = �!� = i(1 � !2)=2; !0 = 1 + !2. Ïî àíà�ëîãèè ñ D-�óíêöèÿìè Âèãíåðà [10; 11℄ ìàòðè÷íûåýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîâîðîòà çàïèøåì â âèäåD(j)�� (g) = exp(�i� )f (j)�� (�) exp(�i�'); 0 � � <1;ãäå g = g( ; �; ') 2 SU(1; 1),  è ' � óãëûÝéëåðà äëÿ ýâêëèäîâûõ ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè x0,0 �  ; ' < 2�; à f (j)�� (�) è ïàðàìåòð � îòâå÷àþòêîìïëåêñíîìó âðàùåíèþ (òî÷íåå, ãèïåðáîëè÷åñêî�ìó ïîâîðîòó) â ïëîñêîñòè (x1; x2). Ïðè ýòîì � è� � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ĵ0, è � = �jäëÿ íèæíåãî âåêòîðà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèé (2.12), Ĵ+ (Ĵ�) ÿâëÿåòñÿïîâûøàþùèì (ïîíèæàþùèì) îïåðàòîðîì, èçìåíÿþ�ùèì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Ĵ0 íà +1 (�1). Ïðè ýòîìîïåðàòîðû Ĵ� ìåíÿþò êâàíòîâîå ÷èñëî óðîâíÿ íà 2,ò. å. jni ! jn� 2i.Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè îñ�öèëëÿòîðà ðàâíûwmn = jAmnj2 = ����f (j)k�j;l�j(�)����2;k; l = 0; 1; 2; : : : ; (2.14)ãäå äëÿ ÷åòíûõ ñîñòîÿíèéj = �1=4; k = m=2; l = n=2; (2:140)äëÿ íå÷åòíûõ ñîñòîÿíèéj = �3=4; k = (m� 1)=2; l = (n� 1)=2 (2:1400)è â îáîèõ ñëó÷àÿõk � j = 12 �m+ 12� ; l � j = 12 �n+ 12� :Ýòè �îðìóëû ðàñêðûâàþò òåîðåòèêî-ãðóïïîâîå ñî�äåðæàíèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è.ßâíûé âèä �óíêöèé f (j)�� (�) áûë ïîëó÷åí àíàëè�òè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì �óíêöèé Âèãíåðà4) d(j)�� (#)äëÿ óíèòàðíîé ãðóïïû SU(2) íà êâàçèóíèòàðíóþãðóïïó SU(1; 1), ïðè êîòîðîì óãîë # ! i�, à âåñ4) Ýòè �óíêöèè äåòàëüíî èçó÷åíû [10; 11℄ è òàáóëèðîâà�íû [11℄ äëÿ âñåõ j � 5, îäíàêî èç ýòèõ òàáëèö íåëüçÿ íåïî�ñðåäñòâåííî èçâëå÷ü �óíêöèè f(j)�� (�), âûðàæåíèÿ äëÿ êîòî�ðûõ ïîëó÷åíû â Ïðèëîæåíèè À. Âõîäÿùèé â (2.14) ïàðàìåòð� (èëè �, ñì.(2.15)) õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü âîçáóæäåíèÿ îñ�öèëëÿòîðà è îáñóæäàåòñÿ â Ïðèëîæåíèè Â, ãäå ðàññìîòðåíûòàêæå íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ.946



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ : : :j = 1=2; 1; 3=2; : : : ïðåäñòàâëåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íàéäåí�íûìè âûøå çíà÷åíèÿìè j, ÷òî äàåò����f (j)k�j;l�j(�)����2 == k!(k � l)!2 l! �(k � 2j)�(l � 2j) �k�l(1� �)�2j �� �F ��l; 2j + 1� l; k � l + 1;� �1� ���2 ;� = th2 �2 ; (2.15)ãäå F (: : : ) � 2F1(: : : ) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ �àóññà è k � l (â ñëó÷àå k < l �îðìóëà àíàëî�ãè÷íà). Â ÷àñòíîñòè, ïðè l = 0 èìååì����f (j)k�j;�j(�)����2 = ����f (j)j;j�k(�)����2 == �(k � 2j)k!�(�2j) �k(1� �)�2j ; (2.16)è â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî�âèÿ óíèòàðíîñòèX� ����d(j)�;�j(�)����2 = 1:Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ïîäðîáíîñòè ñì.â Ïðèëîæåíèè À) ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäàjm;!�i ! jn; !+i â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:wmn = K!(K � L)!2 L! �(K � 2j)�(L� 2j) �K�L(1� �)�2j �� F 2(�L;K � 2j;K � L+ 1; �); (2.17)ãäå K = max(k; l), L = min(k; l) è K�L = jm�nj=2.Ïîñêîëüêó L � 0 � öåëîå, ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿäîáðûâàåòñÿ, ïðåâðàùàÿñü â ïîëèíîì. Âåðîÿòíîñòèïåðåõîäà (2.17) óäîâëåòâîðÿþò (ïðè ïðîèçâîëüíîìâèäå �óíêöèè !(t)) ñîîòíîøåíèÿì âçàèìíîñòèwmn(�) = wnm(�); (2.18)êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñïåöè�è÷åñêèìè äëÿ ãàðìîíè÷å�ñêîãî îñöèëëÿòîðà.3. ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ Ï�ÈÌÅ�ÛÑðàâíèì ïîëó÷åííûå �îðìóëû ñ ðåçóëüòàòàìèíåçàâèñèìûõ âû÷èñëåíèé.

à) Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.16) ïðè j = �1=4 è �3=4íàõîäèì âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ñ äâóõ íèæíèõ óðîâ�íåé îñöèëëÿòîðà:w0;2l = �(l + 1=2)l!�(1=2) �lp1� �;w1;2l+1 = �(l + 3=2)l!�(3=2) �l(1� �)3=2; (3.1)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [12�14℄, à äëÿïåðåõîäîâ ñî âòîðîãî óðîâíÿ èìååìw2;2l = l�(l+ 1=2)(l � 1)!�(3=2) 1� 2l + 12l �!2 �� �l�1p1� �; l � 1 (3.2)è w20 = �p1� �=2 ïðè l = 0. Äëÿ ïåðåõîäîâ ñî ñëå�äóþùåãî óðîâíÿ, m = 3, �îðìóëû àíàëîãè÷íû.á) Â ñëó÷àå äèàãîíàëüíûõ (m = n) ïåðåõîäîâ ïî�ëó÷àåì wnn(�) =p1� � [pn(�)℄2; (3.3)pn(�) = 2F1 �n2 ; n+ 12 ; 1; �!��p1� � 2F1�1� n2 ; n2 + 1; 1; ��:Êàê ïîêàçàíî â Ïðèëîæåíèè À, ýòè �îðìóëû ìîæíîçàïèñàòü â åäèíîì âèäåwnn =p1� � 3F2 (�n; n+ 1; 1=2; 1; 1; �) (3.4)÷åðåç îáîáùåííûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä [15℄3F2(�n; n+ 1; 1=2; 1; 1; x) == nXk=0 (2k)!22k(k!)4 (n+ k)!(n� k)! (�x)k ;÷òî óäîáíî ïðè ìàëûõ �, ò. å. äëÿ ñëàáîâîçáóæäåí�íîãî îñöèëëÿòîðà:wnn(�) = 1� 12N�+ 132(3N2 � 4N � 3)�2 �� 1576(5N3 � 28N2 + 11N + 48)�3 + 173728 �� (35N4�520N3 + 1706N2 ++ 840N � 4941)�4 � : : : ; (3.5)ãäå N = n2 + n + 1 (ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé ñì. âÏðèëîæåíèè Ñ). Ìàëûì ïàðàìåòðîì ýòîãî ðàçëîæå�íèÿ ÿâëÿåòñÿ n2�, ïðè÷åì êîý��èöèåíò ïðè �k ÿâ�ëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò N ñî ñòàðøèì ÷ëåíîì, ðàâíûì(�1)k[(2k � 1)!!=2k(k!)3℄Nk.947 5*



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005Äëÿ ëþáûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë m è nwmn(�) / �jm�nj=2; �! 0: (3.6)Â àäèàáàòè÷åñêîì ñëó÷àå ïàðàìåòð �� 1, ïåðåõîäûìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ jm�nj � 1 âîçìîæíû ëèøü ââûñîêîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé è ïîòîìó ñèëü�íî ïîäàâëåíû. Äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå àäèàáàòè÷å�ñêîãî ñëó÷àÿ ñì. â ðàçä. 4, ãäå äàíî óòî÷íåíèå �îð�ìóëû (3.6).â) Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà � ! 1,âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñöèëëÿòîð ïðè t! +1 îñòà�íåòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, âåñüìà ìàëà:wnn � ( n(1� �)1=2; n� ÷åòíîå;0n(1� �)3=2; n� íå÷åòíîå; (3.7)ãäå, íàïðèìåð,n = ���n+ 12 ��p���n2 + 1��2 ;òàê ÷òî 0 = 1, 2 = 1=4 è n � 1=n ïðè n� 1.Òàêèì îáðàçîì, íà íåòðèâèàëüíûõ ïðèìå�ðàõ ïîäòâåðæäàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü óðàâíåíèé(2.15)�(2.17), ïîëó÷åííûõ íàìè â èçâåñòíîé ñòåïåíèýâðèñòè÷åñêè (ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë�æåíèÿ �óíêöèé Âèãíåðà ñ ãðóïïû SU(2) íà ãðóïïóSU(1; 1)). Ñâÿçü ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ âåðîÿòíîñòåéwmn, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [13℄, îáñóæäàåòñÿ âÏðèëîæåíèè À. Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (2.17)è (3.4) äëÿ wmn íå âñòðå÷àþòñÿ â èçâåñòíîé íàìëèòåðàòóðå è óäîáíû äëÿ ðàñ÷åòîâ. Â ÷àñòíîñòè,èç íèõ ëåãêî ñëåäóþò àäèàáàòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ(3.5) è (4.1).ã) Â ñëó÷àå D-ìåðíîãî îñöèëëÿòîðà5),H = 12 DXi=1f p2i + !2i (t)q2i g; [pj ; qk℄ = �iÆjk; (3.8)ÔÌ� ïðèâîäèò ê ïðîèçâåäåíèþ D ñîìíîæèòåëåéâèäà (2.9), êîòîðûå ïðè ðàçëè÷íûõ i êîììóòèðó�þò äðóã ñ äðóãîì, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäàj0i ! j0i ðàâíàw(D)00 =p(1� �1)(1� �2) : : : (1� �D):Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðàw(D)00 = (1� �)D=2 = (h�=2)�D; (3.9)5) Ñì. òàêæå ðàáîòû [16; 17℄, ïîñëåäíÿÿ èç êîòîðûõ ñîäåð�æèò äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè.

è ñðàâíåíèå ñ âûðàæåíèåì (À.5) ïîêàçûâàåò, ÷òî âýòîì ñëó÷àå âåñ óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâåíj = �D=4; (3.10)à âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäîâ j0i ! j2li åñòüw(D)0;2l = �(l +D=2)l!�(D=2) �l (1� �)D=2: (3.11)Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, Pl w(D)0;2l = 1 äëÿ ëþáîé ðàç�ìåðíîñòèD (ñîîòíîøåíèå óíèòàðíîñòè). Ïàðàìåòð �îïðåäåëÿåò îòíîñèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà íàóðîâåíü, áëèæàéøèé ê îñíîâíîìó: w2=w0 = D�=2.Ïðè D = 2 èìååì j = �1=2 è âûðàæåíèå (3.11)ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïî ÷èñëó ïàð n çàðÿæåí�íûõ ñêàëÿðíûõ (áåññïèíîâûõ) áîçîíîâ, ðîæäåííûõèç âàêóóìà ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûì ïåðåìåí�íûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì E(t) â ñîñòîÿíèè ñ îïðå�äåëåííûì èìïóëüñîì p:Wn(p) = jf (�1=2)1=2;n+1=2(�)j2 = (1� �)�n;n = 0; 1; 2; : : : ; (3.12)ãäå ïàðàìåòð � çàâèñèò êàê îò E(t), òàê è îò p. Òàêîåðàñïðåäåëåíèå áûëî ïîëó÷åíî â êîíêðåòíûõ ðàñ÷å�òàõ [18; 19℄, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå èìïóëüñíîãî ïîëÿâèäà E(t) = E0= h2 !t, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèÿ Êëåé�íà � �îðäîíà è Äèðàêà äîïóñêàþò òî÷íîå ðåøåíèå.Â çàäà÷å î ðîæäåíèè ïàð èç âàêóóìà ãåíåðàòî�ðû ãðóïïû Ĵa ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îïåðà�òîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö-àíòè÷àñòèö(òàê, Ĵ+ = ayby è Ĵ� = ba äëÿ ñïèíîâ s = 0 ès = 1=2), ÷òî äàåò ïðîñòîé ñïîñîá [19℄ âû÷èñëåíèÿâåðîÿòíîñòåé (3.12). Òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå àñïåêòûýòîé çàäà÷è äëÿ ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì ñïèíîì sáûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [20℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî çäåñü � � exp(��Er=E0), ãäå Er = m23=e~ �¾êðèòè÷åñêîå¿, èëè øâèíãåðîâñêîå, ïîëå, õàðàêòåð�íîå äëÿ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè [21�23℄. ×èñ�ëåííî Er = 1:32 � 1016 Â/ñì äëÿ e� è âîçðàñòàåòïðîïîðöèîíàëüíî m2 äëÿ äðóãèõ çàðÿæåííûõ ÷àñ�òèö, äîñòèãàÿ â ñëó÷àå �-ìåçîíîâ çíà÷åíèé ïîðÿäêà1021 Â/ñì (ïîýòîìó ðåàëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåòòîëüêî ñëó÷àé s = 1=2).Â ïîñëåäíèå ãîäû âîïðîñ î âîçìîæíîñòè íàáëþ�äåíèÿ ðîæäåíèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð ïðè �î�êóñèðîâêå ëàçåðíîãî èìïóëüñà â âàêóóìå (ý��åêòØâèíãåðà) ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â ëèòåðàòóðå, ñì.,íàïðèìåð, ðàáîòû [24�26℄ è óêàçàííûå òàì äàëüíåé�øèå ññûëêè.948



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ : : :4. ÀÄÈÀÁÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑËÓ×ÀÉÅñëè ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî èÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé t, îñîáûå òî÷êèêîòîðîé ðàñïîëîæåíû íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îòâåùåñòâåííîé îñè, òî ñïðàâåäëèâî àäèàáàòè÷åñêîåïðèáëèæåíèå Ëàíäàó �Äûõíå [27�30℄. Ïðè ýòîì ïà�ðàìåòð � (èëè êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ � = jRj2)ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë, ñì., íàïðèìåð, ÏðèëîæåíèåÂ. Èç âûðàæåíèÿ (2.17) ïðè �! 0 ïîëó÷àåìwmn = n>!(2qq!)2 n<!�q �� 1� mn+ (m+ n)=2 + 12(q + 1) �+ : : :!;q = jm� nj=2: (4.1)Ýòî ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõêâàíòîâûõ ÷èñåë m è n. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ áû�ñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì jm � nj. Â ÷àñòíîñòè, äëÿïåðåõîäîâ íà áëèæàéøèå óðîâíè ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëå�íîâ ïîðÿäêà �2 âêëþ÷èòåëüíî íàõîäèìwn;n�2 = d��� d2��2 + : : : ;wn;n�4 = h��2 + : : : ; �� 1; (4.2)ãäå d+ = 14(n2 + 3n+ 2); d� = 14(n2 � n);d+ + d� = 12N; (4:20)h� = 14d� �d� + 2��n+ 12�� ;à ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå äëÿ ¾äèàãîíàëüíûõ¿âåðîÿòíîñòåé wnn ïðèâåäåíî âûøå â (3.5). Îñòàëü�íûå âåðîÿòíîñòè wmn ñ jm � nj � 6 ïîðÿäêà �3 èìåíåå:wn;n+2k = (n+ 2k)!22kk!2 n!�k + : : : ;wn;n�2k = n(n� 1) : : : (n� 2k + 1)22kk!2 �k + : : : ; (4.3)k � 1;ïðè÷åìwn;n�2kwn;n+2k = 1� 4k2n +O(n�2); �� 1; n!1:Îáîçíà÷àÿW (+)n = Xn0>nwnn0 ; W (�)n = Xn0<nwnn0 ; (4.4)

0:2 0:4 0:6 0:8 1:0�00:2
0:40:6
0:81:0 W (+)m

W (�)m2m = 4 m = 43 2
3

W (�)m

�èñ. 1. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ââåðõ â ñïåêòðå îñ-öèëëÿòîðà, W (+)m , è âíèç, W (�)m , ñ m-ãî óðîâíÿ îñ-öèëëÿòîðà. Ó êðèâûõ óêàçàíû çíà÷åíèÿ mñ ó÷åòîì (4.2) íàõîäèìW (+)n �W (�)n == �n+ 12���� 14(n2 + n� 1)�2 + : : :� : (4.5)Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ � ïåðåõîäû ââåðõ (ñ ëþ�áîãî óðîâíÿ) ïðåîáëàäàþò íàä ïåðåõîäàìè âíèç ïðèïðîèçâîëüíîì çàêîíå èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû îñöèëëÿòî�ðà !(t). Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé ðàñ÷åò (ðèñ. 1),òî æå âåðíî è ïðè çíà÷åíèÿõ � � 1. Äëÿ ñðàâíåíèÿíà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû âåðîÿòíîñòè wnn(�) äèàãîíàëü�íûõ ïåðåõîäîâ. Êàê ïðàâèëî, çàâèñèìîñòü wmn(�)íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé (çà èñêëþ÷åíèåì íèæíèõóðîâíåé, m = 0 è 1). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàç�ëîæåíèÿ (3.5) è (4.2) â ñóììå äàþò åäèíèöó (ñ òî÷�íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà �3, êîòîðûå íå âûïèñàíûâ (4.2)). Òàêèì îáðàçîì, âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ïàðà�ìåòðó � óñëîâèå óíèòàðíîñòè âûïîëíÿåòñÿ.Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå íàìè âûðàæåíèÿ ñ ðåçóëü�òàòàìè Äûõíå. Â ðàáîòå [28℄ ïðèâåäåíû àìïëèòóäûamn ïåðåõîäà, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àþ âûñîêîâîçáóæ-äåííûõ (n� 1) ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðà (ñì. �îðìó�ëû (3.26) â [28℄):949
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�èñ. 2. Âåðîÿòíîñòè wnn ¾äèàãîíàëüíûõ¿ ïåðåõîäîâ â çàâèñèìîñòè îò � ïðè 0 � n � 4 (à) è 5, 7 (á )ann = 1 + i�n+ 12� ImR;an+2;n = 12 �n� 12�R;an�2;n = �12 �n+ 32�R�; (4.6)ãäå R � àìïëèòóäà îòðàæåííîé âîëíû (äëÿ óðàâíå�íèÿ Øðåäèíãåðà, ò. å. ïðè çàìåíå t ! x). Ñðàâíå�íèå ñ âûðàæåíèåì (4.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íåäèà�ãîíàëüíûõ (m 6= n) ïåðåõîäîâ ýòè �îðìóëû ñîãëàñó�þòñÿ ñ íàøèìè, åñëè èñïðàâèòü íåòî÷íîñòü â (4.6):ñëåäóåò çàìåíèòü an+2;n íà an;n�2 è an�2;n íà an;n+2(ïðè ýòîì â êîý��èöèåíòàõ ïðè � äëÿ wmn = jamnj2íóæíî îòáðîñèòü ñëàãàåìûå ïîðÿäêà åäèíèöû ïîñðàâíåíèþ ñ n2 è n).Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå óíèòàðíîñòè îäíî�çíà÷íî âîññòàíàâëèâàåò è ñëåäóþùèé ÷ëåí â ðàçëî�æåíèè àìïëèòóäû ann ïðè n� 1:ann = 1 + i�n+ 12� ImR�� 14(n2 + n) [jRj2 + 2(ImR)2℄ + : : : == pwnn exp�i�n+ 12� ImR+ : : :� : (4.7)Çíà÷åíèÿ ann çàâèñÿò íå òîëüêî îò � = jRj2, íî è îò�àçû àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ R = p� exp(i'), êîòî�ðàÿ ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå ïîòåíöèàëà (èëè ÷àñòîòû

!(t)) êàê öåëîãî � ñì., íàïðèìåð, (Â.4), â òî âðåìÿêàê âåðîÿòíîñòè wnn îò �àçû ' íå çàâèñÿò.5. ÀÒÎÌ Â ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÌÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÎÌ ÏÎËÅ�àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåíåíèå ÔÌ� ê çàäà÷å îáàòîìå â ëàçåðíîì ïîëå. Â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè(aB = ~2=me2 � �, � � äëèíà âîëíû) ãàìèëüòîíèàíýëåêòðîíà åñòü̂H = 12p2 � eE(t)r+ U(r); (5.1)ãäå E(t) = ��1 _A(t) � ïîëå ïëîñêîé ñâåòîâîé âîë�íû, à U(r) � ïîòåíöèàë, îáÿçàííûé àòîìíîìó îñòî�âó. �àìèëüòîíèàí (5.1), èñïîëüçîâàííûé, íàïðèìåð,â ðàáîòàõ [31; 32℄, ñîäåðæèò íåêîììóòèðóþùèå îïå�ðàòîðû. ÏîëàãàÿÂ = 12p2; B̂ = E � r; Ĉ = E � p; (5.2)èìååì[Â; B̂℄ = �iĈ; [Â; Ĉ ℄ = 0; [B̂; Ĉ℄ = iE2Î ; (5.3)ãäå Î � åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Òåì ñàìûì àëãå�áðà îïåðàòîðîâ çàìûêàåòñÿ6) è ìîæíî èñïîëüçîâàòü6) Â îòëè÷èå îò (2.3) è (2.12), ýòà àëãåáðà, ïî-âèäèìîìó,âûðîæäåííàÿ. Îäíàêî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà óäîâëåò-âîðÿåò óñëîâèÿì [5℄, íåîáõîäèìûì äëÿ àëãåáðû Ëè.950



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ : : :ÔÌ�. Ïîëó÷àåìŜ(t; t0) = T exp8<:�i tZt0 Ĥ(t0) dt09=; == exp � ie A(t) � r!�� T exp8<:�i tZt0 hÂ0 + U(r)i dt09=; ; (5.4)ãäå Â0 = 12eia�rp2 e�ia�r = 12(p� a)2;a = eA(t): (5.5)Åñëè ïîòåíöèàë U(r) êîðîòêîäåéñòâóþùèé7), òî îïå�ðàòîð ýâîëþöèè ìîæåò áûòü ðàñïóòàí äî êîíöà:Ŝ(t; t0) = exp �� ie A(t) � r��� exp8<:� i2 tZt0 hp� eA(t0)i2 dt09=; : (5.6)Â òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ, íà÷èíàÿ ñ èçâåñòíîéðàáîòû Êåëäûøà [34℄, èñïîëüçóåòñÿ âîëêîâñêàÿ âîë�íîâàÿ �óíêöèÿ  p = Ŝ exp(ip �r) ýëåêòðîíà âî âíåø�íåì ïîëå (â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè): p(r; t) = (2�)�3=2 �� exp8<:i24P(t) � r� 12 tZt0 P2(t0) dt0359=; ; (5.7)ãäå P(t) = p � (e=)A(t). Ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíê�öèè (5.7) ïîëó÷åíû ìíîãî÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû âòåîðèè èîíèçàöèè è âîçáóæäåíèÿ àòîìîâ è èîíîâèíòåíñèâíûì ëàçåðíûì èçëó÷åíèåì, îáñóæäàòü êî�òîðûå çäåñü áûëî áû íåóìåñòíî (ñì., íàïðèìåð, îáçî�ðû [35; 36℄). Íàøåé öåëüþ áûëî ïðîèëëþñòðèðîâàòüïðèìåíåíèå ÔÌ� ê ðàñïóòûâàíèþ âõîäÿùèõ â (5.1)îïåðàòîðîâ.6. ÌÎÄÅËÜ Ñ ��ÓÏÏÎÉ ÑÊ�ÛÒÎÉÑÈÌÌÅÒ�ÈÈÌîäåëüíûé ãàìèëüòîíèàíĤ = Ĥ0 +!1(t) � L+!2(t) �A; (6.1)7) ×òî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì â ñëó÷àå èîíè�çàöèè îòðèöàòåëüíûõ èîíîâ (H�, Na� è äð.), ñì., íàïðè�ìåð, [33℄.

ãäå ~ = m = e = 1,Ĥ0 = 12p2 � 1r ; A = 12 (L� p� p� L) + rr ; (6.2)L = r � p � îðáèòàëüíûé ìîìåíò è A � âåêòîðËàïëàñà ��óíãå �Ëåíöà [37; 38℄, ìîæíî ðàññìàòðè�âàòü êàê ïðîåêöèþ ãàìèëüòîíèàíà àòîìà âîäîðîäàâî âíåøíèõ ïîëÿõ E è H íà ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñ-òîÿíèé ñ �èêñèðîâàííîé ýíåðãèåé (â ýòîé ñâÿçè ñì.çàìå÷àíèå â êîíöå äàííîãî ðàçäåëà). Êàê èçâåñòíî,â àòîìå âîäîðîäà èìååòñÿ òàê íàçûâàåìîå ¾ñëó÷àé�íîå¿ âûðîæäåíèå óðîâíåé ñ äàííûì n = (�2E)�1=2,êîòîðîå îáúÿñíÿåòñÿ ãðóïïîé ñêðûòîé ñèììåòðèè ãà�ìèëüòîíèàíà: ãðóïïà SO(4) äëÿ ñîñòîÿíèé äèñêðåò�íîãî ñïåêòðà è ãðóïïà Ëîðåíöà SO(3,1) äëÿ íåïðå�ðûâíîãî ñïåêòðà [39�43℄. Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîëàãàÿN = (�2H0)�1=2A = nA, n = 1; 2; 3; : : : � ãëàâíîåêâàíòîâîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì8)[L;L℄ = [N;N℄ = iL; [L;N℄ = iN; (6.3)L2 +N2 = n2 � 1; (6.4)÷òî ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèÿìè êîììóòàöèè äëÿ ãå�íåðàòîðîâ ãðóïïû SO(4). Ïðè ýòîì ñîáñòâåííîå çíà�÷åíèå N2 ìåíÿåòñÿ îò n2 � 1 äëÿ s-ñîñòîÿíèé äîN2 = n � 1 ïðè l = n � 1 (êðóãîâûå îðáèòû ýëåê�òðîíà.). Ââîäÿ îïåðàòîðû I1;2 = (L�N)=2, íàõîäèì[I1; I1℄ = iI1; [I2; I2℄ = iI2; [I1; I2℄ = 0;I21 = I22 = (n2 � 1)=4; [Ĥ0; I1℄ = [Ĥ0; I2℄ = 0: (6.5)Ïåðåõîä îò (6.3) ê îïåðàòîðàì I1;2 îòâå÷àåò ðàçëî�æåíèþ SO(4) � SU(2)
 SU(2). Îáîçíà÷àÿ
1;2(t) = tZ0 �!1(t0)� 1n!2(t0)� dt0 (6.6)è ó÷èòûâàÿ, ÷òî I1 è I2 êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé,ïîëó÷àåìŜ(t; 0) = T exp8<:�i tZ0 Ĥ(t0) dt09=; == exp(�iEnt) exp(�i
1 � I1) exp(�i
2 � I2): (6.7)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãîñïåêòðà, êîãäà ýíåðãèÿ E = k2=2 > 0, èìååìN0 = (2H0)�1=2A = 1kA; N02 = l(l + 1) + 1 + k�28)Ïðèíÿòîå çäåñü îáîçíà÷åíèå [A;B℄ = iC îçíà÷àåò, ÷òî[Aj ; Bk℄ = iejkmCm. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå [I; I℄ = iI îòâå÷à�åò ãåíåðàòîðàì ãðóïïû SU(2).951



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005è âìåñòî (6.3) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ[L;L℄ = �[N0;N0℄ = iL; [L;N0℄ = iN0;ñîîòâåòñòâóþùèå ãåíåðàòîðàì ãðóïïû Ëîðåíöà. Âýòîì ñëó÷àå J1;2 = (L � iN0)=2, ïðè÷åì J1 è J2óäîâëåòâîðÿþò òåì æå êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå�íèÿì, ÷òî è â (6.5). Îïåðàòîð ýâîëþöèè ïðèíèìàåòâèä̂S(t; 0) = exp��ik22 t� exp(�i
01 � J1)�� exp(�i
02 � J2); (6.8)ãäå 
01;2(t) = tZ0 [!1(t0)� ik!2(t0)℄ dt0: (6.9)Â ñèëó òîãî, ÷òî îïåðàòîðû I1 è I2, èëè J1 è J2êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ïîëó÷åíèå ýòèõ �îðìóëíå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ÔÌ�. Äàëüíåéøåå ðàñïóòû�âàíèå îïåðàòîðîâ (I+, I0, I� è ò. ä.) ïðîâîäèòñÿ ñ ïî�ìîùüþ ÔÌ� òàê æå, êàê è â çàäà÷å î âðàùåíèè ñïè�íà â ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëå [3℄. Â èòîãå îïåðà�òîð ýâîëþöèè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (6.1) ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåí â ïîëíîñòüþ ðàñïóòàííîì âèäå, ÷åì èçàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèå ÔÌ�. Õîòÿ îïåðàòîð ýâî�ëþöèè (6.8) óíèòàðåí, ñîìíîæèòåëè exp(�i
01 � J1)è exp(�
02 � J2) ïî îòäåëüíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ óíèòàð�íûìè, ïîñêîëüêó J1 è J2 � íåýðìèòîâû îïåðàòîðû:J+1 = J2, J+2 = J1.Íåòðóäíî áûëî áû âûïèñàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåí�òû ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè àòîìà âîäîðîäà ñ�èêñèðîâàííîé ýíåðãèåé E è ðàçëè÷íûìè îðáèòàëü�íûìè ìîìåíòàìè. Â ñëó÷àå E < 0 � ýòî �óíêöèèÂèãíåðà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ D(j1; j2) ãðóïïû SO(4)ñ âåñàìè j1 = j2 = (n � 1)=2, à â ñëó÷àå íåïðåðûâ�íîãî ñïåêòðà îíè îòíîñÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîìåðíîìó9)óíèòàðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ D(0; �) ãðóïïû Ëîðåíöàîñíîâíîé ñåðèè [6�9℄. Ïðè ýòîì èíâàðèàíò � = 2=k,ãäå̂F = 12M��M�� = L2 �N02 = ��1 + �24 � (6.10)� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñêàëÿðà F̂ , à M�� == x�p� � x�p� � îïåðàòîð 4-ìîìåíòà. Îòìåòèì, ÷òî9) Ýòî âèäíî óæå èç òîãî, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåéE > 0 îðáèòàëüíûé ìîìåíò l íåîãðàíè÷åí, â òî âðåìÿ êàê0 � l � n� 1 ïðè En = �1=2n2 < 0.

A +e

−e

�èñ. 3. �àñïîëîæåíèå âåêòîðà A ïðè êåïëåðîâñêîìäâèæåíèè(6.10) ïîëó÷àåòñÿ èç (6.4) ïðè çàìåíå: n! i�=2. Âòî�ðîé èíâàðèàíò ãðóïïû Ëîðåíöà (ïñåâäîñêàëÿð)Ĝ = i8"����M��M��îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè ó ÷àñòèöû ñïè�íà, íî â (6.1) ñïèíîì ýëåêòðîíà ïðåíåáðåãàåòñÿ.Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ñäåëàåì î �èçè÷åñêîìñìûñëå ñëàãàåìîãî !2 � A â ãàìèëüòîíèàíå (6.1).Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ äâèæåíèÿ â êó�ëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå U(r) = ��=r èìååìA = L � p + �r=r è, óìíîæàÿ ñêàëÿðíî íà r,íàõîäèì îòñþäà óðàâíåíèå îðáèòû:r = p1� e os'; p = L2� ; e = A� (m = 1): (6.11)Âåêòîð A íàïðàâëåí ïî áîëüøîé îñè ýëëèïñà è ïðî�ïîðöèîíàëåí åãî ýêñöåíòðèñèòåòó e (ðèñ. 3). Ñðåä�íèé ïî ïåðèîäó äèïîëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöû ñ çàðÿ�äîì �1, ñîâåðøàþùåé êåïëåðîâñêîå äâèæåíèå, ðà�âåí hdi = 3ea=2, ãäå a = �=2jEj � áîëüøàÿ ïîëóîñüîðáèòû. Îòñþäà â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèèA = 43 jEnjhdi = 23n2 hdinn: (6.12)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûðîæäåííûõ (ïî îðáèòàëü�íîìó ìîìåíòó l) ñîñòîÿíèé ñ �èêñèðîâàííîé ýíåð�ãèåé E ÷ëåí !2 � A ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîìóìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó îò îïåðàòîðà äèïîëüíîãî âçà�èìîäåéñòâèÿ E(t)d / (E � r), îäíàêî íåäèàãîíàëüíûåýëåìåíòû òèïà hrinn0 ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ñòå�ïåíü îáîñíîâàííîñòè òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ òðåáóåòäîïîëíèòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, ÔÌ� ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷à�åâ ðàñïóòàòü âõîäÿùèå â ãàìèëüòîíèàí îïåðàòîðû952



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ : : :è íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çà�äà÷è. Îäíàêî ýòîò ìåòîä íå óíèâåðñàëåí â îòëè÷èå,íàïðèìåð, îò �åéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêèâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòèì, ïî-âèäèìîìó, îáúÿñíÿ�åòñÿ ìàëàÿ ïîïóëÿðíîñòü ÔÌ� ñðåäè �èçèêîâ. Åñ�ëè, îäíàêî, ÔÌ� óäàåòñÿ ïðèìåíèòü, òî îí äàåò ðå�øåíèå çàäà÷è ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêîíå èçìåíåíèÿâíåøíèõ ïàðàìåòðîâ (ñèëà f(t), ÷àñòîòà îñöèëëÿòî�ðà !(t), è ò. ä.)Â çàäà÷å îá îñöèëëÿòîðå, ðàññìîòðåííîé Ôåéí�ìàíîì [1℄, èìåþòñÿ òîëüêî äâà îïåðàòîðà, â è ây,êîììóòàòîð êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ -÷èñëîì: [a; ay℄ = 1.Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ÔÌ� ñðàçó ïðèâîäèò ê æåëà�åìîìó ðåçóëüòàòó. �àíåå [3℄ è â äàííîé ðàáîòå ðàñ�ñìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà âõîäÿùèå â ãàìèëüòîíèàíîïåðàòîðû ïîðîæäàþò íåêîòîðóþ àëãåáðó Ëè, ñî�äåðæàùóþ òðè îáðàçóþùèõ. Ïîëíîå ðàñïóòûâàíèåîïåðàòîðîâ ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ ÔÌ� ñ ïîìîùüþóêàçàííîãî â ðàáîòå [3℄ ïðèåìà, ñóòü êîòîðîãî ÿñíàèç óðàâíåíèé (2.5),(2:6). Çàïèñü âåðîÿòíîñòåé ïåðå�õîäà â êîìïàêòíîé àíàëèòè÷åñêîé �îðìå îêàçàëàñüâîçìîæíîé ïîñëå âûÿñíåíèÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîéñòðóêòóðû îïåðàòîðà ýâîëþöèè Ŝ. Ïðè ýòîì âåðîÿò�íîñòè wmn ïåðåõîäîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðè÷íûåýëåìåíòû íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèéãðóïïû SU(1; 1), êîòîðûå ïî íåîáõîäèìîñòè ÿâëÿþò�ñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè. Óðàâíåíèÿ �èêêàòè, âîçíè�êàþùèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÔÌ� (ñì. ðàáîòó [3℄ èëèóðàâíåíèå (2.8) äàííîé ñòàòüè), îïðåäåëÿþò ïàðà�ìåòðû, îò êîòîðûõ çàâèñÿò àìïëèòóäû Amn ïåðåõî�äîâ è âåðîÿòíîñòè wmn = jAmnj2.Áûëî áû èíòåðåñíî âûÿñíèòü, âîçìîæíî ëè ïðè�ìåíåíèå ÔÌ� â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãàìèëüòîíèàíâêëþ÷àåò n > 3 íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, èêàêóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò òåîðèÿ ãðóïï.Ñ÷èòàþ ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì ïîáëàãîäàðèòüçà îáñóæäåíèå äàííîé ðàáîòû Ê. �. Áîðåñêîâà,Î. Â. Êàí÷åëè, Â. Ä. Ìóðà,Þ. À. Ñèìîíîâà, à òàêæåó÷àñòíèêîâ Êîí�åðåíöèè ïî òåîðåòè÷åñêîé �èçèêåTD-70 (Ìîñêâà, ÔÈÀÍ, àïðåëü 2005). ß áëàãîäàðåíÑ. �. Ïîçäíÿêîâó, âûïîëíèâøåìó ÷èñëåííûå ðàñ÷å�òû, è Ì. Í. Ìàðêèíîé çà ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêåðóêîïèñè ê ïå÷àòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �04-02-17157).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÀÇäåñü ìû îáñóäèì ñâÿçü ìåæäó íåïðèâîäèìûìèïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï SU(2) è SU(1; 1) è ïîëó÷èì

�îðìóëû (2.15)�(2.17).Ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SU(2) èìååòâèäg = exp �i 2 �z! exp �i#2�x!�� exp �i'2 �z!; g+g = 1; (À.1)ãäå  ; # è ' � óãëû Ýéëåðà, 0 � # < �. Äëÿ ïåðåõîäàê SU(1; 1) ñäåëàåì çàìåíó #! i�, ïðè êîòîðîéexp �i#2�x! =  os(#=2)�i sin(#=2) �i sin(#=2)os(#=2) !!!  h(�=2)sh(�=2) sh(�=2)h(�=2)!: (À.2)Ýòî ïðåäñòàâëåíèå � êîíå÷íîìåðíîå è íåóíèòàðíîå:~gg = 1, ãäå~g = �zg+�z ; Ĵ1 = i2�x; Ĵ2 = i2�y ;Ĵ0 = 12�z ; J2 = 3=4:Íàøå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàòðè÷�íûå ýëåìåíòû óíèòàðíûõ (j = �1=4; �3=4) ïðåä�ñòàâëåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðî�äîëæåíèè �óíêöèé Âèãíåðà [10; 11℄ ãðóïïû SU(2) ñïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè#! i�; 0 � � <1;j = �1=4 èëè j = �3=4: (À.3)Ïðèâåäåì àðãóìåíòû â ïîëüçó äàííîãî ïðåäïîëîæå�íèÿ.à) Êàê èçâåñòíî, â ãðóïïå SU(2)d(j)jj (#) = d(j)�j;�j(#) =  os #2!2j ;j = 0; 12 ; 1; 32 ; : : : (À.4)Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó (À.3), íàõîäèìf (j)�j;�j(�) =  h �2!2j = (1� �)�j ; (À.5)îòêóäà ïðè j = �1=4 è �3=4 èìååìw00 = �f (�1=4)1=4;1=4(�)�2 =p1� �;w11 = (1� �)3=2; � = th2 �2 ; (À.6)953



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáî�òàõ [12�14℄.á) Áîëåå îáùèé ñëó÷àé: ïåðåõîäû ñ äâóõ íèæ�íèõ óðîâíåé îñöèëëÿòîðà, m = 0 ! n = 2l èëèm = 1! n = 2l+ 1. Â ýòîì ñëó÷àå10)d(j)�j;l�j(#) = C �tg #2�l�os #2�2j ;C =s (2j)!l! (2j � l)! = i�ls�(l � 2j)l!�(�2j) ; (À.7)îòêóäà ñëåäóþò �îðìóëû (3.1), ïîëó÷åííûå íåçàâè�ñèìûì ïóòåì â ðàáîòàõ [12; 13℄. Òåì ñàìûì âîçìîæ�íîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîäòâåðæäàåò�ñÿ. â) Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèè Âèãíåðà ãðóïïûSU(2) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêóþ �óíêöèþ 2F1, ñì. [11℄. Èñïîëüçóÿ �îðìóëû(16), (17) èç ðàçä. 4.5 â [11℄ ïðè � = l � j, � = k � j,âûïîëíÿÿ ïîäñòàíîâêó (À.3) è ïðåîáðàçóÿ �àêòîðè�àëû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ(2j � l)!(2j � k)! = �(2j + 1� l)�(2j + 1� k) = (�1)k�l�(k � 2j)�(l � 2j) ;ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (2.15), åñëè k � l. Íà�êîíåö, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ãèïåðãåîìåòðè÷å�ñêîé �óíêöèè 2F1(: : : ; z) îò àðãóìåíòà z ê àðãóìåí�òó z=(z�1), ñì. 2.9.3 â [15℄, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ�îðìóëó (2.17).Çàìåòèì, ÷òî D(j)�� (e) = Æ�� , åñëè e � åäèíèöàãðóïïû. Ïîýòîìó äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöûf (j)�� (�) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî:f (j)k�j;k�j(�) = �h �2�2j �� 2F1 ��k; k � 2j; 1; th2 �2� == (1� �)�j kXs=0 k!�(k + s� 2j)s!2(k � s)!�(k � 2j) (��)s; (À.8)ãäå j = �1=4 èëè j = �3=4, k = 0; 1; 2; : : : Â îñòàëü�íûõ ñëó÷àÿõ (� 6= �) îñòàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè �à�çîâûå ìíîæèòåëè, êîòîðûå äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðå�õîäà íåñóùåñòâåííû.10) Ñì., íàïðèìåð, [11; 44℄; çäåñü îïóùåí íåñóùåñòâåííûéäëÿ íàñ �àçîâûé ìíîæèòåëü. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [44℄ ãðóï�ïà SU(1; 1) îáîçíà÷àåòñÿ êàê QU(2).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû (3.4) èñïîëüçóåì òîæ�äåñòâî11)[2F1(a; b; a+ b+ 1=2; z)℄2 == 3F2(2a; 2b; a+ b; a+ b+ 1=2; 2(a+ b); z);ãäå a = �n=2; b = (n + 1)=2. Òåì æå ñïîñîáîì âñëó÷àå j = �1=4 íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü �îðìóëó(2.17) ê ñëåäóþùåìó âèäó:wmn = K!(K � L)!2 L! �(K + 1=2)�(L+ 1=2) �K�L(1� �)1=2 �� 3F2(�2L; 2K + 1; K � L+ 1=2;K � L+ 1; 2(K � L) + 1; �); (À.9)÷òî ïðè m = n è K = L = n=2 ïåðåõîäèò â (3.4).ã) �àíåå [13℄ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà wmn áû�ëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèåwmn = n<!n>!p1� � ����P jm�nj=2(m+n)=2 �p1� ������2; (À.10)êîòîðîå, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò�ñÿ îò (2.17) è (À.9). Ñîâïàäåíèå ýòèõ âûðàæåíèéîçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèéìåæäó ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè; íàïðèìåð, ïðèm = n2F1(�n=2; (1� n)=2; 1; sin2 �) �� (os �)nPn(1= os �): (À.11)Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ðàâåíñòâà äëÿ íåáîëüøèõn íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé,îäíàêî íàì íå óäàëîñü íàéòè åãî â ñïðàâî÷íè�êàõ [11; 45℄. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ m;n àíàëîãè÷�íîå òîæäåñòâî ñîäåðæèò ïðèñîåäèíåííûå �óíêöèèËåæàíäðà.ä) Êàê âèäíî èç (A.2), ïîäñòàíîâêà #! i� äàëå�êî íå âñåãäà ñîõðàíÿåò óíèòàðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ.Íåîáõîäèìûìè, õîòÿ è íåäîñòàòî÷íûìè, ÿâëÿþòñÿóñëîâèÿX� ����f (j)�� (�)����2 =X� ����f (j)�� (�)����2 = 1; (À.12)êîòîðîå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ (3.1) è (3.11), ò. å. ïðèm = 0 è m = 1. Îäíàêî ýòè ñëó÷àè ÿâëÿþòñÿ íàèáî�ëåå ïðîñòûìè è, âîçìîæíî, íåòèïè÷íûìè (ïîñêîëü�êó ïåðåõîäû ïðîèñõîäÿò òîëüêî ââåðõ). Ìû ïðîâå�ðèëè âûïîëíåíèå óñëîâèé (À.12) äëÿ ïåðåõîäîâ ñî11) Ñì.4.3.1 â ñïðàâî÷íèêå [15℄. Ýòî � åäèíñòâåííûé ñëó÷àé,êîãäà êâàäðàò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè �àóññà âûðàæà�åòñÿ â âèäå �óíêöèè 3F2 îò òîãî æå àðãóìåíòà.954



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005 Ôåéíìàíîâñêèé ìåòîä ðàñïóòûâàíèÿ : : :âòîðîãî è òðåòüåãî óðîâíåé îñöèëëÿòîðà. Â ïåðâîìñëó÷àå (m = 2) óñëîâèå óíèòàðíîñòè ïðèíèìàåò âèäp1� �(12�+ 1Xk=0 �(k + 3=2)(k + 1)!�(3=2) �� �k + 1��k + 32� ��2 �k) � 1;0 � � < 1; (À.13)è àíàëîãè÷íî äëÿm = 3. Âûïîëíåíèå ýòèõ ñîîòíîøå�íèé áûëî ïðîâåðåíî ÷èñëåííî ñ òî÷íîñòüþ íå ìåíåå10�12 äëÿ çíà÷åíèé � îò 0.01 äî 0.99.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÑîãëàñíî ðàáîòàì [13; 37℄, èìååì � = jC2=C1j2;ãäå C1;2 � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå èç êëàññè÷åñêî�ãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ �x+!2(t)x = 0 ñ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìèx(t) ==(exp(i!�t); t! �1;C1 exp(i!+t)+C2 exp(�i!+t); t! +1:(B.1)Ïàðàìåòð � ñîâïàäàåò ñ êîý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿîò áàðüåðà, åñëè çàìåíèòü t íà q è x(t) íà  (q). Ïî�ëàãàÿ a(t) = �i _x(t)=x(t), íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óðàâ�íåíèå (2.8) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, ïðè÷åì a(�1) = !� è� = limt!1�����!+ � a(t)!+ + a(t) �����2: (B.2)Òàêèì îáðàçîì, � ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþóðàâíåíèÿ �èêêàòè, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå ÔÌ�.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.Ïóñòü !(t) = !��(t0 � t) + !+�(t� t0);÷òî îòâå÷àåò ìãíîâåííîìó ñêà÷êó ÷àñòîòû îñöèëëÿ�òîðà îò !� ê !+. Óðàâíåíèå �èêêàòè ëåãêî èíòåãðè�ðóåòñÿ: a(t) = !� ïðè t < t0,a(t) = !+ �� (!++!�) exp(i!+�)�(!+�!�) exp(�i!+�)(!++!�) exp(i!+�)+(!+�!�) exp(�i!+�) ;t � t0; (B.3)

ãäå � = t� t0. ÎòñþäàR = C2C1 = exp(2i!+t0)!+ � !�!+ + !� ;� = jRj2 = "!+ � !�!+ + !�#2;� = ln 1 +p�1�p� = ln !>!< : (B.4)Íåáîëüøîå óñëîæíåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà,!(t) = 8><>: !�; t < 0;!0; 0 < t < T;!+; t > T (B.5)äàåò � = �1 + �2 + 2�1�2 os(2!0T )1 + �1�2 + 2�1�2 os(2!0T ) ; (B.6)ãäå �i = �2i , �1 = (!0 � !�)=(!0 + !�) è�2 = (!+ � !0)=(!+ + !0). Îòñþäà, ìåæäó ïðî�÷èì, âèäíî, ÷òî ïàðàìåòð âîçáóæäåíèÿ � ìîæåòîáðàòèòüñÿ â íóëü, ò. å. îñöèëëÿòîð ïðè t ! +1ìîæåò îêàçàòüñÿ â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè: wmn = Æmn.Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè !+ = !� è!0T = n�, èëè ïðè !0 = p!+!� è !0T = (n+1=2)�.Ñì. òàêæå íèæå �îðìóëó (Â.11) ïðè !0 = (2n+1)!.Òî÷íîå ðåøåíèå âîçìîæíî òàêæå äëÿ!2(t) = 12 �� "!2+ + !2� + (!2+ � !2�) th!t+ !20 � !22 h2 !t #; (B.7)÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëóÝêêàðòà [46℄. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðàðåøàåòñÿ â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèÿõ [46; 47℄,ïðè÷åì� = (sh2 � + os2 Æ)=(sh2 � + os2 Æ); (B.8)ãäå� = �(!+ + !�)2! ; � = �(!+ � !�)2! ; Æ = �!02! :Åñëè ! � !� (àäèàáàòèêà), òî êîý��èöèåíò îòðà�æåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë:� � exp(�2�!<=!); !< = min(!+; !�); (B.9)ïðè÷åì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòàìè [48; 49℄ ïðåäýêñïî�íåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ðàâåí åäèíèöå.955



Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 5 (11), 2005Çíà÷åíèå � îïðåäåëÿåòñÿ [27℄ áëèæàéøåé ê âåùå�ñòâåííîé îñè ¾òî÷êîé ïîâîðîòà¿ t = t0, â êîòîðîé!(t0) = 0. Ïðåäýêñïîíåíòà â (Â.9) ðàâíà åäèíèöå, åñ�ëè òàêàÿ òî÷êà � åäèíñòâåííàÿ; íàïðèìåð, â ñëó÷àå!0 = ! !t(n)0 = ln !�!+ + i�n+ 12�� (B.10)è áëèæàéøåé òî÷êå îòâå÷àåò n = 0.Îñîáûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ !+ = !�; ïðè ýòîì� = os2 Æsh2 � + os2 Æ ; � = �!�! (B.11)è âìåñòî (Â.9) èìååì àñèìïòîòèêó� � 4 os2 Æ exp(�2�!�=!); ! � !�: (B.12)Â ýòîì ñëó÷àå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èìåþòñÿ 2òî÷êè ti (ðàâíîóäàëåííûå îò âåùåñòâåííîé îñè), âêîòîðûõ ÷àñòîòà !(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü:!t1;2 = i�2 �Arshp!20 � !22!� : (B.13)Èíòåð�åðåíöèÿ âêëàäîâ îò íèõ â àìïëèòóäó ïå�ðåõîäà äàåò ïðåäýêñïîíåíòó, îòëè÷íóþ îò åäèíè�öû. Îòìåòèì åùå, ÷òî ïðè !0 = (2k + 1)! èìååìÆ = (k + 1=2)� è ïîòîìó � � 0 (áåçîòðàæàòåëüíûéïîòåíöèàë [27℄).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ C�èïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä â (3.4) ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå3F2 ��n; n+ 1; 12; 1; 1;x� == nXk=0 (2k � 1)!!2k(k!)3 bk(�x)k ; (C.1)ãäå (�1)!! = 1; b0 = 1; b1 = n2 + n = N � 1;b2 = N2 � 4N + 3;à ïðè k � 1bk(N) = k�1Ys=0[N � (s2 + s+ 1)℄;N = n2 + n+ 1;bk = Nk � 13(k3 + 2k)Nk�1 + : : :++ (�1)k1 � 3 : : : (k2 � k + 1); (C.2)
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