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ÇÀÊÎÍÛ ÏÎÄÎÁÈß ÄËß ÑÊÎ�ÎÑÒÈ, ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�Û ÈÊÎÌÏÎÍÅÍÒ ÒÅÍÇÎ�À �ÅÉÍÎËÜÄÑÀ Â Ï�ÈÑÒÅÍÎ×ÍÎÉÎÁËÀÑÒÈ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎ�Î ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÎ�Î ÑËÎßÍÀ Ï�ÎÍÈÖÀÅÌÎÉ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÈ. È. Âèãäîðîâè÷ *Öåíòðàëüíûé èíñòèòóò àâèàöèîííîãî ìîòîðîñòðîåíèÿ èì. Ï. È. Áàðàíîâà111116, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 èþíÿ 2004 ã.Îáùåå êîíå÷íîå ÷èñëî îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è óêàçûâàåò íà íàëè÷èå óíèâåðñàëüíîé �óíê-öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè òóðáóëåíòíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ îò ãðàäèåíòà óñðåäíåííîé ñêîðîñòè, àòóðáóëåíòíîãî ïîòîêà òåïëà � òàêæå è îò ãðàäèåíòà óñðåäíåííîé òåìïåðàòóðû â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòèïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Âìåñòå ñ ñîîáðàæåíèÿìè ðàçìåðíîñòè ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñâåñòè óðàâíå-íèÿ ïåðåíîñà èìïóëüñà è òåïëà ê îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿïðî�èëåé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû, êîòîðûå ëåãêî ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû â îáùåì âèäå. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷åíû ïðàâèëà ïîäîáèÿ äëÿ ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû, îáîáùàþùèå íà ñëó÷àé âäóâà è îòñîñà íà ñòåíêåèçâåñòíûå ëîãàðè�ìè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ. Óñòàíîâëåíû òàêæå ñîîòíîøåíèÿ ïîäîáèÿ äëÿ êàñàòåëüíîãîíàïðÿæåíèÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîé ïóëüñàöèè ñêîðîñòè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä èìååò çíà-÷èòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì [1�3℄, íå èñïîëüçóþùèì äèíàìè÷åñêèõóðàâíåíèé, è ðàñøèðÿåò êðóã çàäà÷ ïðèñòåííîé òóðáóëåíòíîñòè, çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòüóñòàíîâëåíû áåç �îðìóëèðîâêè ñïåöèàëüíûõ ãèïîòåç çàìûêàíèÿ.PACS: 44.05.+e, 44.20.+b, 47.27.-i1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÕîðîøî èçâåñòåí âûâîä ëîãàðè�ìè÷åñêîãî çàêî�íà äëÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè â òóðáóëåíòíûõ ïðèñòåí�íûõ òå÷åíèÿõ, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [1�3℄, êîòî�ðûé íå èñïîëüçóåò íè ñïåöèàëüíûõ ãèïîòåç î ìå�õàíèçìå òóðáóëåíòíîãî îáìåíà, íè äàæå äèíàìè÷å�ñêèõ óðàâíåíèé, à îñíîâàí òîëüêî íà ñîîáðàæåíè�ÿõ ðàçìåðíîñòè è ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìîëåêóëÿð�íàÿ âÿçêîñòü íå ñóùåñòâåííà âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ, àâíåøíèé ìàñøòàá íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà òå÷åíèåâ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè. Ïîçäíåå ïîäîáíûé ïîäõîäèñïîëüçîâàëè î÷åíü ìíîãèå àâòîðû. Òàê, Ëàíäàó â1944 ã. ïîëó÷èë ëîãàðè�ìè÷åñêèé çàêîí äëÿ ïðî�è�ëÿ òåìïåðàòóðû (ñì., íàïðèìåð, [4℄).Êëàññè÷åñêèé ìåòîä [1�3℄, î÷åâèäíî, èìååò ñóùå�ñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî îïðåäåëÿþùèõ ïà�*E-mail: ivigdorovih�iam.ru

ðàìåòðîâ çàäà÷è è â ñëó÷àå íåíóëåâîé ïîïåðå÷íîéñêîðîñòè íà ñòåíêå íå äàåò êàêèõ-ëèáî ñîäåðæàòåëü�íûõ âûâîäîâ.Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, êîòîðûéòàêæå îñíîâàí íà àíàëèçå ðàçìåðíîñòåé, íî ïðèýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ñêîðî�ñòè è òåìïåðàòóðû, êîòîðûå îáîáùàþò èçâåñòíûåëîãàðè�ìè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñëó÷àé íàëè�÷èÿ âäóâà èëè îòñîñà íà ñòåíêå. Óñòàíîâëåíû òàê�æå çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîé ïóëüñàöèè ñêîðî�ñòè. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ïðè òåõ æå �èçè÷åñêèõïðåäïîëîæåíèÿõ è íà òîì æå óðîâíå ñòðîãîñòè, êî�òîðûå îáåñïå÷èâàåò êëàññè÷åñêèé àíàëèç.Çàêîí ïîäîáèÿ äëÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè âïåðâûåïîëó÷åí [5; 6℄ íà îñíîâå �îðìóëû Ïðàíäòëÿ äëÿ äëè�íû ïóòè ïåðåìåøèâàíèÿ. Îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.1180



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû : : :2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì òå÷åíèå íåñæèìàåìîé òåïëîïðîâîä�íîé æèäêîñòè â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè òóðáóëåíòíî�ãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ãëàäêîé ïðîíèöàåìîé ïî�âåðõíîñòè. Ñêîðîñòü âäóâà èëè îòñîñà áóäåì ñ÷èòàòüíàïðàâëåííîé ïî íîðìàëè ê ñòåíêå. Â òîíêîé ïðè�ñòåíî÷íîé îáëàñòè ïîïåðå÷íûå ãðàäèåíòû óñðåäíåí�íûõ ïàðàìåòðîâ ìíîãî áîëüøå ïðîäîëüíûõ, ïîýòîìóâ ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïåðåíîñ èìïóëüñà è òåïëàîïèñûâàåòñÿ èçâåñòíûìè óðàâíåíèÿìè� hu0v0i+ � dudy = �w� + vwu;� h�0v0i+ �d�dy = �jw + vw(� � �w): (1)Çäåñü u � ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñðåäíåííîéñêîðîñòè, � � óñðåäíåííàÿ òåìïåðàòóðà, y � ðàñ-ñòîÿíèå îò ñòåíêè, � è � � êîý��èöèåíòû ìîëå�êóëÿðíîé âÿçêîñòè è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, vw,�w, �w è jw � çíà÷åíèÿ íà ñòåíêå ïîïåðå÷íîé ñêîðî�ñòè, òåìïåðàòóðû, êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è ïîòî�êà òåìïåðàòóðû, ñîîòâåòñòâåííî.Òåìïåðàòóðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàññèâíàÿïðèìåñü, íå îêàçûâàþùàÿ âëèÿíèÿ íà äèíàìèêóòå÷åíèÿ, è â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ âòî�ðîå ñîîòíîøåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ òàêæå óðàâíåíèåìïåðåíîñà ïàññèâíîé ïðèìåñè.Óðàâíåíèÿ (1) îïèñûâàþò òóðáóëåíòíîå òå÷åíèåâäîëü áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîì ïîïåðå÷íàÿñêîðîñòü è äàâëåíèå ïîñòîÿííû, à îñòàëüíûå ïàðà�ìåòðû çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî ïëîñêîñòè.Äëÿ òàêîãî òå÷åíèÿdudy = F1�y; �; vw; �w� � ;d�dy = F2 �y; �; �; vw; �w� ; jw� ;hu0v0i = F3 �y; �; vw; �w� � ;h�0v0i = F4�y; �; �; vw; �w� ; jw� ; (2)
ãäå F1; : : : ; F4 � íåêîòîðûå óíèâåðñàëüíûå �óíê�öèè. Ìû, òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññìàò�ðèâàåìûå âåëè÷èíû â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè íå çà�âèñÿò îò âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû óñëîâèÿìè íà ñòåíêå è �èçè�÷åñêèìè êîíñòàíòàìè æèäêîñòè.Âûðàçèì òåïåðü âåëè÷èíû �w=�, jw èç ïåðâîãî è

âòîðîãî óðàâíåíèé (2) è ïîäñòàâèì â òðåòüå è ÷åò�âåðòîå óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòühu0v0i = G1�y; �; vw; dudy� ;h�0v0i = G2 �y; �; �; vw; dudy ; d�dy� : (3)Ïðèìåíÿÿ ê �óíêöèîíàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (3)�-òåîðåìó è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ òåìïåðàòóðû êàêïàññèâíîé ïðèìåñè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëü�íóþ ðàçìåðíîñòü, ïîëó÷èìhu0v0i = ��y dudy�2 S(Re; �);h�0v0i = �y2 d�dy dudy T (Re;Pe; �);Re = y2� dudy ; Pe = y2� dudy ; � = vwRe y dydu: (4)Çäåñü ëîêàëüíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà Re åñòü îòíîøå�íèå õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé òóðáóëåíòíîé è ìîëåêó�ëÿðíîé âÿçêîñòåé, à ëîêàëüíîå ÷èñëî Ïåêëå Pe �òóðáóëåíòíîé è ìîëåêóëÿðíîé òåïëîïðîâîäíîñòåé.Îòíîñèòåëüíî �óíêöèé S è T ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíèíåïðåðûâíû ïðè0 � Re � 1; 0 � Pe � 1; �1 � � � 1;èìåþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàìâíóòðè ýòîé îáëàñòè è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìS(1; 0) 6= 0; T (1;1; 0) 6= 0:Ôèçè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ïðåäïîëîæå�íèþ, ñîãëàñíî êîòîðîìó âÿçêîñòü ñóùåñòâåííà ëèøüâ òîíêîì ñëîå âáëèçè ñòåíêè (âÿçêîì ïîäñëîå).Ñîîòíîøåíèÿ (4) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðàæå�íèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è ïîòîêà òåìïåðàòó�ðû ÷åðåç ãðàäèåíò óñðåäíåííîé ñêîðîñòè. Ïîñêîëü�êó âëèÿíèå ñêîðîñòè âäóâà èëè îòñîñà íà ýòè çàâèñè�ìîñòè ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ñòåíêè äîëæíî óáûâàòü,ïàðàìåòð � âûáðàí òàê, ÷òî â çíàìåíàòåëå ñòîèò ëî�êàëüíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà Re.Êîìïîíåíòà òåíçîðà �åéíîëüäñà hv02i, ñâÿçàííàÿñ ïîïåðå÷íûìè ïóëüñàöèÿìè ñêîðîñòè, âåäåò ñåáÿàíàëîãè÷íî êàñàòåëüíîìó íàïðÿæåíèþ. Äëÿ íåå ïðè�ìåì hv02i = �y dudy�2 S2(Re; �); (5)ãäå S2 óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è �óíê�öèÿ S â ñîîòíîøåíèè (4).Êîìïîíåíòû hu02i, hw02i, ñâÿçàííûå ñ ïóëüñàöèÿ�ìè ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ñòåíêå,1181



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò. Èõ ïîâåäåíèå âáëèçè îá�òåêàåìîé ïîâåðõíîñòè èìååò áîëåå ñëîæíûé õàðàê�òåð (ñì., íàïðèìåð, [7�9℄) è íåäîñòàòî÷íî ïîëíî èçó�÷åíî äàæå â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîòîêà ìàññû íà òåëå.Â ïåðåìåííûõ ñòåíêèy+ = y�r�w� ; u+ = ur ��w ; v+ = vwr ��w ;�+ = �w � �jw r�w�óðàâíåíèÿ (1) ñ ó÷åòîì (4) ïðèíèìàþò âèä�y+ du+dy+�2 S(Re; �) + du+dy+ = 1 + v+u+;u+(0) = 0; (6)y2+ d�+dy+ du+dy+ T (Re;PrRe; �) ++ 1Pr d�+dy+ = 1 + v+�+; �+(0) = 0; (7)Re = y2+ du+dy+ ; � = v+Re y+ dy+du+ :Çäåñü Pr = �=� � ìîëåêóëÿðíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿ.Çàäà÷à, òàêèì îáðàçîì, ñâåäåíà ê èññëåäîâàíèþîáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿïðî�èëÿ ñêîðîñòè (6). �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðûíà îñíîâàíèè (7) çàäàåòñÿ èíòåãðàëîìln(1 + v+�+) = y+Z0 Pr v+dy+1 + PrReT (Re;PrRe; �) : (8)Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) òóðáóëåíòíîå ÷èñëî Ïðàíäòëÿåñòü Prt(Re;Pe; �) = S(Re; �)T (Re;Pe; �) : (9)Åñëè Prt � 1 è Pr = 1, óðàâíåíèå (7) èìååò ðåøåíèå�+ � u+:3. ÍÅÏ�ÎÍÈÖÀÅÌÀß ÑÒÅÍÊÀÂ ÷àñòíîì ñëó÷àå íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè(v+ = 0) óðàâíåíèå (6) èìååò ðåøåíèå â çàìêíóòîìâèäåu+ = RZ0 dReqRe2 S(Re; 0) +Re � pRepReS(Re; 0) + 1 ;

y+ =qRe2 S(Re; 0) +Re; 0 � Re <1; (10)à èíòåãðàë (8) åñòü�+ = RZ0 Pr dqRe2 S(Re; 0) +Re1 + PrReT (Re;PrRe; 0) : (11)Èç (10), (11) è óñëîâèé, ïîñòàâëåííûõ íà �óíê�öèè S è T , ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü è òåìïåðàòóðà èìå�þò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó âî âíåøíåé ÷àñ-òè ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè:u+ = 1{ (ln y+ + C0) +O(y��+ ); (12)�+ = Pr0t{ [ln y+ +B(Pr)℄ +O(y��+ );y+ !1; � > 0; (13){ =pS(1; 0) ; Pr0t = Prt(1;1; 0):Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìèïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ â àñèìïòî�òè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè (12):{ = 0:41; C0 = 2:05:Äëÿ òóðáóëåíòíîãî ÷èñëà Ïðàíäòëÿ â ëîãàðè�ìè÷å�ñêîé îáëàñòè Pr0t ÷àùå âñåãî ðåêîìåíäóþòñÿ çíà÷å�íèÿ 0.85�0.95 [10℄. Â äàëüíåéøåì â ñîîòâåòñòâèè ñäàííûìè [11℄ áóäåì ñ÷èòàòü Pr0t = 0:89.Àñèìïòîòèêà âõîäÿùåé â (13) �óíêöèè B(Pr)ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìîëåêóëÿðíîãî ÷èñ�ëà Ïðàíäòëÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç èíòåãðàëüíî�ãî ïðåäñòàâëåíèÿB(Pr) = {PrPr0t 1Z0 dqRe2 S(Re; 0) +Re1 + PrReT (Re;PrRe; 0) �� 1Z1 dReRe(1 + PrReT (Re;PrRe; 0)) + PrPr0t ��1Z1 {dqRe2 S(Re; 0)+Re�Pr0t T (Re;PrRe; 0) dRe1+PrReT (Re;PrRe; 0) �� ln{; (14)êîòîðîå ñëåäóåò èç (11), (13) è (10). Ïðè ìàëûõ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ ýòà àñèìïòîòèêà ãëàâíûì îáðàçîìîïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì èíòåãðàëîì (14) è ïîâåäåíèåìïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõëîêàëüíîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà. Â ýòîì ñëó÷àåB(Pr) = lnPr+b1 + : : : ; Pr! 0;1182



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû : : :b1 = 1Z0 T (1;1; 0) dPe1 + PeT (1;Pe; 0) �� 1Z1 [1 + Pe (T (1;Pe; 0)� T (1;1; 0))℄ dPePe [1 + PeT (1;Pe; 0)℄ �� ln{: (15)Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ñëåäóÿ [10℄, ÷òî êîý��èöèåíòòóðáóëåíòíîé òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè íå çàâèñèòîò � (�óíêöèÿ T íå çàâèñèò îò ÷èñëà Ïåêëå), âû�÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (15) äàåòb1 = ln({=Pr0t );÷òî íà åäèíèöó ìåíüøå âåëè÷èíû, ïðåäëîæåííîé âðàáîòå [10℄.Ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ïðàíäòëÿ îñíîâíîé âêëàä âàñèìïòîòèêó �óíêöèè B(Pr) äàåò ïåðâûé èíòåãðàë(14) è ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïîâåäåíèå ïîäûíòå�ãðàëüíîé �óíêöèè âáëèçè íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðè�ðîâàíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé îöåíêîéh�0v0i = O(y3); y ! 0;ïðèìåìT (Re;PrRe; 0) = k(Pr)pRe+ : : : ; Re! 0;ãäå k(Pr)� íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ãëàâíûé ÷ëåíàñèìïòîòèêè äëÿ B(Pr) èìååò âèäB(Pr) = b2Pr2=3+ : : : ; Pr!1;b2 = {Pr0t 1Z0 dx1 + k(1)x3 = 2�p3{9Pr0t 3pk(1) :Â ðàáîòå [10℄ äëÿ êîý��èöèåíòà b2 ïðåäëîæåíà ïðè�áëèæåííàÿ �îðìóëà, äàþùàÿ âåñüìà áëèçêèå çíà÷å�íèÿ.Ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòèêó (12) â âûðàæåíèå (5),ïîëó÷èì, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîïåðå÷íàÿ ïóëü�ñàöèÿ ñêîðîñòè âî âíåøíåé ïîäîáëàñòè ïîñòîÿííà:phv02i+ = 1�2+O(y��+ ); �2 = {pS2(1; 0) ;y+ !1: (16)Âåëè÷èíà êîíå÷íîãî ïðåäåëà 1=�2 åñòü óíèâåðñàëü�íàÿ êîíñòàíòà. Áîëüøèíñòâî ýêñïåðèìåíòîâ äàåòäëÿ �2 çíà÷åíèÿ áëèçêèå, íî íåñêîëüêî ìåíüøèå åäè�íèöû [10℄. Â äàëüíåéøåì, ñîãëàñíî [12℄, áóäåì ñ÷è�òàòü �2 = 0:95.

4. ÂÄÓÂ È ÎÒÑÎÑÂ îáùåì ñëó÷àå íåíóëåâîé ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòèíà ñòåíêå, ïåðåõîäÿ â (6) ê íîâûì ïåðåìåííûì Y èw, Y = yvw� = v+y+; w = 2v+ p1 + v+u+ ; (17)ïîëó÷èì óðàâíåíèå�Y dwdY �2 S(Re; �) + 2w dwdY = 1; w(0) = 2v+ ; (18)Re = Y 2w2 dwdY ; � = 2ReY w dYdw :Çàìåíà ïåðåìåííûõ (17) âûáðàíà òàê, ÷òîáû óðàâíå�íèå (18) íå çàâèñåëî îò ïàðàìåòðà v+.Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (18) ðàñïîëîæå�íû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, ïîýòîìóäîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èõ ïîâåäåíèå â âåðõíåé ïî�ëóïëîñêîñòè. Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà èíòåãðàëüíûõêðèâûõ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1 (ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèÿ (18) ïðè S = {2). Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿY ñîîòâåòñòâóþò îòñîñó, ïîëîæèòåëüíûå � âäóâó.Âäîëü êàæäîé êðèâîé w ðàñòåò îò 0 äî +1.Â ñëó÷àå îòñîñà v+ âñåãäà åñòü ìàëàÿ âåëè÷èíà,ïîñêîëüêó íà âíåøíåé ãðàíèöå ïðèñòåíî÷íîé îáëà�ñòè ñêîðîñòü u+ äîñòèãàåò äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà�÷åíèé, à ïðàâàÿ ÷àñòü (6) îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.
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Y�èñ. 1. Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõóðàâíåíèÿ (18) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè1183



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ íà÷àëüíûì óñëîâè�åì (18) �èçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò òîëüêî èíòåãðàëü�íûå êðèâûå, ïåðåñåêàþùèå îñü îðäèíàò ïðè äîñòà�òî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ w (îòðåçêè èíòåãðàëüíûõêðèâûõ, íå èìåþùèå �èçè÷åñêîãî ñìûñëà, ïîêàçà�íû íà ðèñ. 1 øòðèõîâûìè ëèíèÿìè). Â îáùåì ñëó�÷àå ïðî�èëü ñêîðîñòè â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ îòñîñîì îïèñûâàþò îòðåçêè èíòå�ãðàëüíûõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèì çíà÷å�íèÿì ïåðåìåííîé w.Â ïåðâîì êâàäðàíòå âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûåèìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë. Ìàëûì çíà÷åíèÿì w(0)ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíûé âäóâ, ò. å. áîëüøàÿ âåëè÷èíàïàðàìåòðà v+.4.1. Çàêîíû ïîäîáèÿÈç óðàâíåíèÿ (18) áóäåì èìåòüdwd ln Y = 1pS(Re; �) + 1=Re : (19)Âî âíåøíåé ÷àñòè ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ëîêàëü�íîå ÷èñëî �åéíîëüäñà âåëèêî. Âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà1=Re â óðàâíåíèè (19) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ìû ïî�ëó÷èìw = 1{ lnY + C1(v+) +O(Y ��); � > 0; (20)ãäå C1(v+) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ âäó�âà (20) åñòü àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6)ïðè Y ! 1, äëÿ ñëó÷àÿ îòñîñà � ïðîìåæóòî÷íàÿàñèìïòîòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âíåøíåé ÷àñòè ïðè�ñòåíî÷íîé îáëàñòè. Âîçâðàùàÿñü â (20) ê èñõîäíûìïåðåìåííûì, ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëå�íèå ïðî�èëÿ ñêîðîñòè2v+ �p1 + v+u+ � 1� == 1{ [ln y+ + C(v+)℄ +O(y��+ );y+ !1; � > 0: (21)Çäåñü C(v+) � íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ �óíêöèÿ.Ñîîòíîøåíèå (21) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëîãàðè�ìè�÷åñêîãî çàêîíà íà ñëó÷àé âäóâà è îòñîñà äëÿ ïðî�è�ëÿ ñêîðîñòè è ïðè v+ = 0 äîëæíî ñîâïàäàòü ñ (12);îòñþäà C(0) = C0:Â ñèëó óðàâíåíèÿ (6) ñîîòíîøåíèå (21) çàäàåò

òàêæå ðàñïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ âîâíåøíåé ÷àñòè ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè:2v+ �p�hu0v0i+ � 1� == 1{ [ln y+ + C(v+)℄ +O(y��+ );y+ !1: (22)Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîé ïóëüñàöèè ñêîðî�ñòè, ïîäñòàâèâ àñèìïòîòèêó (21) â âûðàæåíèå (5):2v+ ��2phv02i+ � 1� == 1{ [ln y+ + C(v+)℄ +O(y��+ ); y+ !1: (23)Çäåñü ïîñòîÿííàÿ �2 èìååò âèä (16) è îïðåäåëÿåòñÿïî äàííûì äëÿ íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (17) è (19), ïðåäñòàâèìèíòåãðàë (8) â âèäåln(1 + v+�+) = wZ2=v+ 2Pr [1 +ReS(Re; �)℄ dww [1 + PrReT (Re;PrRe; �)℄ :Òîãäàln(1 + v+�+)2Pr0t = ln jwj+ ln ���v+2 ���++ wZ2=v+ � Pr [1 +ReS(Re; �)℄Pr0t [1 + PrReT (Re;PrRe; �)℄ � 1��� dww : (24)Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (24) îãðàíè�÷åí âî âíåøíåé ïîäîáëàñòè. Âîçâðàùàÿñü â (24) êñòàðûì ïåðåìåííûì, ñ ó÷åòîì (21) ïîëó÷èì2v+ h(1 + v+�+)1=2 Pr0t � 1i++ 1{D(v+;Pr)(1 + v+�+)1=2Pr0t == 1{ [ln y+ + C(v+)℄ +O(y��+ ); y+ !1; (25)ãäå D(v+;Pr) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Ïðè v+ = 0ñîîòíîøåíèå (25) äîëæíî ñîâïàäàòü ñ (13), ïîýòîìóD(0;Pr) = C0 � B(Pr):Êîãäà òóðáóëåíòíîå è ìîëåêóëÿðíîå ÷èñëà Ïðàíä�òëÿ ðàâíû åäèíèöå, �óíêöèÿ D(v+; 1) � 0.1184



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû : : :Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (21)�(23), (25)âûðàæàþò ïðàâèëà ïîäîáèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî�äîëüíîé ñêîðîñòè, êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, ñðåä�íåêâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîé ïóëüñàöèè ñêîðîñòè èòåìïåðàòóðû â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ, ðàñïîëîæåííîé âáëèçè ñòåíêè âíå âÿçêîãîïîäñëîÿ. Â ñëó÷àå íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè ýòà îáëàñòüíîñèò íàçâàíèå ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ïîäñëîÿ.Ïðåäñòàâëåíèå (21) âïåðâûå áûëî óñòàíîâëåíî[5, 6℄ íà îñíîâå �îðìóëû Ïðàíäòëÿ äëÿ äëèíû ïó�òè ïåðåìåøèâàíèÿ. Ïðàâèëà ïîäîáèÿ (22), (23), (25)ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.4.2. Ìàëûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà v+Â ñëó÷àå ìàëûõ çíà÷åíèé v+, êîòîðûé, â ÷àñò�íîñòè, âñåãäà èìååò ìåñòî ïðè ïðîèçâîëüíîì îòñîñå,ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè, êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿè òåìïåðàòóðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå2u+1 +p1 + v+u+ = u0+(y+) +O(v+);2v+  s�hu0v0i+ + du+dy+ � 1! == u0+(y+) +O(v+);�2Pr0tv+ + Pr0t{ [C0 �B(Pr)℄��� h(1 + v+�+)1=2 Pr0t � 1i == �0+(y+) +O(v+); y+ � 0:
(26)

Çäåñü u0+(y+), �0+(y+) � ïðî�èëè ñêîðîñòè è òåìïå�ðàòóðû äëÿ ñëó÷àÿ íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè. Ïîäñòàâ�ëÿÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (26) â (5), ïîëó÷èìphv02i+ =qhv02i0++ v+2�2 u0+(y+); y+ � 0:Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ �ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïóëüñàöèÿ ñêîðîñòè â ïîãðà�íè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïîâåðõíîñòè.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àÿõ ïðîèçâîëüíîãî îòñîñàè ñëàáîãî âäóâà, êîãäà ïàðàìåòð v+ ìàë, ïðî�èëèðàññìàòðèâàåìûõ âåëè÷èí âî âñåé ïðèñòåíî÷íîé îá-ëàñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ äàííûõ, èç�âåñòíûõ äëÿ íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè.5. ÑÎÏÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÑÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÌÈ È�ÀÑ×ÅÒÍÛÌÈ ÄÀÍÍÛÌÈÍà ðèñ. 2 â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ äàíû ïðî�è�ëè ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûå ïðè ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìî�äåëèðîâàíèè íàïîðíîãî òå÷åíèÿ â ïëîñêîì êàíàëå
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(2=v+)(p1 + v+u+ � 1)

y+�èñ. 2. Ïðî�èëè ñêîðîñòè äëÿ òå÷åíèÿ Ïóàçåé-ëÿ ñ ïîïåðå÷íûì ïîòîêîì ìàññû â ïåðåìåííûõïîäîáèÿ. Ñïëîøíàÿ è øòðèõîâàÿ êðèâûå � äàí-íûå [13, 14℄. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óðàâíå-íèþ 2:44 ln y+ + 5:0ñ ïîñòîÿííûì ïîïåðå÷íûì ïîòîêîì ìàññû [13, 14℄.Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 2 ïîëó÷åíà ïðè v+ = 0:061è ÷èñëå �åéíîëüäñà, âû÷èñëåííîì ïî ñðåäíåé ñêî�ðîñòè è øèðèíå êàíàëà Rem = 4357; øòðèõîâàÿêðèâàÿ � ïðè v+ = 0:241, Rem = 8000. Íåñìîòðÿíà íåáîëüøèå ÷èñëà �åéíîëüäñà, ïðè êîòîðûõ ïðî�âîäèëñÿ ðàñ÷åò, ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ õîðîøî ñîîòâåò�ñòâóþò ïðàâèëó ïîäîáèÿ (21), îíè èìåþò äîñòàòî÷íîïðîòÿæåííûé ïî÷òè ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê ñ íà�êëîíîì, áëèçêèì âåëè÷èíå 1={ ({ = 0:41).Íà ðèñ. 3 â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ ïðåäñòàâëåíûýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [15℄ (ñì. òàêæå [16℄) ïîðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæå�íèÿ â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ ðàâíîìåð�íûì âäóâîì è îòñîñîì. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êèíà ðèñ. 3à�ã îòâå÷àþò âäóâó ïðè íóëåâîì ãðàäè�åíòå äàâëåíèÿ è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðàF = vw=Ue, ãäå Ue � ñêîðîñòü íåâîçìóùåííîãî íàáå�ãàþùåãî ïîòîêà, íà ðèñ. 3ä, å � îòñîñó ïðè óìåðåí�íîì íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Ïðÿìûåíà ðèñ. 3 èìåþò íàêëîí 1={ è ñîîòâåòñòâóþò ïðàâîé÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (21), â êîòîðîì �óíêöèÿ C(v+)âûáðàíà èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ; åå çíà÷åíèÿ ïîñòðîåíû íàðèñ. 4. Ñîãëàñíî [15℄, äëÿ íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíûýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå õîðîøî ñîîòâåòñòâóþòëîãàðè�ìè÷åñêîìó çàêîíó (12) ïðè âûáðàííîì çíà�÷åíèè ïîñòîÿííûõ { = 0:41, C0 = 2:05. Íà ðèñ. 3à�ãâèäíî, ÷òî ïðîòÿæåííîñòü ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ó÷àñò�êà äëÿ ïðî�èëåé ñêîðîñòè, ò. å. èíòåðâàë çíà÷åíèéïåðåìåííîé y+, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ïîäî�áèÿ (21), óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà �åéíîëüä�11 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 1185
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�èñ. 3. Ïðî�èëè ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëàñòèíå ñî âäóâîì è îòñîñîì ïðèðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ ïî äàííûì [15℄: F = 0:001 (à), 0:002 (á ), 0:00375 (â), 0:008 (ã),�0:001 (ä), �0:002 (å); òî÷êè 1�7 ñîîòâåòñòâóþò Rx = 3:5 � 105, 5:4 � 105, 7:3 � 105, 9:2 � 105, 1:1 � 106, 1:3 � 106, 1:4 � 106.Ñâåòëûå ñèìâîëû � ñêîðîñòü, òåìíûå � êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå1186



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû : : :
0.4 0.6

v+

2

1

0.8

C0 − C(v+)

0.20�èñ. 4. Ôóíêöèÿ C(v+) ïî ðåçóëüòàòàì îáðàáîòêèýêñïåðèìåíòàëüíûõ [15℄ (�) è ðàñ÷åòíûõ [13, 14℄ ðà-áîò (ñîîòâåòñòâåííî, � è �)ñà, à òàêæå ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà v+. Ïðèóâåëè÷åíèè ñêîðîñòè âäóâà v+ íà÷àëî ëîãàðè�ìè÷å�ñêîé îáëàñòè ñäâèãàåòñÿ áëèæå ê ñòåíêå. Ýòî õîðîøîâèäíî íà ðèñ. 3ã, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåéâ ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ [15℄ ñêîðîñòè âäóâà.Êàê âèäíî íà ðèñ. 3ä, å, ïðè îòñîñå äëÿ äîñòàòî÷�íî áîëüøèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà ïðî�èëè ñêîðîñòè âïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ òàêæå èìåþò âûðàæåííûé ëî�ãàðè�ìè÷åñêèé ó÷àñòîê.Â âûáðàííûõ ïåðåìåííûõ ïðî�èëè ñêîðîñòè èêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþòâ âÿçêîì ïîäñëîå è äîñòàòî÷íî áëèçêè âî âíåø�íåé ÷àñòè ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ õîðî�øèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîäòâåðæäåíèåì ñïðàâåä�ëèâîñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1). Èç ðèñ. 3á, â âèäíî,÷òî ïðè íàëè÷èè ïîòîêà ìàññû íà ñòåíêå êâàäðàò�íûé êîðåíü èç êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ äåéñòâè�òåëüíî èìååò â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ëîãàðè�ìè÷å�ñêóþ àñèìïòîòèêó.Ê ñîæàëåíèþ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò äîñòàòî÷�íî òî÷íûõ èçìåðåíèé ïóëüñàöèîííûõ õàðàêòåðè�ñòèê ñêîðîñòè â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïðè íàëè÷èèâäóâà èëè îòñîñà äëÿ ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ (23).Íà ðèñ. 5 â ïåðåìåííûõ (23) äàí ïðî�èëü ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîé ïóëüñàöèè ñêîðîñòè, ïî�ëó÷åííûé [17, 18℄ ïóòåì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäå�ëèðîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî òóðáóëåíòíîãî ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ ñ îòñîñîì ïðè v+ = �0:0601 è ÷èñ�ëå �åéíîëüäñà, âû÷èñëåííîì ïî òîëùèíå âûòåñíå�íèÿ, ReÆ� = 1000. Êàê âèäíî íà ðèñ. 5, íåñìîòðÿíà íåáîëüøîå ÷èñëî �åéíîëüäñà, ïðè êîòîðîì ïðîâî�äèëñÿ ðàñ÷åò, ïðî�èëü èññëåäóåìîé âåëè÷èíû èìååòâûðàæåííûé ëîãàðè�ìè÷åñêèé ó÷àñòîê, íàêëîí êî�òîðîãî, îäíàêî, ïðèáëèçèòåëüíî íà 15% ïðåâûøàåòâåëè÷èíó 1={.

100 1000y+10
30
2025
(2=v+)(�2phv02i+ � 1)

�èñ. 5. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîïåðå÷íàÿ ïóëüñàöèÿñêîðîñòè â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ äëÿ ïðèñòåíî÷íîéîáëàñòè ïî äàííûì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ [17℄. Îòðåçîê ïðÿìîé èìååò íàêëîí 1={

2
10 100 1000 y+

22
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θ+

�èñ. 6. Ïðî�èëè òåìïåðàòóðû â òóðáóëåíòíîì ïî-ãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå ïî äàí-íûì [11℄: Rx = 1:30 � 106 (Æ), 1:44 � 106 (�),1:99 � 106 (4). Ïðÿìàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óðàâ-íåíèþ 2:17(ln y+ + 1:6)Äëÿ ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèÿ (25) èñïîëüçîâàíûýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [11℄. Â ðàáîòå [11℄ èç�ìåðÿëèñü ïðî�èëè òåìïåðàòóðû è ÷èñëà Ñòàíòîíà,íî íå èçìåðÿëîñü òðåíèå íà ñòåíêå. Ìû âû÷èñëÿ�ëè êîý��èöèåíò òðåíèÿ âû÷èñëÿëñÿ ïî çíà÷åíèÿì÷èñëà �åéíîëüäñà, îáðàçîâàííîãî ïî òîëùèíå ïîòå�ðè èìïóëüñà, ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà òðå�íèÿ [19, 20℄.1187 11*
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�èñ. 7. Ïðî�èëè òåìïåðàòóðû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëàñòèíå ñî âäóâîì è îòñîñîì ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ �åé-íîëüäñà â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ ïî äàííûì [11℄: 1 � F = 9:6 � 10�4, Rx = 1:5 � 106; 2 � 9:0 � 10�4, 2:0 � 106; 3 �2:4 � 10�3, 3:9 � 105; 4 � 2:0 � 10�3, 9:3 � 105; 5 � 1:9 � 10�3, 1:5 � 106; 6 � 1:8 � 10�3, 2:0 � 106; 7 � 3:8 � 10�3, 1:5 � 106;8 � 3:5 � 10�3, 2:0 � 106; 9 � 6:0 � 10�3, 4:0 � 105; 10 � 5:1 � 10�3, 9:2 � 105; 11 � 4:7 � 10�3, 1:5 � 106; 12 � 4:4 � 10�3,2:0 � 106; 13 � �1:3 � 10�3, 4:1 � 105; 14 � �1:1 � 10�3, 9:6 � 105Íà ðèñ. 6 ïîñòðîåíû ïðî�èëè òåìïåðàòóðû â ïî�ãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå. Ýêñïå�ðèìåíòàëüíûå äàííûå íà ðèñ. 6 õîðîøî îïèñûâàþò�ñÿ �îðìóëîé (13) ïðè Pr0t = 0:89 è B = 1:6.Äëÿ ñëó÷àÿ âäóâà è îòñîñà ïðî�èëè òåìïåðàòó�ðû â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (25) ïîñòðîåíû íà ðèñ. 7.Çäåñü ïðÿìûå ëèíèè èìåþò íàêëîí 1={ è ñîîò�âåòñòâóþò ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (25), â êî�òîðîì �óíêöèÿ C(v+) îïðåäåëåíà ïî ýêñïåðèìåí�òàëüíûì äàííûì, ïîñòðîåííûì íà ðèñ. 4. ÔóíêöèÿD(v+;Pr) îïðåäåëåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýêñïå�ðèìåíòàëüíûå òî÷êè ñëåäîâàëè ïðÿìûì ëèíèÿì ïðèPr0t = 0:89. Ýòà �óíêöèÿ ïîñòðîåíà íà ðèñ. 8.Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ïîäîáèÿ (25) ýêñïåðè�ìåíòàëüíûå ïðî�èëè íà ðèñ. 7 èìåþò âûðàæåííûåëîãàðè�ìè÷åñêèå ó÷àñòêè, à �óíêöèÿ íà ðèñ. 8, ïî�ñòðîåííàÿ â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëü�íûõ äàííûõ, âåäåò ñåáÿ äîñòàòî÷íî ìîíîòîííî.Â ñîîòâåòñòâèè ñ (9) òóðáóëåíòíîå ÷èñëî Ïðàíä-òëÿ â ëîãàðè�ìè÷åñêîé îáëàñòè íå çàâèñèò îò ïî�ïåðå÷íîé ñêîðîñòè íà ñòåíêå, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè [21℄.

6. Ï�ÎÔÈËÈ ÑÊÎ�ÎÑÒÈ È ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÛÏ�È ÑÈËÜÍÎÌ ÂÄÓÂÅÈññëåäóåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòðóêòóðóïðî�èëåé ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà v+, ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ(18) ìåòîä ñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå�íèé [22℄. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè îá�ðàçóþòñÿ ÷åòûðå õàðàêòåðíûõ ïîäîáëàñòè.Íåïîñðåäñòâåííî ó ñòåíêè ðàñïîëîæåíà ïî�
0
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0 0.05 0.150.10 0.20
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0.25
v+�èñ. 8. Ôóíêöèÿ D(v+;Pr) ïî ðåçóëüòàòàì îáðà-áîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [11℄1188



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû : : :äîáëàñòü I , â êîòîðîé Y = O(1). Çäåñü òóðáóëåíò�íûì êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì â óðàâíåíèè (18)ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ðåøåíèå â ãëàâíîì ÷ëåíåòàêîå æå, êàê äëÿ ÷èñòî ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ:w = 2v+ eY=2 +O(v�4+ );ln(1 + v+�+) = PrY +O(v�3+ ): (27)Â ëåæàùåé âûøå ïîäîáëàñòè II ðåøåíèå áóäåì èñ�êàòü â âèäåY =M + Y2; w = W2(Y2)M + : : : ;Y2 = O(1); M !1: (28)Ïîäñòàíîâêà (28) â óðàâíåíèå (18) è ïðåäåëüíûé ïå�ðåõîä ïðè M !1, Y2 = O(1) äàþò�dW2dY2 �2 S(Re;1) + 2W2 dW2dY2 = 1;Re = W22 dW2dY2 : (29)Òàêèì îáðàçîì, òóðáóëåíòíàÿ è ëàìèíàðíàÿ ñî�ñòàâëÿþùèå êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ çäåñü îäíîãîïîðÿäêà. Àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàùèâàíèå ðàçëîæåíèé(27) è (28) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà÷àëüíîå óñëîâèåäëÿ óðàâíåíèÿ (29) è ïàðàìåòð M :W2 ! 2eY2=2; Y2 ! �1; MeM=2 = v+: (30)Èç (29) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (30) ïîëó÷èìðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:Y2 = lnRe+ReS(Re;1) + ReZ0 S(Re;1) dRe;W2 = 2qRe2 S(Re;1) +Re; 0 < Re <1: (31)�àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïîäîáëàñòè II çàïè�øåì â âèäåln(1 + v+�+) = PrY � ++ Y2ZY ��M Pr dY21 + PrReT (Re;PrRe;1) + : : : ;Y � = O(1): (32)

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé (31) â èíòåãðàëå (32) èïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè M !1 áóäåì èìåòüln(1 + v+�+) = PrM ++Pr ReZ0 Re dS(Re;1) + 2S(Re;1) dRe1 + PrReT (Re;PrRe;1) ++ Pr ReZ1 dReRe [1 + PrReT (Re;PrRe;1)℄ �� Pr2 1Z0 T (Re;PrRe;1) dRe1 + PrReT (Re;PrRe;1) + : : :Îòñþäà, óñòðåìëÿÿ Re ê 1, ïîëó÷èì íà âíåøíåéãðàíèöå ïîäîáëàñòè IIln(1 + v+�+) = 2Pr1t lnY2 +PrM ++ a2(Pr) + : : : ; Y2 !1; (33)Pr1t = Prt(1;1;1);a2(Pr) = Pr 1Z0 Re dS(Re;1)1 + PrReT (Re;PrRe;1) ++ Pr 1Z1 dReRe [1 + PrReT (Re;PrRe;1)℄ �� Pr2 1Z0 T (Re;PrRe;1) dRe1 + PrReT (Re;PrRe;1) :Â ïîäîáëàñòè IIIY = M +pM Y3; w = W3(Y3)pM + : : : ;1Y3 = O(1); Y3 = O(1):Â óðàâíåíèè (18) ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäàM !1; 1Y3 = O(1); Y3 = O(1)îñòàåòñÿ òîëüêî òóðáóëåíòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êàñà�òåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ:�dW3dY3 �2 S(1; �) = 1; � = � 2W3 dY3dW3�2 : (34)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (34), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþñðàùèâàíèÿ ñ ðåøåíèåì â ïîäîáëàñòè II , èìååò âèä1189
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Y3 = S(1; �)p� + 1Z� S(1; �) d�2�3=2 ;W3 = 2sS(1; �)� ; 0 < � <1: (35)Â ïîäîáëàñòè III ê âûðàæåíèþ (32) äëÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ òåìïåðàòóðû äîáàâèòñÿ èíòåãðàëI3 = Y3ZY2=pM p� dY3T (1;1; �) :Çàìåíà ïåðåìåííûõ (35) â ýòîì èíòåãðàëå äàåòI3 = �Z�� � dS(1; �)� S(1; �) d��T (1;1; �) ;�� = M �2S(1;1)Y2 �2 + : : :Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè M !1, ïîëó÷èìI3 = Pr1t [lnM � 2 lnY2 + 2 ln (2S(1;1))℄ ++ 1Z� Prt(1;1; �) d�� � 1Z� dS(1; �)T (1;1; �) ++ 1Z1 [Prt(1;1; �)� Pr1t ℄ d�� + : : :Ñêëàäûâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ àñèìïòîòèêîé (33) èïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè � ! 0, íà âíåøíåé ãðàíèöåïîäîáëàñòè III áóäåì èìåòüln(1 + v+�+) = 2Pr0t lnY3 +PrM ++Pr1t lnM + a2(Pr) + a3 + : : : ; Y3 !1; (36)a3 = 1Z0 �Prt(1;1; �)� Pr0t � d�� � 1Z0 dS(1; �)T (1;1; �) ++ 1Z1 [Prt(1;1; �)� Pr1t ℄ d�� � 2Pr0t ln(2{2):Âî âíåøíåé ïîäîáëàñòè IVY = MY4; w = W4(Y4) + : : : ;1=Y4 = O(1);

� dW4d lnY4�2 S(1; 0) = 1: (37)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (37), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþñðàùèâàíèÿ ñ ðåøåíèåì â ïîäîáëàñòè III , åñòüW4 = 1{ lnY4: (38)Ñîïîñòàâëÿÿ (38) ñ (21), äëÿ �óíêöèè C(v+) ïîëó�÷èì àñèìïòîòèêóC(v+) = M2 + : : : ; v+ !1;M + 2 lnM = 2 ln v+: (39)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû âîâíåøíåé ïîäîáëàñòè IV ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðåä�ñòàâëåíèþ (36) ñëåäóåò äîáàâèòü èíòåãðàëI4 = 2Pr0t Y4Z1+Y3=pM dY4Y4 lnY4 :Ýòî äàåò âûðàæåíèåln(1 + v+�+) = 2Pr0t ln lnY4 +PrM ++ (Pr1t +Pr0t ) lnM + a2(Pr) + a3 + : : : ;ñîïîñòàâèâ êîòîðîå ñ (25), ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè D(v+;Pr):D(v+;Pr) == exp ��PrM2Pr0t � Pr0t +Pr1t2Pr0t lnM � a2(Pr) + a32Pr0t ��� 2{M e�M=2 + : : : ;v+ !1:Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà �óíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà v+.Íà ðèñ. 4 �óíêöèÿ C0 � C(v+w ), ïîñòðîåííàÿ ïîðåçóëüòàòàì îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [15℄ èðàñ÷åòíûõ [13, 14℄ ïðî�èëåé ñêîðîñòè, âîçðàñòàåòâïëîòü äî v+ � 0:8. Â òî æå âðåìÿ, ñîãëàñíî (39),C(v+) ! 1 ïðè v+ ! 1. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíê�öèÿ C(v+) íåìîíîòîííà è çàâèñèìîñòü íà ðèñ. 4 ïðèíåêîòîðîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè v+ äîëæíà èìåòü ìàê�ñèìóì.Ïîäîáëàñòè I è II îáðàçóþò âÿçêèé ïîäñëîé.Îáîçíà÷èì d+ õàðàêòåðíóþ òîëùèíó âÿçêîãî ïîä�ñëîÿ, îòíåñåííóþ ê ïðèñòåíî÷íîìó ìàñøòàáó ��=�w.Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òîd+ = O(ln v+=v+)1190



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 5 (11), 2004 Çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû : : :ïðè v+ !1. Óìåíüøåíèå òîëùèíû âÿçêîãî ïîäñëîÿè ðàñøèðåíèå âíåøíåé ëîãàðè�ìè÷åñêîé îáëàñòè âðåçóëüòàòå âäóâà áûëî îòìå÷åíî ïðè àíàëèçå ýêñïå�ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îñíîâàííàÿíà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ, îáû÷íîì ïðåäïîëîæå�íèè î íåçàâèñèìîñòè òå÷åíèÿ â ïðèñòåíî÷íîé îáëà�ñòè îò âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è òðå�áîâàíèè íåïðåðûâíîñòè çàäàþùèõ òóðáóëåíòíîå êà�ñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå è ïîòîê òåìïåðàòóðû �óíê�öèé S è T áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî ãèïîòåç î êîí�êðåòíûõ ìåõàíèçìàõ òóðáóëåíòíîãî îáìåíà, ïîçâî�ëÿåò ïîëó÷èòü ïðàâèëà ïîäîáèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿñêîðîñòè, òåìïåðàòóðû è êîìïîíåíò òåíçîðà �åé�íîëüäñà è äàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âõî�äÿùèõ â ýòè ñîîòíîøåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ �óíêöèéC(v+) è D(v+;Pr).Ïðèñòåíî÷íàÿ îáëàñòü òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷�íîãî ñëîÿ ñî âäóâîì è îòñîñîì ñîñòîèò èç äâóõ õà�ðàêòåðíûõ ïîäîáëàñòåé: ðàñïîëîæåííîãî íåïîñðåä�ñòâåííî ó ñòåíêè âÿçêîãî ïîäñëîÿ, â êîòîðîì òóð�áóëåíòíûå è âÿçêèå íàïðÿæåíèÿ îäíîãî ïîðÿäêà,è âíåøíåé ïîäîáëàñòè, ãäå ìîëåêóëÿðíîé âÿçêî�ñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âî âíåøíåé ïîäîáëàñòèñêîðîñòü, òåìïåðàòóðà, êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå èñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîïåðå÷íàÿ ïóëüñàöèÿ ñêîðî�ñòè â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ èìåþò îäíî ëîãàðè�ìè÷å�ñêîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå çàâèñèò òîëüêî îò áåç�ðàçìåðíîé ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè íà ñòåíêå v+.Ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè âäóâà v+ òîëùèíà âÿç�êîãî ïîäñëîÿ, èçìåðåííàÿ â åäèíèöàõ ïðèñòåííîãîìàñøòàáà, ïàäàåò è ïðè v+ ! 1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþêàê O(ln v+=v+), à îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè çàêîíîâïîäîáèÿ íà÷èíàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ó ñòåíêè.Àâòîð áëàãîäàðåí Ó. Êýéñó è �. Ìî��àòó(Ñòýí�îðäñêèé óíèâåðñèòåò) çà ëþáåçíî ïðåäîñòàâ�ëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ �îñóäàðñòâåííîé ïðî�ãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêòÍØ-1635.2003.1).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. À. Èçàêñîí, ÆÝÒÔ 7, 919 (1937).
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