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Î ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÈ ÀÌÏËÈÒÓÄÛ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀÂ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÎÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ Ø�ÅÄÈÍ�Å�ÀÁ. ß. Áàëàãóðîâ *Èíñòèòóò áèîõèìè÷åñêîé �èçèêè èì. Í. Ì. Ýìàíóýëÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 ìàðòà 2004 ã.Ïðåäëîæåíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñõåìà êâàíòîâàíèÿ àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà â îäíîìåðíîì óðàâíåíèè Øðå-äèíãåðà ïðè îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèÿõ (îáëàñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðà). �àññìîòðåíû ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâó-þùèõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé 'n(x) è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �n ïðè íóëåâîé, ìàëîé è áîëüøîé ïî ìîäóëþýíåðãèè E < 0. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå f'n(x)g ïîñòðîåíà ðåãóëÿðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé (âîáëàñòè E < 0) è íàéäåíî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.Òåì æå ìåòîäîì äàíî ðåøåíèå íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷ � ïîëÿðèçóåìîñòü ñëàáîñâÿçàííîé êâàí-òîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, äâóõöåíòðîâàÿ ïðîáëåìà, à òàêæå çàäà÷à î ïðîõîæäåíèè ìåäëåííûõ ÷àñòèö÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó). Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êîý��èöèåíò ïðîõîæäå-íèÿ òàêèõ ÷àñòèö â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ ïðèíèìàåò àíîìàëüíî áîëüøóþ, ïîðÿäêà åäèíèöû,âåëè÷èíó ïðè íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ÿìû. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îáëàäàåò îïðåäå-ëåííûì ïðåèìóùåñòâîì, òàê êàê íå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ýíåðãèè.PACS: 03.65.-w, 03.65.Ca, 03.65.Ge1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ íåðåëÿòèâèñòñêîéêâàíòîâîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå ñîñòîÿíèé÷àñòèöû (äëÿ âñåãî ñïåêòðà ýíåðãèè) â çàäàííîìïîòåíöèàëå, ñì. [1; 2℄. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîçâî�ëÿåò èññëåäîâàòü ðàçíîîáðàçíûå õàðàêòåðèñòèêèòàêîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ýòî, íàïðè�ìåð, �óíêöèè îòêëèêà (ïîëÿðèçóåìîñòü è ò. ï.)íà âíåøíèå âîçìóùàþùèå âîçäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó�îðìàëüíûé àïïàðàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè â çíà�÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëè÷íûåâàðèàíòû òåîðèè âîçìóùåíèé (ñì. [1; 2℄), â îñíîâåêîòîðûõ ëåæèò ðàçëîæåíèå èñêîìîé âîëíîâîé�óíêöèè ïî ïîëíîé ñèñòåìå íåêîòîðûõ ¾íóëåâûõ¿(íåâîçìóùåííûõ) âîëíîâûõ �óíêöèé. Ñîîòâåòñòâó�þùèå ìåòîäû äàþò ðåãóëÿðíûå ñõåìû ðåøåíèÿðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷, îñîáåííî ïðîñòûå è óäîáíûåâ òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â ðàññìàòðèâàåìîì ïîòåíöèàëåèìåþòñÿ òîëüêî ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ (íàïðèìåð,äëÿ îñöèëëÿòîðà).Ñèòóàöèÿ, îäíàêî, êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè ïå�*E-mail: balagurov�deom.hph.ras.ru
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�èñ. 1.ðåõîäå ê ðåàëèñòè÷åñêèì, èñ÷åçàþùèì íà áåñêîíå÷�íîñòè ïîòåíöèàëàì (ñì. ðèñ. 1), êîãäà â çàäà÷å èìå�åòñÿ íåïðåðûâíûé ñïåêòð ýíåðãèè E. Â ýòîì ñëó�÷àå âîëíîâûå �óíêöèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé (ïðèE < 0) óæå íå îáëàäàþò ïîëíîòîé è äëÿ ïîëó÷å�íèÿ ïîëíîé ñèñòåìû ê íèì íóæíî äîáàâèòü âîëíî�986



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :âûå �óíêöèè ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà (ïðèE > 0), ñì. [1; 2℄. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðèèâîçìóùåíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îáà òèïà ñîñòî�ÿíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþçàäà÷è. Ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïîèñêòàêîãî ïîäõîäà ê çàäà÷àì, îòíîñÿùèìñÿ ê îáëàñòèîòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé, ïðè êîòîðîì îòïàäàåò íåîá�õîäèìîñòü â ïðèâëå÷åíèè ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãîñïåêòðà.Äëÿ ðåàëèçàöèè ïîäîáíîãî ïîäõîäà â íàñòîÿùåéðàáîòå ðàññìîòðåíà îäíà èç âîçìîæíûõ ñõåì êâàí�òîâàíèÿ, êîãäà â êà÷åñòâå åãî îáúåêòà âûáèðàåòñÿíå ýíåðãèÿ E, à àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà, ò. å. ¾ãëóáè�íà¿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Ñóòü òàêîãî êâàíòîâàíèÿñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ÷àñòè�öû ñ íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé ýíåðãèåé E < 0 âïîòåíöèàëå çàäàííîãî âèäà U(x) = U0v(x) ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî ïðè áåñêîíå÷íîì íàáîðå àìïëèòóäU0n (n = 0; 1; 2; : : : ). Ïðè ýòîì âåëè÷èíû U0n = U0n(E)èãðàþò ðîëü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è, à ñîîò�âåòñòâóþùèå âîëíîâûå �óíêöèè 'n(x) � ðîëü ñîá�ñòâåííûõ �óíêöèé. Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíàÿ âîëíîâàÿ�óíêöèÿ  (x), îòâå÷àþùàÿ íåêîòîðîìó ñîñòîÿíèþñ ýíåðãèåé E < 0, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå f'n(x)g, êîòîðàÿ, êàê ìîæíîîæèäàòü, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîá�ñòâåííûõ �óíêöèé 'n(x) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé (îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç �n) äëÿîäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Äëÿ ñèñòåìû�óíêöèé f'n(x)g óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ îðòî�íîðìèðîâàííîñòè è ïîëíîòû. Âûÿñíåí àñèìïòîòè÷å�ñêèé (ïðè x! �1) âèä �óíêöèè 'n(x), â òîì ÷èñëåè ïðè E = 0. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíû ñâîéñòâà�n è 'n(x) ïðè íóëåâîé, ìàëîé è áîëüøîé ïî ìîäó�ëþ ýíåðãèè E (E < 0), à òàêæå â êâàçèêëàññè÷åñêîìïðèáëèæåíèè ïðè n � 1. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé f'n(x)g ïîñòðîåíàðåãóëÿðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé (â îáëàñòè E < 0),íå òðåáóþùàÿ ïðèâëå÷åíèÿ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíî�ãî ñïåêòðà ýíåðãèè. Íàéäåíî îáùåå âûðàæåíèå (ïðèE < 0) äëÿ �óíêöèè �ðèíà ñòàöèîíàðíîãî óðàâíå�íèÿ Øðåäèíãåðà.Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòåé ïðåäëàãàåìîãî ìå�òîäà ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå çàäà÷è �ïîëÿðèçóåìîñòü ñëàáîñâÿçàííîé êâàíòîâîìåõàíè÷å�ñêîé ñèñòåìû, äâóõöåíòðîâàÿ ïðîáëåìà, à òàêæå çà�äà÷à î ïðîõîæäåíèè ìåäëåííûõ ÷àñòèö ÷åðåç ïîòåí�öèàëüíûé áàðüåð (èëè íàä ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé). Âîâñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ äàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ñõåìû âû�÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíê�

öèé f'n(x)g. Ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êîý��èöè�åíò ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèö ñ ìàëîé ýíåðãèåé (E ! 0)äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðèòÿæåíèÿ ïðèíèìàåò àíîìàëüíîáîëüøóþ, ïîðÿäêà åäèíèöû, âåëè÷èíó ïðè íåêîòî�ðûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ÿìû. Äëÿ èë�ëþñòðàöèè îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ïðåäëàãàåìîãî ìå�òîäà â ðàçä. 12 ðàññìîòðåí òî÷íî ðåøàåìûé ïðèìåð,êîãäà ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿìîãóò áûòü íàéäåíû ÿâíî â ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîìàíàëèòè÷åñêîì âèäå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîòà ñèñòå�ìû f'n(x)g äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.Çàìåòèì, ÷òî êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé êâàíòîâàíèåïîòåíöèàëà ïðèìåíÿëîñü ðàíåå. Òàê, íàïðèìåð, äëÿòðåõìåðíîãî êóëîíà ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå�óíêöèè � òàê íàçûâàåìûå �óíêöèè Øòóðìà �ðàññìàòðèâàëèñü â [3�5℄, ãäå îíè èñïîëüçîâàëèñüäëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çà�äà÷. Â òî æå âðåìÿ â [3�5℄ îòñóòñòâóåò îáùèé ïîä�õîä ê ýòîé ïðîáëåìå â ñëó÷àå ïîòåíöèàëîâ ïðîèç�âîëüíîãî âèäà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â èçâåñòíîé ìå�ðå ñõîäíîå ïî �îðìå ¾êâàíòîâàíèå¿ äèýëåêòðè÷å�ñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë ïðîèñ�õîäèò ïî ìåòîäó ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ïðåäëîæåí�íîìó â [6; 7℄ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîñòàòè�÷åñêèõ çàäà÷. Íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ïðèåìû, èñ�ïîëüçîâàííûå â [6; 7℄, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè èïðè êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëîâ ñ êîíå÷�íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ.2. ÑÈÑÒÅÌÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÏóñòü ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â îäíîìåðíîì ïîòåíöè�àëå òèïà èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1. Ïðåäñòàâèì ïî�òåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ U(x) â âèäå U(x) = U0v(x),ãäå U0 � àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà (U0 < 0), à �óíê�öèÿ v(x) (0 � v(x) � 1) çàäàåò åãî �îðìó, ñì. ðèñ. 2.Òîãäà ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ìîæåòáûòü çàïèñàíî â âèäå
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Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 00(x) + "  (x) = �v(x) (x);" = 2mE~2 ; � = 2mU0~2 : (1)�àññìàòðèâàåì îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé E,òàê ÷òî " < 0. Îòíîñèòåëüíî �óíêöèè v(x) áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè x ! �1 îíà äîñòàòî÷íîáûñòðî (íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëüíî) îáðàùàåòñÿ âíóëü. Íà âîëíîâóþ �óíêöèþ  (x) íàêëàäûâàþòñÿîáû÷íûå óñëîâèÿ: êîíå÷íîñòü è íåïðåðûâíîñòü (âìå�ñòå ñ ïðîèçâîäíîé) ïðè âñåõ x, à òàêæå îáðàùåíèå âíóëü ïðè x ! �1. Ïðè ñòàíäàðòíîì ñïîñîáå êâàí�òîâàíèÿ [1℄ èç ýòèõ óñëîâèé îïðåäåëÿþòñÿ óðîâíèýíåðãèè En è âîëíîâûå �óíêöèè  n(x) ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé.Âîçìîæåí, îäíàêî, àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, êî�ãäà â óðàâíåíèè (1) â êà÷åñòâå îáúåêòà êâàíòîâàíèÿâûáèðàåòñÿ âåëè÷èíà �. Â ýòîì ñëó÷àå � (à çíà÷èò, èàìïëèòóäà ïîòåíöèàëà) ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà�÷åíèÿ �n (n = 0; 1; 2; : : : ), ÿâëÿþùèåñÿ ñîáñòâåííû�ìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí�íûå �óíêöèè 'n(x) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ'00n(x) + " 'n(x) = �nv(x)'n(x): (2)Ïðè òàêîì ïîäõîäå ýíåðãèÿ " èãðàåò ðîëü ïàðà�ìåòðà, îò êîòîðîãî çàâèñÿò êàê ñîáñòâåííûå çíà�÷åíèÿ �n = �n("), òàê è ñîáñòâåííûå �óíêöèè'n = 'n(";x). Êàê îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè, ñèñòåìà�óíêöèé f'n(x)g ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðå�øåíèÿ ðàçëè÷íûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ (ïðèE < 0). Íåîáõîäèìî ïîýòîìó èññëåäîâàòü îñíîâíûåñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé 'n(x) è ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé �n.Ïðåæäå âñåãî èç (2) íàõîäèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïî�âåäåíèå ñîáñòâåííîé �óíêöèè 'n(x) / exp(��jxj)(ãäå � = p�" ) ïðè x ! �1. Äàëåå, óìíîæàÿ (2)íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííóþ �óíêöèþ '�n(x) è èí�òåãðèðóÿ ïî x îò �1 äî +1, ïîëó÷àåì�n = �8<: +1Z�1 j'0n(x)j2 dx� " +1Z�1 j'n(x)j2 dx9=;�� 24 +1Z�1 j'n(x)j2v(x) dx35�1 : (3)Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû �n äåéñòâèòåëüíû èïðè ðàññìàòðèâàåìûõ " < 0 è v(x) � 0 îòðèöàòåëü�íû: �n < 0:Â ñèëó âåùåñòâåííîñòè �n ñîáñòâåííûå �óíêöèè'n(x) ìîæíî âûáðàòü äåéñòâèòåëüíûìè, ÷òî â äàëü�íåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì.

Ïðîâåäåì â (2) çàìåíû ýíåðãèè " ! e" è èíäåê�ñà n ! m, òàê ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõñîáñòâåííûõ �óíêöèé e'm(x) áóäåò èìåòü âèäe'00m(x) + e" e'm(x) = e�mv(x)e'm(x); e�m = �m(e"):Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà 'n(x), óðàâíåíèå (2) íàe'm(x), âû÷òåì èõ äðóã èç äðóãà è ïðîèíòåãðèðóåìïî âñåì x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì(�n � e�m) +1Z�1 'n(x)e'm(x)v(x) dx == ("� e") +1Z�1 'n(x)e'm(x) dx: (4)Ïîëîæèâ â (4) e" = ", çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè �n 6= �m�óíêöèè 'n(x) è 'm(x) îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì v(x).Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòå�ìû f'n(x)g çàïèøåì â âèäå+1Z�1 'n(x)'m(x)v(x) dx = Ænm; (5)ãäå �óíêöèè 'n(x) è 'm(x) îòíîñÿòñÿ ê îäíîé è òîéæå ýíåðãèè.Åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ øèðîêîãîêëàññà ïîòåíöèàëîâ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèéf'n(x)g ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé (ñì. íèæå). Â ýòîì ñëó÷àåïî ñèñòåìå f'n(x)g ìîæíî ðàçëîæèòü ïðîèçâîëüíóþ�óíêöèþ f(x), ïðè÷åì êîý��èöèåíòû fn ýòîãî ðàç�ëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ îðòîíîð�ìèðîâàííîñòè (5):f(x) =Xn fn'n(x);fn = +1Z�1 f(x)'n(x)v(x) dx: (6)Äëÿ ñõîäèìîñòè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ê ñàìîé �óíê�öèè f(x) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâîv(x)Xn 'n(x)'n(x0) = Æ(x� x0); (7)ÿâëÿþùååñÿ ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû äëÿ ñèñòåìûf'n(x)g. Çäåñü �óíêöèè 'n(x) è 'n(x0) îòíîñÿòñÿê îäíîé è òîé æå ýíåðãèè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîòåí�öèàëîâ ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ ñîîòíîøåíèåïîëíîòû (7) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè òåõ x è x0, äëÿêîòîðûõ v(x) 6= 0 è v(x0) 6= 0.988



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :Ïîëîæèì â (4) m = n è ïåðåéäåì ê ïðåäåëóe"! ". Òîãäà èç (4) ñ ó÷åòîì (5) ïîëó÷àåì+1Z�1 ['n(x)℄2 dx = d�n(")d" ; (8)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî d�nd" > 0: (9)Èç (3) ñ ó÷åòîì (5) è (8) íàõîäèì+1Z�1 ['0n(x)℄2 dx = " d�n(")d" � �n(");îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî" d�nd" > �n: (10)Ââåäåì íóëåâóþ �óíêöèþ �ðèíà G0(x� x0):d2dx2G0(x� x0) + "G0(x� x0) = Æ(x� x0);G0(x�x0) = � 12� exp(��jx�x0j); � = p�": (11)Ñ ïîìîùüþ (11) óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü ïåðåïè�ñàíî â èíòåãðàëüíîé �îðìå'n(x) == ��n2� +1Z�1 exp(��jx� x0j)'n(x0)v(x0) dx0: (12)Èç (12) íàõîäèì àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ'n(x):x! �1 : 'n(x) � ��nun(�)2� exp(��jxj);un(�) = +1Z�1 e��x 'n(x)v(x) dx: (13)�àâåíñòâî (12) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì èíòåãðàëü�íûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ òàê íà�çûâàåìûì ïîëÿðíûì ÿäðîì. Îíî ìîæåò áûòü ïðèâå�äåíî ê óðàâíåíèþ ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì, åñëè ââå�ñòè �óíêöèè (îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó�÷àÿ v(x) > 0) 
n(x) =pv(x)'n(x): (14)Â ðåçóëüòàòå èç (12) ïîëó÷àåì
n(x) = �n +1Z�1 K(x; x0)
n(x0) dx0; �n = ��n;

ãäåK(x; x0) = 12�pv(x) exp(��jx� x0j)pv(x0) (15)� ñèììåòðè÷íîå è, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ïîëîæè�òåëüíî îïðåäåëåííîå ÿäðî. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðè�ìåð, [8℄), ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå ñ òàêèì ÿäðîì èìååò ïîëîæèòåëüíûå ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ �n > 0 (÷åìó îòâå÷àåò �n < 0)è îáëàäàåò îðòîíîðìèðîâàííîé è ïîëíîé ñèñòåìîéñîáñòâåííûõ �óíêöèé f
n(x)g:+1Z�1 
n(x)
m(x) dx = Ænm;Xn 
n(x)
n(x0) = Æ(x� x0): (16)Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç (16) è (14), äëÿ ñèñ-òåìû �óíêöèé f'n(x)g âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿîðòîíîðìèðîâàííîñòè è ïîëíîòû â âèäå (5) è (7).Èç ñðàâíåíèÿ (13) è (6) ñëåäóåò, ÷òî un(�) ÿâ�ëÿþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïî ñèñòåìåf'n(x)g äëÿ f(x) = exp(��x), òàê ÷òîe��x =Xn un(�)'n(x);ãäå âåëè÷èíû un(�) è �óíêöèè 'n(x) áåðóòñÿ ïðè" = ��2. Óñòðåìèâ x ! �1 â ðàçëîæåíèè äëÿexp(�x), ñ ó÷åòîì àñèìïòîòèêè (13) ïîëó÷àåì ñîîò�íîøåíèå � 12�Xn �nun(+)un(�) = 1:Äàëåå, çàìåíèâ â óðàâíåíèè (12) x0 íà x00, óìíî�æèì åãî íà (�n)�1'n(x0) è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì n.Òîãäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîòû (7) íàéäåìG0(x� x0) = � 12� exp(��jx� x0j) ==Xn 'n(x)'n(x0)�n : (17)�àâåíñòâî (17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå�óíêöèè f(x) = G0(x � x0) ïî ñèñòåìå f'n(x)g èìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêæå ñ ïîìîùüþ �îðìóë (6).Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîý��èöèåíòîâfn íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè (2) è (11).Â ÷àñòíîì ñëó÷àå x0 = 0 èç (17) ñëåäóåò ðàçëîæå�íèå exp(��jxj) = �2�Xn 'n(0)�n 'n(x):989



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004Îòñþäà ïðè x! �1 ñ ó÷åòîì (13) íàõîäèìXn 'n(0)un(�) = 1:Ïîëîæèâ â (17) x = x0, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèåXn 1�n ['n(x)℄2 = � 12�;ñïðàâåäëèâîå ïðè ïðîèçâîëüíûõ x. Óìíîæèì îáå÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà v(x) dx è ïðîèíòåãðèðóåìïî âñåì x. Â ðåçóëüòàòå (ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâ�êè, ñì. (5)) íàõîäèì ¾ïðàâèëî ñóìì¿Xn 1�n = �a�; a = 12 +1Z�1 v(x) dx: (18)3. ÇÀÄÀ×À Î ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈßÕ�àññìîòðèì òåïåðü, êàê â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîãîïîäõîäà ðåøàåòñÿ çàäà÷à î äèñêðåòíîì ñïåêòðå ÷àñ�òèöû â ïîòåíöèàëå �v(x), ãäå àìïëèòóäà � � çàäàí�íàÿ âåëè÷èíà (� < 0). Áóäåì èñêàòü âîëíîâóþ �óíê�öèþ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ  (x) â âèäå ðàçëîæåíèÿïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ýòîãî ïîòåíöèàëàf'm(x)g  (x) =Xm Cm 'm(x):Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (1) ñ ó÷åòîì (2) äà�åò Xm Cm(�m � �)v(x)'m(x) = 0:Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà 'n(x) è èíòåãðèðóÿ ïîâñåì x, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå Cn(�n � �) = 0, îòêó�äà ñëåäóåò, ÷òî Cn 6= 0, åñëè�n(") = �: (19)Ïðè ýòîì ïðî÷èå Cm ñ m 6= n ðàâíû íóëþ.Ñîîòíîøåíèÿ (19) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (ïðèn = 0; 1; 2; : : : ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé "n = "n(�).Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì òîò �èçè÷åñêè î÷åâèäíûé�àêò, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà �n < 0 óðàâíåíèÿ (19)ìîãóò èìåòü ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè � < 0, ò. å. äëÿïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ. Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà (9)ñëåäóåò, ÷òî j�nj � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ �óíê�öèÿ j"j, òàê ÷òî ïðè çàäàííîì n óðàâíåíèå (19) ìî�æåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå "n = "n(�). Ïîýòîìó

κ

αn

α

κ0κ1

n = 2 n = 1 n = 0�èñ. 3.â îòñóòñòâèå âûðîæäåíèÿ íîðìèðîâàííàÿ íà åäèíè�öó âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  n(x) ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñýíåðãèåé "n èìååò âèä n(x) = Cn � 'n("n;x);Cn =  �d�nd" �"="n!�1=2 = �d"n(�)d� �1=2 : (20)Ïðè âûâîäå (20) èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî (8) è ñîîò�íîøåíèå �d�nd" �"="n �d"nd� � = 1;ñëåäóþùåå èç (19). Ïðè jxj ! �1 èç (20) è (13)íàõîäèì àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ  n(x): n(x) � An(�) e��njxj;An(�) = � �Cn �nun(�)2� �"="n ; (21)ãäå �n = p�"n.Íà ðèñ. 3 ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòüòðåõ ïåðâûõ (n = 0; 1; 2) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �n îò� = p�". (Îáðàùåíèå �0(") â íóëü ïðè " ! 0 ÿâëÿ�åòñÿ ñïåöè�èêîé îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ � ñì. ðàçä. 4è 5). Â èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3 ñèòóàöèè óðàâíåíèÿ(19) èìåþò äâà ðåøåíèÿ ïðè n = 0 è n = 1: "0 = ��20è "1 = ��21. Â òî æå âðåìÿ ïðè n = 2 âåëè÷èíå �2ñîîòâåòñòâóåò âèðòóàëüíûé óðîâåíü, òàê êàê îòíîñè�òåëüíî íåáîëüøîå óâåëè÷åíèå j�j ïðåâðàùàåò åãî âðåàëüíûé.Åñëè â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå èìååòñÿ íåñêîëüêîñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, òî èõ âîëíîâûå �óíêöèè,çàäàâàåìûå âûðàæåíèåì (20), â ñîîòâåòñòâèèñ (4) îðòîãîíàëüíû ïðè "n 6= "m (ïðè ýòîì�n("n) = �m("m) = �). Ïîýòîìó äëÿ ñèñòåìû990



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :f n(x)g èìååì îáû÷íîå óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííî�ñòè +1Z�1  n(x) m(x) dx = Ænm:Îäíàêî âîëíîâûå �óíêöèè  n(x), â ïðîòèâîïîëîæ�íîñòü ñèñòåìå f'n(x)g, íå îáðàçóþò ïîëíîãî íàáîðà.4. ÑÎÑÒÎßÍÈß Ñ ÍÓËÅÂÎÉ ÝÍÅ��ÈÅÉÏðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëÿþùèéçíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ñëó÷àé ìàëûõ ýíåðãèé,íåîáõîäèìî âûÿñíèòü îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîñòîÿíèéñ " = 0.1. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè �n(x) = 'n(0;x) è ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ �n = �n(0) ñîñòîÿíèé ñ íóëåâîéýíåðãèåé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ, ñëåäóþùåìó èç(2) ïðè "! 0: � 00n(x) = �nv(x)�n(x): (22)Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ � 0n(x) ! 0 ïðèjxj ! 1. Â ýòîì ñëó÷àå èç (22) îáû÷íûì îáðàçîìñëåäóåò îðòîãîíàëüíîñòü �n(x) è �m(x) ñ âåñîì v(x)ïðè �n 6= �m, òàê ÷òî ñîîòíîøåíèå îðòîíîðìèðîâàí�íîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, àíàëîãè÷íîì (5):+1Z�1 �n(x)�m(x)v(x) dx = Ænm: (23)Èç ýòîãî æå òðåáîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íà áåñêî�íå÷íîñòè �óíêöèÿ �n(x) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü:�n(x) ! �n(�1) 6= 0 ïðè x ! �1. Ñäåëàåì òàêæååñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñîîòíîøåíèå ïîë�íîòû (7), ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáûõ " 6= 0, ñîõðàíÿåòñèëó è â ïðåäåëå "! 0. Òåì ñàìûì ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîv(x)Xn �n(x)�n(x0) = Æ(x� x0): (24)Îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíàì �n àì�ïëèòóäû ïîòåíöèàëà U0n ÿâëÿþòñÿ òåìè êðèòè÷åñêè�ìè çíà÷åíèÿìè ãëóáèíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, ïðè êî�òîðûõ ïîÿâëÿþòñÿ (èëè èñ÷åçàþò) óðîâíè ñ íóëåâîéýíåðãèåé ñâÿçè.Ïðè " = 0 â êà÷åñòâå íóëåâîé �óíêöèè �ðèíà(ïîä÷èíÿþùåéñÿ óðàâíåíèþ (11) ñ " = 0) âûáåðåìg0(x� x0) = jx� x0j=2. Ñ ïîìîùüþ g0(x� x0) óðàâíå�íèå (22) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â èíòåãðàëüíîé �îðìå

�n(x) = �n +1Z�1 jx� x0j2 �n(x0)v(x0) dx0 ++ 12[ �n(+1) + �n(�1)℄: (25)Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå �! 0 â óðàâ�íåíèè (12) ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè. Â ïåðâîìñëó÷àå äëÿ îäíîãî èç ñîñòîÿíèé (áóäåì íàçûâàòü åãîîñíîâíûì è ïðèïèñûâàòü åìó íîìåð n = 0) ñîáñòâåí�íîå çíà÷åíèå ëèíåéíî ïî � îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè� ! 0, òàê ÷òî �0 = 0. (Ýòî îòâå÷àåò òîìó èçâåñò�íîìó �àêòó, ÷òî äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû èìååòñÿñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ïðèòÿ�æåíèè, ñì. [1℄). Îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ, êàê ñëåäóåòèç (12), (22) è (25), îòâå÷àåò ïîñòîÿííàÿ (íå çàâèñÿ�ùàÿ îò x) ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ�0(x) = �0 = 1p2a; �0 = 0: (26)Ôóíêöèÿ �0(x) íîðìèðîâàíà ñîãëàñíî (23) ñ a èç(18). Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âëèíåéíîì ïî � ïðèáëèæåíèè òàêæå ìîæåò áûòü íàé�äåíî èç óðàâíåíèÿ (12): �(1)0 = ��=a (ïîäðîáíåå ñì.ðàçä. 5).Âî âòîðîì ñëó÷àå (n 6= 0), êîãäà �n = �n(0) 6= 0,äëÿ âîçìîæíîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà �! 0 â (12)äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî+1Z�1 �n(x)v(x) dx = 0; n 6= 0:Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, òàêêàê ÿâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî (23), óñëîâèåì îðòîãîíàëüíî�ñòè �n(x) (ïðè n 6= 0) ê ñîáñòâåííîé �óíêöèè îñíîâ�íîãî ñîñòîÿíèÿ �0 = onst. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïî�ñëåäîâàòåëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä � ! 0 â (12)ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ (25).Ïîëîæèâ â (25) x = 0 è èñêëþ÷èâ ñ ïîìîùüþ ïî�ëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷ëåí [�n(+1) + �n(�1)℄=2,ïðèâåäåì óðàâíåíèå (25) ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó�n(x)� �n(0) = �n +1Z�1 12[ jx� x0j � jxj � jx0j ℄�� �n(x0)v(x0) dx0:Çäåñü ñëàãàåìîå ñ jxj=2, íå äàþùåå âêëàäà â èíòå�ãðàë, äîáàâëåíî äëÿ ñèììåòðèçàöèè ÿäðà.2. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (23) è (24) ïðîèçâîëü�íàÿ �óíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä ïî�îðìóëàì (6) ñ çàìåíîé 'n(x) íà �n(x). Òàê, äëÿf(x) = x è f(x) = jxj ïîëó÷àåì991



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004x = 12a +1Z�1 t v(t) dt++Xn6=0 1�n [�n(�1)� �n(+1)℄ �n(x); (27)
jxj = 12a +1Z�1 jtj v(t) dt ��Xn6=0 1�n [�n(�1) + �n(+1)� 2�n(0)℄ �n(x): (28)Çäåñü èíòåãðàëüíûå ÷ëåíû îòâå÷àþò n = 0, à êî�ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèé ïðè n 6= 0 îïðåäåëåíû ñïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (22) � óìíîæåíèåì åãî ñîîòâåò�ñòâåííî íà x è jxj ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåìïî âñåì x.Âû÷òÿ ðàçëîæåíèÿ (27) è (28) äðóã èç äðóãà, íà�õîäèìx� jxj2 = 14a +1Z�1 (t� jtj) v(t) dt ++Xn6=0 1�n [�n(�1)� �n(0)℄ �n(x): (29)Ëåâàÿ (à ñëåäîâàòåëüíî, è ïðàâàÿ) ÷àñòü ðàâåíñòâà(29) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âñåõ x > 0. Â ÷àñòíîñòè,ïðè x! +1 èç (29) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå14a +1Z�1 (t� jtj) v(t) dt ++Xn6=0 1�n [�n(�1)� �n(0)℄ �n(+1) = 0: (30)Äàëåå, ïîëîæèâ â (29) x = 0 è âû÷òÿ ïîëó÷åííîåðàâåíñòâî èç (30), íàéäåì ñîîòíîøåíèåXn6=0 1�n [�n(�1) + �n(+1)� �n(0)℄ �n(0) ==Xn6=0 1�n �n(�1)�n(+1): (31)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíîðàçëîæåíèå äëÿ �óíêöèè

f(x) � +1Z�1 jx� tj v(t) dt = 12aI �� 2aXn6=0 1�n [�n(�1) + �n(+1)℄ �n(x);I = +1Z�1 +1Z�1 jt� t0j v(t)v(t0) dt dt0: (32)
Ïîëîæèì â (32) x = 0 è èñêëþ÷èì èíòåãðàëüíûé÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ñ ïî�ìîùüþ ðàçëîæåíèÿ (28) ïðè x = 0. Â ðåçóëüòàòåïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþXn6=0 1�n �n(�1)�n(+1) = 18a2 I (33)ñ I èç (32).�àçëîæåíèå �óíêöèè f(x) = jx � x0j ïî ñèñòåìåf�n(x)g èìååò âèäjx� x0j = 12a +1Z�1 jt� x0j v(t) dt��Xn6=0 1�n [�n(�1) + �n(+1)� 2�n(x0)℄ �n(x):Ïîëîæèâ çäåñü x = x0, ïîëó÷èì12a +1Z�1 jt� xj v(t) dt ==Xn6=0 1�n [�n(�1) + �n(+1)� 2�n(x)℄ �n(x):Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà v(x) dx è ïðîèíòåãðèðî�âàâ ïî âñåì x, íàéäåì åùå îäíî ïîëåçíîå ñîîòíîøå�íèå Xn6=0 1�n = � 14a I (34)ñ òåì æå, ÷òî è â (32), èíòåãðàëîì I .3. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí �n è �óíêöèé �n(x)ïðè n� 1 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êâàçèêëàññè÷å�ñêîå ïðèáëèæåíèå, àíàëîãè÷íîå ñòàíäàðòíîìó [1℄. Âäàííîì ñëó÷àå, îäíàêî, ýòîò ìåòîä îáëàäàåò îïðåäå�ëåííîé ñïåöè�èêîé, òàê êàê ïðè " = 0 òî÷êè ïîâî�ðîòà íàõîäÿòñÿ ïðè x = �1 è îáëàñòü ¾âíå ÿìû¿îòñóòñòâóåò. Â òî æå âðåìÿ êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðè�áëèæåíèå ïðè jxj ! 1 ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì, òàê÷òî íà òàêèõ ðàññòîÿíèÿõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüòî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) ñ àñèìïòîòè÷åñêèì992



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :âûðàæåíèåì äëÿ �óíêöèè v(x). Òàêîå ðåøåíèå ìî�æåò áûòü íàéäåíî, íàïðèìåð, äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñ ýêñ�ïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêîé.Ïóñòü �óíêöèÿ v(x) ÷åòíà è èìååò ñëåäóþùóþàñèìïòîòèêó:jxj ! 1 : v(x) � v0e�2jxj; (35)ãäå v0 � 1 è  � 1=a. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðè�áëèæåíèå äëÿ �óíêöèè �n(x), ñïðàâåäëèâîå ïðèexp(�jxj)� 1=n, èìååò âèä�n(x) =r2b (�1)n4pv(x) �� os8<:pj�nj xZ�1 pv(t) dt+ �9=; : (36)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïîòåíöèàëà (35) èìååì ñëå�äóþùåå òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22):�n(x) = �n(�1) J0 ��n e�jxj� ;�n = 1pj�njv0: (37)Çäåñü J0(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ, çíàêè ¾ïëþñ¿ è¾ìèíóñ¿ â �n(�1) îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ñëó�÷àÿì x > 0 è x < 0, êîíñòàíòà b èç (36) îïðåäåëåíàâ (38).Âûðàæåíèÿ (36) è (37) äîëæíû ¾ñøèâàòüñÿ¿ âîáëàñòÿõ 1=n� exp(�jxj)� 1 (ïðè x > 0 è x < 0).Ñøèâêà ïðè îòðèöàòåëüíûõ x ïîçâîëÿåò íàéòè ïî�ñòîÿííóþ ÷àñòü �àçû: � = ��=4. Ñøèâêà æå ïðèïîëîæèòåëüíûõ x äàåò ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ+1Z�1 pj�nj v(x) dx = �n+ 12��;îòêóäà pj�nj = �n+ 12� �b ;òàê ÷òî�n � �n(n+ 1)��b �2 ; b = +1Z�1 pv(x) dx; (38)ãäå b � 1= � a. Â (38) îïóùåíî ñëàãàåìîå � n0,äëÿ òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî íåîáõîäèì ó÷åò÷ëåíà � 1=n â ïðàâèëå êâàíòîâàíèÿ.Èç ñøèâêè (36) è (37) íàõîäèì òàêæå âûðàæåíèåäëÿ �n(�1):�n(+1) = �bs 1 �n+ 12�;

�n(�1) = (�1)n�n(+1):Íàêîíåö, èç (36) ñ ó÷åòîì v(0) = 1 ïîëó÷àåì�n(0) =r2b os n�2 :Îòìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè íîðìèðîâî÷íîãî èí�òåãðàëà èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå (36), ïðè÷åì, êàêè â [1℄, êâàäðàò áûñòðîîñöèëëèðóþùåãî êîñèíóñà çà�ìåíåí íà 1=2.Äëÿ ïîòåíöèàëà ñî ñòåïåíí�îé àñèìïòîòèêîéjxj ! 1 : v(x) � gjxj�(ãäå g � a� ; � > 2) êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå(36) ñïðàâåäëèâî ïðè (a=jxj)(��2)=2 � 1=n, à òî÷íîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) ïðè jxj � a èìååò âèä�n(x) = �n(�1) ��� � 1� � 2�� 2�n�1=(��2) ��pjxjJ� � �njxj(��2)=2� ;� = 1� � 2 ; �n = 2pj�njg� � 2 :Çäåñü J� (z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ñ èíäåêñîì � . Ñøèâ�êà ýòèõ ðåøåíèé â îáëàñòÿõ 1=n� (a=jxj)(��2)=2 � 1äàåòpj�nj = �n+ �2(� � 2)� �b ; � = � ��4(� � 2) ;�n(+1) = 1��� � 1� � 2� � 2�bpg�1=2 "pj�njg� � 2 #� ;� = �2(� � 2) :Çäåñü b � òî æå, ÷òî è â (38).5. ÑÎÑÒÎßÍÈß Ñ ÌÀËÎÉ ÝÍÅ��ÈÅÉ�àññìîòðèì òåïåðü ñâîéñòâà âåëè÷èí �n è �óíê�öèé 'n(x) ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ (�a� 1). Ïîäñòàâèââ (2) (ñ " = ��2) 'n(x) â âèäå'n(x) = Bn(x) e��jxj; (39)äëÿ Bn(x) ïîëó÷èì óðàâíåíèåB00n(x)� 2� signxB0n(x) � �nv(x)Bn(x) == 2�Bn(0)Æ(x): (40)15 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 993



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004Çäåñü signx = +1 ïðè x > 0 è signx = �1 ïðè x < 0.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (40) èùåì â âèäå ðÿäà ïî ñèñòå�ìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñ íóëåâîé ýíåðãèåé:Bn(x) =Xn bnm�m(x): (41)Ïîäñòàâèì (41) â (40), óìíîæèì íà �k(x) è ïðîèíòå�ãðèðóåì ïî x îò �1 äî +1. Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì(22) è (23) ïîëó÷àåì(�n � �k)bnk + 2�Xm bnmMmk = 0: (42)ÇäåñüMmn = �m(0)�n(0) + 1Z�1 �m0(x)�n(x) signx dx;Mnn = 12f [ �n(�1)℄2 + [ �n(+1)℄2g; (43)Mn0 = �0[�n(�1)+�n(+1)��n(0)℄; M0n = �0�n(0):Ñèñòåìà óðàâíåíèé (42) ïðè ìàëûõ � îáû÷íûìîáðàçîì ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîç�ìóùåíèé � ðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì �:bnm = Ænm + b(1)nm + b(2)nm + : : : ;�n = �n + �(1)n + �(2)n + : : :Â ëèíåéíîì ïî � ïðèáëèæåíèè èç (42) íàõîäèì�(1)n = �2�Mnn == ��[ �n(�1)℄2 + [ �n(+1)℄2g; (44)n 6= m : b(1)nm = 2�Mnm�m � �n (45)ñ Mnm èç (43). Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ðàññìàòðè�âàåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü j�(1)n j � �=aïî ñðàâíåíèþ ñ j�nj � 1=a2,ò. å. �a � 1. Ïðè áîëü�øèõ n, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàçä. 4, ñîîòâåò�ñòâóþùåå óñëîâèå èìååò âèä �a� n+ 1=2.Â òîì æå ïðèáëèæåíèè èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîíîð�ìèðîâàííîñòè (5) ñëåäóåòb(1)nm + b(1)mn = 2� 1Z�1 jxj �n(x)�m(x) v(x) dx; (46)îòêóäà b(1)nn = � 1Z�1 jxj [�n(x)℄2v(x) dx:

Âûðàæåíèå äëÿ Mnm èç (43) ïîñëå íåêîòîðûõ ïðå�îáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäóMnm = 12[ �n(�1)�m(�1)+�n(+1)�m(+1)℄�� 12(�n � �m) 1Z�1 jxj �n(x)�m(x) v(x) dx: (47)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî b(1)nm èç (45) ñ Mnm èç (47)óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (46).Â êâàäðàòè÷íîì ïî � ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì�(2)n = 4�2 Xm6=n MnmMmn�n � �m ; (48)ãäå Mnm � òî æå, ÷òî è â (43). Àíàëîãè÷íûì ïðèâå�äåííîìó âûøå ñïîñîáó ìîãóò áûòü íàéäåíû êîý��è�öèåíòû b(2)nm, à òàêæå è âûñøèå ïî � ïðèáëèæåíèÿ.Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (n = 0) èç (44) ñ ó÷åòîì(26) íàõîäèì �(1)0 = ��a (49)ñ a èç (18). Èç óðàâíåíèÿ (19) ñ �(1)0 èç (49) ïîëó÷àåì"0 = �(�a)2 èëè, â îáû÷íûõ åäèíèöàõ,E0 = � m2~2 24 1Z�1 U(x) dx352� èçâåñòíóþ �îðìóëó äëÿ ýíåðãèè ñëàáîñâÿçàííîãîñîñòîÿíèÿ [1℄. Ïðè n = 0 èç (48) ñëåäóåò âûðàæåíèåäëÿ �(2)0 , êîòîðîå ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (31) è (33)ïðèíèìàåò âèä�(2)0 = �2�2a Xn6=0 1�n �n(�1)�n(+1) = � �24a3 I (50)ñ èíòåãðàëîì I èç (32).Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ �0(�) ïîñòåïåíÿì � ìîæíî íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ (18). Â ëè�íåéíîì ïî � ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì (49), â êâàäðà�òè÷íîì � âûðàæåíèå�(2)0 = �2a2 Xn6=0 1�n ;ñîâïàäàþùåå â ñèëó ðàâåíñòâà (34) ñ (50). Äëÿ ïî�ïðàâêè òðåòüåãî ïîðÿäêà íàõîäèì�(3)0 = h�(2)0 i2�(1)0 � h�(1)0 i2Xn6=0 �(1)n�2n994



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :ñ �(1)n èç (44).Äëÿ âåëè÷èí un(�), îïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî (13),èç (39) è (41) ïîëó÷àåìun(�) = � 2��n Xm bnm�m(�1):Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû, íàõî�äèì u(0)0 (�) = p2a;u(1)0 (+) = �u(1)0 (�) = �p2a��Xn6=0 1�n [ �n(+1)� �n(�1)℄ �n(0);n 6= 0 : u(0)n (�) = 0; u(1)n (�) = �2��n �n(�1):Ïðè âûâîäå âûðàæåíèé äëÿ u(1)0 (�) èíòåãðàë, âõî�äÿùèé â êîý��èöèåíò b(1)00 , èñêëþ÷åí ñ ïîìîùüþðàâåíñòâà, ñëåäóþùåãî èç (28) ïðè x = 0, à òàêæåó÷òåíû ñîîòíîøåíèÿ (31) è (33). Ñ ïîìîùüþæå ñîîò�íîøåíèÿ, ñëåäóþùåãî èç (27) ïðè x = 0, �îðìóëàìäëÿ u(1)0 (�) ìîæíî ïðèäàòü âèäu(1)0 (+) = �u(1)0 (�) = �p2a +1Z�1 x v(x) dx:Äëÿ ÷åòíîãî ïîòåíöèàëà u(1)0 (+) = u(1)0 (�) = 0.6. ÑÎÑÒÎßÍÈß Ñ ÁÎËÜØÈÌÈ j"jÏðè j"j ! 1 âåëè÷èíû j�nj òàêæå íåîãðàíè÷åí�íî ðàñòóò. Êàê ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (10), ðîñò j�njïðîèñõîäèò íå áûñòðåå, ÷åì ëèíåéíî ïî j"j. Ñ äðó�ãîé ñòîðîíû, åñëè v(x) êîíå÷íî ïðè âñåõ x, òî j�njíå ìîæåò ðàñòè ìåäëåííåå, ÷åì ïåðâàÿ ñòåïåíü j"j,òàê êàê èíà÷å óðîâåíü ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì j"j ¾íåïîìåñòèòñÿ¿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Òàêèì îáðàçîì,âåëè÷èíà j�nj ëèíåéíî çàâèñèò îò j"j ïðè j"j ! 1.Åñëè ïîòåíöèàë èìååò ìèíèìóì ïðè x = 0 (ñì.ðèñ. 1), ïðè÷åì v(0) = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùèé êî�ý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí åäèíèöå, òàê÷òî (" = ��2)j"j ! 1 : �n = ��2(1 +�n + : : : ); (51)ãäå j�nj � 1. Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ �îðìóëîãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷åòíîãî ïîòåíöèàëà.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâêè �n çàìåòèì, ÷òî ïðèj"j ! 1 çíà÷åíèÿ �n (äëÿ íå ñëèøêîì áîëüøèõ n)

îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì v(x) âáëèçè x = 0. Ïðåä�ïîëîæèì, ÷òî ïðè x! 0v(x) � 1� x2Æ2 (jxj � 1=Æ);ãäå Æ � 1=a. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèë�ëÿòîðå [1℄. Ïîýòîìó â îñöèëëÿòîðíîì ïðèáëèæåíèèïîëó÷àåì�n = (2n+ 1) Æ� ;jxj � 1Æ : 'n(x) = ��Æ� �1=4 1p2nn! �� exp(�(�Æ=2)x2)Hn(p�Æ x); (52)ãäå Hn(z) � ïîëèíîì Ýðìèòà. Óñëîâèåì ïðèìåíèìî�ñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ïîïðàâêè�n ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, ò. å. �� (2n+1)Æ èëè(ñ ó÷åòîì Æ � 1=a) �a� n+ 1=2 (n = 0; 1; 2; : : : ).Îñöèëëÿòîðíîå ïðèáëèæåíèå (52) äëÿ 'n(x) ïðè�ãîäíî â îáëàñòè jxj � 1=Æ. Äëÿ âûÿñíåíèÿ âèäà'n(x) ïðè jxj > 1=Æ âîñïîëüçóåìñÿ êâàçèêëàññè÷å�ñêèì ïðèáëèæåíèåì (x� x0 > 0):'n(x) = Dnpk(x) exp8<:� xZx0 k(y) dy9=;;k(x) = � [1� (1 +�n)v(x)℄1=2; x0 = p�nÆ ; (53)Dn = 1(2�)1=4r�Æn! �2n+ 12e �(2n+1)=4 :Çäåñü x0 � 1=Æ è e = 2:718 : : : � îñíîâàíèå íàòó�ðàëüíûõ ëîãàðè�ìîâ. Êîý��èöèåíò Dn íàéäåí èçñøèâêè âûðàæåíèé äëÿ 'n(x) èç (52) è (53) â îá-ëàñòè x0 � x� 1=Æ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êâàçèêëàññè�÷åñêîå ïðèáëèæåíèå â âèäå (53) ïðèìåíèìî äëÿ âñåõn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ n+ 1=2� �=Æ, â òîì÷èñëå è äëÿ n = 0.Ïðè x ! +1 èç (53) äëÿ 'n(x) ïîëó÷àåì âûðà�æåíèå âèäà (13), ïðè÷åìun(+) = 2� 1(2�)1=4 r Æn! �2�Æ �(2n+1)=4 �� exp��Æ �I1 + �n2 I2�� ;I1Æ = 1Z0 [1�p1� v(x)℄ dx;I2Æ = lims!0241Æ ln(sÆ) + 1Zs v(x) dxp1� v(x)35 ; (54)
995 15*



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004ñ �n èç (52). Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ÷åòíîãî ïîòåíöè�àëà un(�) = (�1)nun(+).Êàê ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ,äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïîòåíöèàëîâ ïðè n � 1 �àê�òè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé �n ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà �a=n, òàê ÷òî,íàïðèìåð, ¾ìàëûì¿ ýíåðãèÿì îòâå÷àåò �a � n(ïðè ýòîì âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà 1� �a� n).Ñëó÷àé ïðîìåæóòî÷íûõ ýíåðãèé �a � n� 1 ìîæåòáûòü ðàññìîòðåí ñ ïîìîùüþ êâàçèêëàññè÷åñêîãîïðèáëèæåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî ñòàíäàðòíîìó [1℄. Ñîîò�âåòñòâóþùåå ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ÷åòíûõ ïî�òåíöèàëîâ èìååò âèäx1Z0 p"� �nv(x) dx = �n+ 12� �2 ;ãäå x1�íóëü ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ.7. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉÏóñòü â ïîòåíöèàëå U(x) = U0v(x) èìååòñÿ ñâÿ�çàííîå ñîñòîÿíèå ñ âîëíîâîé �óíêöèåé  (0)n (x) èýíåðãèåé "(0)n . Òðåáóåòñÿ íàéòè  n(x) è "n â ñëó÷àå,êîãäà ê ãàìèëüòîíèàíó äîáàâëÿåòñÿ ìàëîå âîçìóùå�íèå V 0(x). Óðàâíåíèå äëÿ  n(x) èìååò âèä 00n(x)+"n n(x)��v(x) n(x) = V (x) n(x);V (x) = 2m~2 V 0(x): (55)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (55) ñ ïîìîùüþðàçëîæåíèÿ  n(x) ïî ïîëíîé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ�óíêöèé f'm(x)g, ââåäåííûõ â ðàçä. 2: n(x) =Xm Anm'm(x): (56)Çäåñü �óíêöèè 'm(x) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2)(ñ çàìåíîé n íà m) ïðè " = "(0)n , ãäå ýíåðãèÿ ñâÿçàí�íîãî ñîñòîÿíèÿ "(0)n îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (19).Ñîîòâåòñòâåííî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ  (0)n (x) ýòîãî ñî�ñòîÿíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 'n(x) (ïðè " = "(0)n ) ñî�ãëàñíî (20).Ïîäñòàâèì (56) â (55), óìíîæèì íà 'k(x) (òàê�æå âçÿòîé ïðè " = "(0)n ) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìx. Â ðåçóëüòàòå ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ (2) èñîîòíîøåíèÿ (5) ïîëó÷èì

("n � "(0)n )Xm hkjmiAnm + (�k � �n)Ank ==Xm hkjV jmiAnm;hkjmi = +1Z�1 'k(x)'m(x) dx;hkjV jmi = +1Z�1 'k(x)V (x)'m(x) dx; (57)
ïðè÷åì, ñîãëàñíî (8) è (20), hnjni = (Cn)�2. Â(57) âåëè÷èíà � â ñèëó óðàâíåíèÿ (19) çàìåíåíà íà�n = �n("(0)n ).Ñèñòåìó óðàâíåíèé (57) ðåøàåì ðàçëîæåíèåì ïîñòåïåíÿì V (x):Anm = A(0)nm +A(1)nm +A(2)nm + : : : ;"n = "(0)n + "(1)n + "(2)n + : : : ;ãäå A(0)nm = CnÆnm ñ Cn èç (20) ïðè " = "(0)n . Â ëèíåé�íîì ïî V (x) ïðèáëèæåíèè èç (57) íàõîäèì"(1)n = hnjV jnihnjni = +1Z�1  (0)n (x)V (x) (0)n (x) dx; (58)÷òî, êàê è äîëæíî áûòü, ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì ðå�çóëüòàòîì, ñì. [1℄. Â òîì æå ïðèáëèæåíèè äëÿ A(1)nmïðè n 6= m èç (57) ïîëó÷àåìn 6= m : A(1)nm = Cn�m � �n [hmjV jni � "(1)n hmjni℄; (59)ãäå "(1)n äàåòñÿ âûðàæåíèåì (58). Èç óñëîâèÿ íîðìè�ðîâêè äëÿ  n(x) â ëèíåéíîì ïî V (x) ïðèáëèæåíèèñëåäóåò ðàâåíñòâîXm hnjmiA(1)nm = 0;îòêóäà ñ èñïîëüçîâàíèåì (59) ìîæåò áûòü íàéäåíêîý��èöèåíò A(1)nn .Â êâàäðàòè÷íîì ïî V (x) ïðèáëèæåíèè èç (57)ïîëó÷àåì"(2)n = (Cn)2Xm 0 1�m � �n [hnjV jmi � "(1)n hnjmi℄�� [hmjV jni � "(1)n hmjni℄; (60)ãäå øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ñëàãàåìîåñ m = n îïóñêàåòñÿ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò996



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :áûòü íàéäåíû êîý��èöèåíòû A(2)nm, à òàêæå ïîïðàâ�êè âûñøèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ "n èAnm. Ïîä÷åðêíåì,÷òî â âûðàæåíèÿ (56)�(60) âõîäÿò �óíêöèè 'n(x) è'm(x), à òàêæå âåëè÷èíû �n è �m, âçÿòûå ïðè ýíåð�ãèè " = "(0)n .Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü ðàçâèòà òàêæåäëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �n è ñîáñòâåííûõ �óíê�öèé 'n(x). Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ 'n(x)èìååò âèä'00n(x) + " 'n(x)� �nv(x)'n(x) = V (x)'n(x):Ëèíåéíàÿ è êâàäðàòè÷íàÿ ïî V (x) ïîïðàâêè ê ñîá�ñòâåííîìó çíà÷åíèþ äàþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæå�íèÿìè�(1)n = �hnjV jni; �(2)n = �Xm 0 hnjV jmihmjV jni�(0)m � �(0)n ;ãäå hnjV jmi � òî æå, ÷òî è â (57). Çäåñü �(0)n è�(0)m � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à 'n(x) è 'm(x) �ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè V (x) = 0è ïðè ïðîèçâîëüíîì ". Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåòîêàçàòüñÿ óäîáíåå ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ äëÿ�n = �(0)n + �(1)n + �(2)n + : : : íàõîäèòü ïîïðàâêè êýíåðãèè ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ èç óðàâíåíèÿ (19).8. ÏÎËß�ÈÇÓÅÌÎÑÒÜÏóñòü ÷àñòèöà ñ çàðÿäîì e íàõîäèòñÿ â îñíîâ�íîì ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè (n = 0), è ýòà ñèñòåìàïîìåùåíà â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íà�ïðÿæåííîñòè E . Òîãäà V 0(x) = �exE , òàê ÷òîV (x) = �(2meE=~2)x. Â ýòîì ñëó÷àå èç (60) ñó÷åòîì h0jxj0i = 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèåäëÿ ïîëÿðèçóåìîñòè � òàêîé ñèñòåìû:� = 4me2~2 (C0)2 1Xn=1 (h0jxjni)2�0 � �n : (61)Çäåñü (C0)2 = d"0=d� è âåëè÷èíû �n,'n(x) áåðóò�ñÿ ïðè " = "0, ãäå "0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ�0(") = �.�àññìîòðèì îäíîìåðíóþ êâàíòîâîìåõàíè÷å�ñêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé èìååòñÿ òîëüêî îäíîñëàáîñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé "0 = ��20,ãäå �0 = j�ja � 1=a, è ñîáñòâåííîé �óíêöèåé'0(x) � �0 exp(��0jxj) ñ �0 èç (26). Ïåðåïèøåì (61)â âèäå (ïðè ýòîì �0 çàìåíÿåì íà �)

� = �4me2~2 d"0(�)d� +1Z�1 x dx'0(x)�� +1Z�1 x0dx0'0(x0) 1Xn=1 'n(x)'n(x0)�n � � :Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (17) äëÿ G0(x � x0), ïðå�îáðàçóåì âõîäÿùóþ â ýòî âûðàæåíèå ñóììó ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:1Xn=1 'n(x)'n(x0)�n � � = G0(x � x0)� '0(x)'0(x0)� ++ � 1Xn=1 'n(x)'n(x0)�n(�n � �) :Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà âêëàäàâ � íå äàåò (â ñèëó h0jxj0i = 0), à òðåòèé ïî ñðàâ�íåíèþ ñ ïåðâûì èìååò ïîðÿäîê (�0a)2 � 1. Òàêèìîáðàçîì, ïðèáëèæåííî èìååì� � �4me2~2 d"0(�)d� +1Z�1 x dx'0(x)�� +1Z�1 x0dx0'0(x0)G0(x� x0):Ïîäñòàíîâêà â ýòî âûðàæåíèå âåëè÷èí '0(x) == (2a)�1=2 exp(��0jxj), "0 = ��20 = �(�a)2 èG0(x� x0) = �(2�0)�1 exp(��0jx� x0j) äàåò� � 54 me2~2�40 ; (62)÷òî òîëüêî ÷èñëåííûì êîý��èöèåíòîì îòëè÷àåòñÿîò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà äëÿ òðåõìåðíîãîñëó÷àÿ � ñì. çàäà÷ó 5 ê � 76 èç [1℄.Ê ðåçóëüòàòó (62) ìîæíî ïðèäòè è äðóãèì ñïîñî�áîì, ñõîäíûì ñ ïðèìåíåííûì â çàäà÷àõ 4 è 5 ê � 76èç [1℄. Â ëèíåéíîì ïî V (x) ïðèáëèæåíèè ïîïðàâêà (1)(x) ê íåâîçìóùåííîé âîëíîâîé �óíêöèè  0(x)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1)00(x) + "0 (1)(x)� �v(x) (1)(x) = V (x) 0(x);V (x) = �Bx; B = 2meE~2 :Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî "(1) = 0 ïðè < 0jxj0 >= 0. Áóäåìèñêàòü  (1)(x) â âèäå  (1)(x) = f(x) 0(x). Òîãäà äëÿf(x) ïîëó÷àåì óðàâíåíèåf 00(x) + 2 00(x) 0(x)f 0(x) = �Bx:997



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004Äëÿ ñëàáîñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ èìååì  0(x) �� (�0)1=2 exp(��0jxj), òàê ÷òîf 00(x) � 2�0f 0(x) signx = �Bx:Èíòåðåñóþùèì íàñ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿ�åòñÿ f(x) = B4�0 �xjxj+ x�0� :Âû÷èñëÿÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòàd = ex:d � 2e +1Z�1 x 0(x) (1)(x) dx = 2e +1Z�1 xf(x)[ 0(x)℄2 dx;ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (62).9. ÄÂÓÕÖÅÍÒ�ÎÂÀß ÇÀÄÀ×ÀÑâîåîáðàçíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé âîçíèêàåò â çà�äà÷å îá îïðåäåëåíèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû,íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå äâóõ îäèíàêîâûõ ïîòåíöèàëü�íûõ ÿì, óäàëåííûõ íà ðàññòîÿíèå l � a äðóã îò äðó�ãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 è x2 (l = x1 � x2 > 0) êîîð�äèíàòû ¾öåíòðîâ¿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ. Ñîáñòâåííûå�óíêöèè '�(x) äâóõöåíòðîâîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿ�þò óðàâíåíèþ'00� (x)+" '�(x) = �� [v(x�x1)+v(x�x2)℄'�(x); (63)Ñîáñòâåííûå �óíêöèè '(i)n (x) � 'n(x�xi) äëÿ óåäè�íåííîé i-é ÿìû ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ (2) ñ çà�ìåíîé x ! x � xi. Êàæäàÿ èç ñèñòåì �óíêöèéf'(i)n (x)g (i = 1; 2) ïîëíà ïðè ëþáûõ x (åñëè v(x) 6= 0ïðè âñåõ x), òàê ÷òî '�(x) ìîæíî ðàçëîæèòü ëèáîïî f'(1)n (x)g, ëèáî ïî f'(2)n (x)g.Öåëåñîîáðàçíåå, îäíàêî, èñêàòü '�(x) â âèäåäâîéíîãî ðàçëîæåíèÿ'�(x) =Xm fA�m'(1)m (x) +B�m'(2)m (x)g: (64)Ïîäñòàâèì (64) â (63), óìíîæèì íà '(1)n (x) == 'n(x � x1) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåì x;àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòóïèì ñ �óíêöèåé'(2)n (x) = 'n(x� x2). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìóóðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ A�n è B�n:

(�n � ��)A�n +Xm (�m � ��)B�mJ (1)mn(�l) == ��Xm fA�mJ (2)nm(�l) +B�mJ (1)nm(l)g;Xm (�m � ��)A�mJ (1)mn(l) + (�n � ��)B�n == ��Xm fA�mJ (1)nm(�l) +B�mJ (2)nm(l)g: (65)
ÇäåñüJ (1)nm(�l) = +1Z�1 'n(x)'m(x� l)v(x) dx;J (2)nm(�l) = +1Z�1 'n(x� l)'m(x� l)v(x) dx: (66)Ïðè l � a, èñïîëüçóÿ äëÿ 'n(x) àñèìïòîòè÷åñêîåâûðàæåíèå (13), äëÿ J (1)nm è J (2)nm ïîëó÷àåìJ (1)nm(�l) � ��mum(�)un(�)2� e��l;J (2)nm(�l) � �nun(�)2� �mum(�)2� e�2�l �� +1Z�1 e�2�xv(x) dx: (67)Ïåðåêðûòèåì ïîòåíöèàëîâ ïðåíåáðåãàåì, ñ÷èòàÿ èõêîðîòêîäåéñòâóþùèìè; â ñëó÷àå v(x) ñ àñèìïòîòè�êîé âèäà (35) äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèåóñëîâèÿ � <  � 1=a. Ýòî æå óñëîâèå îáåñïå÷èâà�åò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â (67).�àññìîòðèì ñîñòîÿíèå �, ¾áëèçêîå¿ ê íåâîçìó�ùåííîìó ñîñòîÿíèþ n. Ïóñòü �l � 1, òàê ÷òîâ (65) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè(�n � ��) J (1)nm è J (2)nm, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíûexp(�2�l). Òó æå ñòåïåíü ìàëîñòè èìåþò ÷ëåíû ñm 6= n. Â ðåçóëüòàòå èç (65) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èñêîìîéâåëè÷èíû �� èìåþòñÿ äâà ðåøåíèÿ �n� (� = 1; 2),êîòîðûì îòâå÷àþò B�n=A�n = �(�1)�:�n� = �nf1 + (�1)�Jng (� = 1; 2);Jn = � 12��nun(+)un(�) e��l: (68)Ó÷åò îòáðîøåííûõ â (65) ñëàãàåìûõ äàåò âîçìîæ�íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûì îáðàçîì íàõîäèòü âûñøèåïîïðàâêè ê (68).Ïîäñòàíîâêà (68) â óðàâíåíèå (19) ïîçâîëÿåò íàé�òè ñîîòâåòñòâóþùèå óðîâíè ýíåðãèè"n�(l) = "n + (�1)� 2�nAn(+)An(�) e��nl(� = 1; 2): (69)998



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :Çäåñü An(�) � êîý��èöèåíòû â àñèìïòîòèêàõ (21)äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè  n(x) ñâÿçàííîãî ñîñòîÿ�íèÿ â îòäåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ ýíåðãèåé"n = ��2n, îïðåäåëÿåìîé èç óðàâíåíèÿ �n(") = �.Óðîâíÿì ýíåðãèè (69) îòâå÷àþò âîëíîâûå �óíêöèè n�(x) = 1p2f n(x� x1)� (�1)� n(x� x2)g;ñîâïàäàþùèå ñ èñïîëüçóåìûìè ïðè ñòàíäàðòíîìïîäõîäå ê äâóõöåíòðîâîé çàäà÷å.�àññìîòðèì ðàñùåïëåíèå óðîâíÿ ñ n = 0 ïðèl � a, �a � 1 è �l � ïðîèçâîëüíîì. Â ýòîì ñëó÷àåèç (67) ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàçä. 5 èìååìJ (1)00 (�l) � e��l; J (2)00 (�l) � e�2�l:Òîãäà, îïóñêàÿ â (65) ÷ëåíû ñ m 6= 0, ìàëûå ïî ïà�ðàìåòðó �a� 1, ïîëó÷èì�0� � �01� (�1)� exp(��l) ; (70)ãäå �0 = ��=a. Èç (70) ñëåäóåò, ÷òî ïðè j�ja2 << a=l� 1 èìååòñÿ îäíî, à ïðè a=l < j�ja2 � 1 � äâàñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ �l � 1 (70) ñîâïàäàåò ñ(68) ïðè n = 0 è �a � 1. �åçóëüòàò (70) ÿâëÿåòñÿòî÷íûì äëÿ ïàðû äåëüòà-�óíêöèîííûõ ¾ïîòåíöèà�ëîâ¿ âèäà v(x) = 2aÆ(x), íàõîäÿùèõñÿ äðóã îò äðóãàíà ðàññòîÿíèè l.10. ÔÓÍÊÖÈß ��ÈÍÀÔóíêöèÿ �ðèíà G(x; x0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå�íèþ� �2�x2 + "� �v(x)� G(x; x0) = Æ(x� x0): (71)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (71) èùåì ñ ïîìîùüþ ðàçëîæå�íèÿ ïî ñèñòåìå �óíêöèé f'n(x)g. Â ðåçóëüòàòå ïî�ëó÷àåì G(x; x0) =Xn 'n(x)'n(x0)�n � � : (72)Ïðè � = 0 èç (72) ñëåäóåò ðàçëîæåíèå (17) äëÿ íó�ëåâîé �óíêöèè �ðèíà G0(x� x0). Ñ ó÷åòîì (17) âû�ðàæåíèå äëÿ G(x; x0) ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàêæå ââèäåG(x; x0) = G0(x� x0) + �Xn 'n(x)'n(x0)�n(�n � �) ; (73)ýêâèâàëåíòíîì (72).

Äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì äåé�ñòâèÿ, êîãäà v(x) = 0 âíå èíòåðâàëà (x1; x2), ðàç�ëîæåíèÿ (72) è (17) èìåþò ìåñòî, åñëè õîòÿ áû îäíàèç êîîðäèíàò (x èëè x0) ïðèíàäëåæèò (x1; x2); ïðèýòîì âòîðàÿ êîîðäèíàòà ïðîèçâîëüíà. Åñëè æå îáåêîîðäèíàòû ëåæàò âíå (x1; x2), òî ðàçëîæåíèé (72)è (17) íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿG(x; x0) ñïðà�âåäëèâî âûðàæåíèå (73) ñ G0(x � x0) èç (11) � ñð.ñ [7℄.Çàïèøåì óðàâíåíèå (71) â èíòåãðàëüíîì âèäåG(x; x0) = G0(x � x0) ++ � +1Z�1 G0(x� x1)v(x1)G(x1; x0) dx1:Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ � ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòüðåøåíî èòåðàöèÿìèG(x; x0) = G0(x � x0) +G(1)(x; x0) ++G(2)(x; x0) + : : : ; (74)G(k)(x; x0) = � +1Z�1 G0(x� x1)v(x1)��G(k�1)(x1; x0) dx1 (k � 1); (75)ãäå G(k)(x; x0) ñîäåðæèò k�þ ñòåïåíü �. �àçëîæå�íèå (74), (75) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòíóþ òå�îðèþ âîçìóùåíèé, ïðèìåíèìóþ â îäíîìåðíîì ñëó�÷àå ïðè j�ja2 � �a èëè â îáû÷íûõ åäèíèöàõ:jU j � (~2=ma2)�a (ñì. [1, � 45℄).Èç îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè �ðèíà (72)èëè (73) ïðè � ! 0 ñëåäóåò ðàçëîæåíèå âèäà (74),ãäå â äàííîì ñëó÷àåG(k)(x; x0) = (�)k Xn 'n(x)'n(x0)(�n)k+1 (k � 1): (76)Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó (75) è (76) çà�ìåíèì â óðàâíåíèè (12) x0 íà x1, çàòåì óìíîæèì åãîíà �k'n(x0)(�n)�(k+1) è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì n. Âðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ(75), òàê ÷òî ðàçëîæåíèÿ (74), (75) è (74), (76) ýê�âèâàëåíòíû. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàçëîæåíèÿ (74),(76) íåîáõîäèìî, ÷òîáû j�=�nj � 1 äëÿ âñåõ n, â òîì÷èñëå è äëÿ n = 0. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàçä. 5,ïðè �a � 1 èìååì j�0j � �=a � j�nj � 1=a2. Ïîýòî�ìó ïðè �a� 1 óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ðàçëîæåíèÿ(74), (76) ÿâëÿåòñÿ j�j � j�0j èëè j�ja2 � �a, ÷òîñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì, ïðèâåäåííûì âûøå.999



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004Òàêèì îáðàçîì, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîòåíöè�àëüíóþ ýíåðãèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìó�ùåíèå (ïðè �a � 1) òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè âåñüìàæåñòêîãî óñëîâèÿ j�ja2 � �a� 1. Íåòðóäíî âèäåòü,îäíàêî, ÷òî âûäåëåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ n = 0 ïîçâîëÿåòðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùå�ãî ðàçëîæåíèÿ, ñäåëàâ åå òàêîé æå, êàê è â òðåõìåð�íîì ñëó÷àå: j�ja2 � 1 (ïðè �a� 1).Âûäåëèì â (73) âêëàä ñîñòîÿíèÿ ñ n = 0:G(x; x0) = G0(x� x0) ++ ��0(�0 � �) '0(x)'0(x0) + eG(x; x0);eG(x; x0) = �Xn6=0 'n(x)'n(x0)�n(�n � �) : (77)Ïðè n 6= 0 è �a � 1 èìååì j�nj � 1=a2, òàê ÷òîïðè j�ja2 � 1 âåëè÷èíó eG(x; x0) ìîæíî ðàçëîæèòüïî ñòåïåíÿì �:eG(x; x0) = �Xn6=0 'n(x)'n(x0)(�n)2 ++ �2Xn6=0 'n(x)'n(x0)(�n)3 + : : :Âõîäÿùèå â ýòî ðàçëîæåíèå ñóììû ìîãóò áûòü, êàêè âûøå, âûðàæåíû (ïóòåì äîáàâëåíèÿ è âû÷èòàíèÿñîñòîÿíèÿ ñ n = 0) ÷åðåç G(k)(x; x0) èç (75). Â ðå�çóëüòàòå ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ �óíêöèè �ðè�íà ïðèìåò âèäG(x; x0) = G0(x�x0)+ ��0(�0��)'0(x)'0(x0)++ �8<: +1Z�1 G0(x � x1)v(x1)G0(x1 � x0) dx1�� '0(x)'0(x0)(�0)2 9=;+ : : : (78)ñ àíàëîãè÷íîé ¾ïåðåíîðìèðîâêîé¿ â ÷ëåíàõ âûñøå�ãî ïî � ïîðÿäêà. Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè (78) ÿâëÿ�åòñÿ j�ja2 � 1 ïðè �a� 1.Äëÿ ¾ïîòåíöèàëà¿ v(x) = 2aÆ(x) èìååòñÿòîëüêî îäíî ñîñòîÿíèå ñ �0 = ��=a è '0(x) == (2a)�1=2 exp(��jxj). Â ýòîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíîóáåäèòüñÿ, òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíàäàåòñÿ �îðìóëîé (77) ñ eG(x; x0) = 0 (ñð. ñ çàäà÷àìè2.45 è 2.46 èç [9℄).

11. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ Ï�ÎÕÎÆÄÅÍÈßÌÅÄËÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ�àññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ïëîñêîé âîë�íû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (èëè íàä ïîòåíöè�àëüíîé ÿìîé). Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ �óíêöèþ â âè�äå  (x) = eikx + F (x)eikjxj: (79)Àìïëèòóäà ïðîøåäøåé (d) è îòðàæåííîé (r) âîëíâûðàæàþòñÿ ÷åðåç F (x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:d = 1 + F (+1); r = F (�1):Ïîäñòàíîâêà (79) â (1) (ïðè " = k2 > 0) äàåòF 00(x) + 2ik F 0(x) signx� �v(x)F (x) ++ 2ik F (0)Æ(x) = �v(x) exp(ik(x� jxj)): (80)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (80) èùåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïîñèñòåìå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñîñòîÿíèé ñ íóëåâîéýíåðãèåé f�n(x)g:F (x) =Xm Fm�m(x):Äëÿ êîý��èöèåíòîâ Fn îáû÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåìñèñòåìó óðàâíåíèé(�n � �)Fn + 2ikXm MmnFm == � +1Z�1 eik(x�jxj)�n(x)v(x) dx; (81)ãäå Mmn � òî æå, ÷òî è â (43).Ïðè k ! 0 (ka � 1) èùåì Fn ñ ïîìîùüþ ðàçëî�æåíèÿ ïî ñòåïåíÿì k: Fn = F (0)n + F (1)n + F (2)n + : : :Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èìååì F (0)n = �p2a Æn0,F (0)(x) = �1, òàê ÷òî ïðè k = 0 ïðîøåäøàÿ âîëíàî÷åâèäíûì îáðàçîì îòñóòñòâóåò. Â ëèíåéíîì ïî kïðèáëèæåíèè äëÿ d(1) íàõîäèìd(1) = � ik�a�1 + �2 +1Z�1 (x� jxj)v(x) dx �� 2�a Xn6=0 1�n ��n(0) + ��n � � �n(�1)� �n(+1)�:Èñêëþ÷àÿ îòñþäà èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ñ ïîìîùüþ ñî�îòíîøåíèÿ (30), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîd(1) = 2ik 1Xn=0 �n(�1)�n(+1)�n � � : (82)1000



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :Èç (82) ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿD = jdj2 / k2 ïðè k ! 0, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ [1℄ (ñì.çàäà÷ó 5 ê � 25).Ïðè j�ja2 � 1 èç (82) ïîëó÷àåì âûðàæåíèåd � �ik=(�a), ñïðàâåäëèâîå ïðè ka � j�ja2. Åñëèæå ka � j�ja2 � 1, òî ïðè îïðåäåëåíèè F0 â ëåâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (81) ñëåäóåò íàðÿäó ñ � ó÷åñòü ÷ëåí� k=a, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àåd � ikik � �a:Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äëÿ v(x) = 2aÆ(x).Êàê ñëåäóåò èç (82), äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ(� < 0) ïðè �! �n (äëÿ n 6= 0) â âåëè÷èíå d èìååò�ñÿ ðàñõîäèìîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè íàõîæäåíèè Fn(n 6= 0) â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (81) ñëåäóåò íàðÿäóñ (�n � �) óäåðæàòü ÷ëåí � k=a. Â ðåçóëüòàòå ïðèj�� �nja2 � 1 è ka� 1 ïîëó÷àåìd � 2ik �n(�1)�n(+1)�n � �+ 2ikMnn (83)ñMnn èç (43). Ïðè ka� j�� �nja2 � 1 âåëè÷èíà jdjìàë�à: jdj � 1. Åñëè æå j�� �nja2 � ka � 1, òî èç(83) ñëåäóåò, ÷òî jdj � 1, à äëÿ ÷åòíîãî ïîòåíöèàëàjdj � 1. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå êî�ý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèö àíîìàëüíî âåëèê,õîòÿ ñàì ïîòåíöèàë íå ìàë: j�ja2 � j�nja2 > 1.Â òîì æå ïðèáëèæåíèè (j�� �nja2 � ka� 1)äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè  (x) â îáëàñòè x < 0 èìå�åì (ïðè ÷åòíîì ïîòåíöèàëå)x < 0 :  (x) � eikx � �1� �n(x)�n(�1)� e�ikx: (84)Ñëåäîâàòåëüíî, â àñèìïòîòè÷åñêîì (ïðè x ! �1)âûðàæåíèè äëÿ  (x) îòðàæåííàÿ âîëíà îòñóòñòâóåò.Â òî æå âðåìÿ ïðè jxj < a âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ìîæåòñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ïàäàþùåé ïëîñêîé âîë�íû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âûðàæåíèå (83) (òî÷íåå, åãîàíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ïëîñêîñòü êîìïëåêñ�íîãî ") èìååò ïîëþñ ïðè " = "n. Çäåñü "n � ýíåðãèÿñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç óðàâíåíèÿ(19) ñ �n(") = �n+�(1)n ("), ãäå �(1)n (") äàåòñÿ �îðìó�ëîé (44).Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà (� > 0) êîý���èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè �.Ïðè �a2 � 1 â ñóììå èç (82) ñóùåñòâåííû n � 1.Äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêîéâèäà (35) ñîîòâåòñòâóþùèå êâàçèêëàññè÷åñêèå âû�ðàæåíèÿ äëÿ �n è �n(�1) íàéäåíû â ðàçä. 4. Ïîä�

ñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (82) è èñïîëüçóÿ èçâåñòíîåðàçëîæåíèå [10℄1h �x2 = 4� 1Xn=0(�1)n 2n+ 1(2n+ 1)2 + x2 ;íàéäåì d(1) � �ik � 1h(bp� )ñ b èç (38). Ïðè b � a èìååì bp� � 1, òàê ÷òî äëÿd(1) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîd(1) � �ik 2� exp8<:�p� +1Z�1 pv(x) dx9=;(p�a� 1; ka� 1): (85)12. ÒÎ×ÍÎ �ÅØÀÅÌÛÉ Ï�ÈÌÅ�Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàñ�ñìîòðèì ïîòåíöèàëv(x) = 1h2 x; (86)äëÿ êîòîðîãî ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ÿâíî â ñðàâíèòåëüíîïðîñòîì âèäå. Óðàâíåíèå (2) ñ v(x) èç (86) ðåøàåòñÿòàê æå, êàê â çàäà÷å 5 ê � 23 èç [1℄. Äëÿ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:�n = �2�n+ �����n+ 1 + �� (n = 0; 1; 2; : : : ): (87)Èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå �óíêöèè, íîðìèðî�âàííûå ñîãëàñíî (5):'n(x) = Bn �1� �2�(2%�1)=4 � C%n(�);� = th x;Bn = 2% �(%) � (n+ %)n!2��(n+ 2%)�1=2 ;% = 12 + � ; (88)ãäå C%n(�) � ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà [10�12℄.Ñîãëàñíî [10�12℄, ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà C%n(�)îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì w(�) = (1��2)(2%�1)=2, à �óíê�öèè�%n(�) = 2%�(%) � (n+%)n!2��(n+2%)�1=2 (1��2)(2%�1)=4C%n(�)1001



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ è ïîëíóþ (çàìêíó�òóþ) ñèñòåìó íà èíòåðâàëå (�1 < � < +1), òàê ÷òî1Xn=0�%n(�)�%n(�0) = Æ(� � �0):Ïîýòîìó äëÿ ñèñòåìû �óíêöèé f'n(x)g, îïðåäåëåí�íûõ â (88), èìååì1Xn=0'n(x)'n(x0) = Æ(� � �0) = Æ(x� x0)v(x) ; (89)÷òî ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì ïîëíîòû (7).�àâåíñòâî (89) ìîæåò áûòü âûâåäåíî ñëåäóþùèìîáðàçîì. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Êðèñòî��å�ëÿ�Äàðáó (ñì. [10�12℄) ïðîâåäåì â ëåâîé ÷àñòè (89)ñóììèðîâàíèå îò n = 0 äî n = N . Çàòåì, èñïîëüçóÿàñèìïòîòèêó äëÿ C%n(�) ïðè N � 1 (ñì. [11℄), ñî�âåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä N ! 1. Â ðåçóëüòàòåïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ (89).Ïðè x! +1 èìååì � � 1�2 exp(�2x) è èç (88)ñëåäóåòx! +1 : 'n(x) � Bn C%n(1) 2(2%�1)=2 exp(��x):Îòñþäà ñ ó÷åòîì (13) è âûðàæåíèÿ äëÿ C%n(1)èç [10; 11℄ ïîëó÷àåìun(+) = � ��n 2(4%+1)=2 �� �(%)�(2%) � (n+ %)�(n+ 2%)2� n! �1=2 (90)ñ % èç (88). Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ un(�) èìååìun(�) = (�1)n un(+). Èç (90) ïðè �! 0 íàõîäèìu(0)0 (�) =r 2 ; u(1)0 (�) = 0;n 6= 0 : u(0)n (�) = 0;u(1)n (+) = �2��n s�n+ 12�: (91)Ïðè �!1 èç (90) ïîëó÷àåì�!1 : un(+) � 2� 1(2�)1=4 ��r n! �2� �(2n+1)=4 exp�� ln 2� : (92)Òàê êàê ïðè %!1 è � ! 0 èìååì (ñì. [10; 11℄)C%n(�) � %n=2n! Hn(�p% );

ãäå Hn(z) � ïîëèíîìû Ýðìèòà, èç (88) íàõîäèì'n(x) � ��� �1=4 �� 1p2nn! exp(�(�=2)x2)Hn(xp�): (93)Âûðàæåíèå (93) ñïðàâåäëèâî ïðè �= � 1 äëÿ n = 0è �= � n äëÿ n > 0, à òàêæå ïðè jxj � 1.Â ïðåäåëå � ! 0 èç (88) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâàC1=2n (�) = Pn(�) (ñì. [10; 11℄), ãäå Pn(�) � ïîëèíîìûËåæàíäðà, äëÿ �n(x) = 'n(0;x) ïîëó÷àåì�n(x) =s�n+ 12�Pn(�); � = th x (94)è �n = �2n(n+1) äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñèñ-òåìà �óíêöèé (94) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàí�íîé ñ âåñîì (86) è ïîëíîé (çàìêíóòîé). Òàê êàêPn(1) = 1, Pn(�1) = (�1)n [10; 11℄, èç (94) ñëåäóåò�n(+1) =s �n+ 12�;�n(�1) = (�1)n �n(+1): (95)Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ Pn(0) (ñì. [10; 11℄), èç (94)íàõîäèì�n(0) =s� �n+ 12� ��n2 + 12���n2 + 1� os n�2 :Îòñþäà äëÿ áîëüøèõ n ïîëó÷àåìn� 1 : �n(0) �r2� os n�2 : (96)Äëÿ êîíñòàíò, ââåäåííûõ â (18), (38), (32), (52) è(54), â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà (86) èìååìa = 1 ; b = � ; I = 43 ;Æ = ; I1 = ln 2; I2 = 0: (97)C ó÷åòîì (97) âûðàæåíèÿ (87), (91)�(93), (95) è(96) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìèèç ðàçä. 4�6.Ïðîõîæäåíèå ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûéáàðüåð âèäà (86) ðàññìîòðåíî â çàäà÷å 4 ê � 25èç [1℄. Èñïîëüçóÿ ýòî ðåøåíèå, äëÿ àìïëèòóäûïðîøåäøåé âîëíû d íàõîäèìd = ��s+ 1� i(k=)����s� i(k=)���1� i(k=)����i(k=)� ;s = 12 ��1 +r1� 4�2 � ; (98)1002



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :Â ëèíåéíîì ïî k ïðèáëèæåíèè èç (98) ñëåäóåòd(1) = �ik � 1os��2r1� 4�2 � : (99)Ê ýòîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâîäèò ïðè èñïîëüçîâàíèèðàâåíñòâà (84) ïîäñòàíîâêà �n = �2n(n + 1) è�n(�1) èç (95) â �îðìóëó (82). Ñîîòâåòñòâåííî ïðè� > 0 è �=2 � 1 èç (99) ñëåäóåò âûðàæåíèå (85) ñb = �=.Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòüÂ. ß. Êðèâíîâó çà îáñóæäåíèå ðàáîòû.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÇàäà÷à î ñîáñòâåííûõ �óíêöèÿõ è ñîáñòâåííûõçíà÷åíèÿõ ìîæåò áûòü ðåøåíà äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõïîòåíöèàëîâ. Â äîïîëíåíèå ê ðàçä. 12 ïðèâåäåì äëÿñïðàâîê ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ òðåõ òî÷�íî ðåøàåìûõ ñëó÷àåâ.1. Äëÿ ïîòåíöèàëàv(x) = e�2jxj (A.1)èìååì ñëåäóþùóþ ïîäñèñòåìó ñèììåòðè÷íûõ (÷åò�íûå ñîñòîÿíèÿ) ñîáñòâåííûõ �óíêöèé:'sn(x) = AsnJ� ��sne�jxj� ;� = � ; �sn = 1p��sn; (A.2)ãäå J�(z)� �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ �sn îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿJ 0�(�sn) = 0 (A.3)ñ �sn èç (A.2). Íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò Asníàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ (5)Asn = �snJ�(�sn)r �2sn � �2 : (A.4)Àíòèñèììåòðè÷íûå (íå÷åòíûå ñîñòîÿíèÿ) ñîá�ñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä'an = AanJ� ��ane�jxj� signx;� = � ; �an = 1p��an: (A.5)Óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �an:J�(�an) = 0 (A.6)

ñ �an èç (A.5). Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëüAan = � pJ 0�(�an) = pJ�+1(�an) : (A.7)Äëÿ êîíñòàíò a, b è I â äàííîì ñëó÷àå èìååìa = 12 ; b = 2 ; I = 343 :Îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñèñòåìû (A.2)�(A.7) ïðî�âåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïîëíîòà äàííîé ñèñòå�ìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé Ôó�ðüå�Áåññåëÿ è Äèíè [11℄.2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîòåíöèàëà ñ êîíå÷íûìðàäèóñîì äåéñòâèÿ ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëüíóþ ÿìóâèäà v(x) = �(a� jxj); (A.8)ãäå �(x) = 1 ïðè x > 0 è �(x) = 0 ïðè x < 0.Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé èìååìjxj < a : '(i)sn(x) = Asn os(�snx);�sn =p��sn � �2;jxj > a : '(e)sn (x) = Bsn exp(��(jxj � a));Bsn = Asn os(�sna);Asn = �a� ��sn ��1=2 : (A.9)
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �sn îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíå�íèÿ �sn tg(�sna) = � (A.10)ñ �sn èç (A.9).Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèéèìååìjxj < a : '(i)an(x) = Aan sin(�anx);�an =p��an � �2;jxj > a : '(e)an (x) == Ban exp(��(jxj � a)) signx;Ban = Aan sin(�ana);Aan = �a� ��an ��1=2 : (A.11)
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �an îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíå�íèÿ �an tg(�ana) = �� (A.12)ñ �an èç (A.11).Ñèñòåìà �óíêöèé (A.9)�(A.12) îðòîíîðìèðîâàíàè ïîëíà â èíòåðâàëå (�a < x < a).1003



Á. ß. Áàëàãóðîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 20043. Äëÿ ïîòåíöèàëàv(x) = a40(x2 + a20)2 (A.13)ìîãóò áûòü íàéäåíû ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé ñ íóëåâîé ýíåðãè�åé. ×åòíûì ñîñòîÿíèÿì ñ " = 0 îòâå÷àþò ñèììåòðè÷�íûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè�sn(x) =s 2�a30 ��qx2 + a20 os�(2n+ 1) artg xa0 � (A.14)ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè�sn = � 1a20 [(2n+ 1)2 � 1℄ == � 4a20 n(n+ 1) (n = 0; 1; 2; : : : ): (A.15)Èç (A.14) ñëåäóåò�sn(+1) = �sn(�1) == (�1)n(2n+ 1)r 2�a0 ; �sn(0) =r 2�a0 : (A.16)Íå÷åòíûì ñîñòîÿíèÿì ñ " = 0 îòâå÷àþò àíòèñèì�ìåòðè÷íûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè�an(x) =s 2�a30qx2 + a20 sin �2n artg xa0 � (A.17)ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè�an = � 1a20 [(2n)2 � 1℄ (n = 1; 2; : : : ): (A.18)Èç (A.17) ñëåäóåò�an(+1) = ��an(�1) == (�1)n+1 � 2nr 2�a0 ; �an(0) = 0: (A.19)Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé f�sn(x); �an(x)g îðòî�íîðìèðîâàíà (ñîãëàñíî (23)) è ïîëíà.�åçóëüòàòû ðàçä. 5 è 6 ïîçâîëÿþò âûéòè çà ðàì�êè ñëó÷àÿ " = 0. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíñòàíò âäàííîì ñëó÷àå èìååìa = �a04 ; b = �a0; I = 3�4 a30;I1 = 2�p2 ln(1 +p2) � 0:75;I2 = 2 ln 2�p2 ln(1 +p2) � 0:14:

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÑîñòîÿíèÿ ñ áîëüøèìè j"j äëÿ ¾óãëîâàòûõ¿ (âòî÷êå ìèíèìóìà) ïîòåíöèàëîâ äîëæíû áûòü ðàñ�ñìîòðåíû çàíîâî. Ïóñòü ÷åòíàÿ �óíêöèÿ v(x) ïðèx! 0 ëèíåéíî ìåíÿåòñÿ ñ x:v(x) = 1� 2jxj+ : : : �jxj � 1� ; (B.1)ãäå  � 1=a. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) â îáëàñòèjxj � a ñ ó÷åòîì (51) è (B.1) ïðèíèìàåò âèä'00n(x) � 2�2�jxj � �n2 �'n(x) = 0: (B.2)Ñîáñòâåííûå �óíêöèè 'sn(x) ÷åòíûõ ñîñòîÿíèé ñèì�ìåòðè÷íû ïî x:'sn(x) = Bsn���s(x)�;�s(x) = (2�2)1=3�jxj � �sn2 � ;Bsn = �2�2�1=6p2z0n�(�z0n) : (B.3)Çäåñü �(z) � �óíêöèÿ Ýéðè, îïðåäåëåííàÿ ñîãëàñ�íî [1℄:�(z) = p�Ai(z) = 1p� 1Z0 os�zt+ 13 t3� dt: (B.4)Ïîïðàâêà �sn (ñì. (51)) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ�0��s(0)� = 0 è èìååò âèä�sn = �2� �2=3 z0n: (B.5)Â (B.3) è (B.5) ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà z0n � íóëè ïðî�èçâîäíîé �0(�z).Äëÿ íå÷åòíûõ ñîñòîÿíèé ñîáñòâåííûå �óíêöèè'an(x) àíòèñèììåòðè÷íû:'an(x) = Ban���a(x)� signx;�a(x) = (2�2)1=3�jxj � �an2 � ;Ban = �2�2�1=6p2�0(�zn) : (B.6)1004



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Î êâàíòîâàíèè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà : : :Ïîïðàâêà�an îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ���a(0)� = 0è èìååò âèä �an = �2� �2=3 zn: (B.7)Â (B.6) è (B.7) ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà zn � íóëè�óíêöèè �(�z). Ïðè âû÷èñëåíèè íîðìèðîâî÷íûõêîý��èöèåíòîâ â (B.3) è (B.6) èñïîëüçîâàíî ðàâåí�ñòâî Z [�(z)℄2 dz = z[�(z)℄2 � [�0(z)℄2; (B.8)ëåãêî ïðîâåðÿåìîå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ äëÿ �(z):�00(z)� z�(z) = 0.Ïðè íåìàëûõ x äëÿ �óíêöèè 'n(x) ïðèìåí�èìîêâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (x� x0 > 0):'n(x) = Dn4p�nv(x)� " �� exp8<:� xZx0 p�nv(t)� " dt9=; : (B.9)Çäåñü x0 � íóëü ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ:x0 � �n=(2) � a. Èç ¾ñøèâêè¿ (B.9) ñ (B.3) è(B.6) â îáëàñòè x0 � x � a íàõîäèì êîý��èöè�åíò Dn: Dn = 12 �2�2�1=6Bn: (B.10)Ïðè âûâîäå (B.10) äëÿ �(z) èñïîëüçîâàíà àñèìïòî�òèêà [1℄z ! +1 : �(z) � 12z1=4 exp��23 z3=2� : (B.11)Ïðè x! +1 �óíêöèÿ (B.9) ïðèíèìàåò âèä (13),ãäå ñ ó÷åòîì �n � ��2un(+) � 1� �2� �1=6 ��Bn exp��a�I3 + �n2 I4�� ; (B.12)I3 = 1a 1Z0 [1�p1� v(x) ℄ dx;I4 = 1a 1Z0 v(x) dxp1� v(x) : (B.13)
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