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ÊÀÑÊÀÄÍÛÅ Ï�ÎÖÅÑÑÛ ÏÎÒÅ�Ü ÝÍÅ��ÈÈÍÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ ÆÅÑÒÊÈÕ ÔÎÒÎÍÎÂÌ. Õ. Õîêîíîâ *Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Õ. Ì. Áåðáåêîâà360004, Íàëü÷èê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26 ìàðòà 2004 ã.Ìåòîäîì êàñêàäíûõ óðàâíåíèé èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ïðîöåññà ïîòåðü ýíåðãèè (ñòðàããëèíã) ïðè ïðîõîæäå-íèè ÷àñòèö ÷åðåç âåùåñòâî. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ìíîãî�îòîííûì ïðîöåññàì èçëó÷åíèÿ ðåëÿòè-âèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ â àìîð�íûõ ñðåäàõ è â îðèåíòèðîâàííûõ êðèñòàëëàõ. Íàéäåíû íîâûå àíàëèòè÷å-ñêèå ðåøåíèÿ êàñêàäíûõ óðàâíåíèé è ðàçâèò ìåòîä èõ ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé âûðàçèòü ðåçóëüòàò ÷åðåçáûñòðîñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû. Ïîêàçàíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå óðàâíåíèå Ëàíäàó äëÿ �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïî ïîòåðÿì ýíåðãèè ìîæåò áûòü ïîëåçíûì äëÿ àíàëèçà ïðîöåññîâ, ïðè êîòîðûõ òåðÿþòñÿýíåðãèè, ñîèçìåðèìûå ñ ïåðâîíà÷àëüíîé ýíåðãèåé ÷àñòèö. Äåòàëüíî àíàëèçèðóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûåðåçóëüòàòû äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 150 �ýÂ â îðèåíòèðîâàííûõ êðèñòàëëàõ.PACS: 41.60.-m, 41.60.Ap, 78.70.-g1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÓëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ýëåêòðîí, ïîïàäàÿ â ñðå�äó èëè âî âíåøíåå ïîëå, ìîæåò èçëó÷àòü �îòîíû,ýíåðãèÿ êîòîðûõ ! ñîèçìåðèìà ñ ïåðâîíà÷àëüíîéýíåðãèåé ýëåêòðîíà E0. Â ýòîì ñëó÷àå òàêèå âåëè÷è�íû êàê ñðåäíèå ïîòåðè íà èçëó÷åíèå h�Ei èëè äàæåñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ �ëóêòóàöèÿ h(�E)2i íå äàþòàäåêâàòíîé êàðòèíû õàðàêòåðà ýíåðãåòè÷åñêèõ ïî�òåðü èç-çà ñèëüíîãî ðàçáðîñà (ñòðàããëèíãà) ýëåêòðî�íîâ ïî ýíåðãèÿì íà âûõîäå. Â ýòèõ óñëîâèÿõ òðåáóåò�ñÿ çíàòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïîòåðÿì ýíåð�ãèè p(y; t), ãäå y � ïîòåðè ýíåðãèè, t � âðåìÿ. Â òà�êîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà Áåòå è�àéòëåðîì óæå â èõ ïèîíåðñêîé ðàáîòå [1℄, ãäå áûëèäàíû ïðîñòûå, íî âåñüìà ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿäëÿ p(y; t). Äðóãîé âàæíûé ñëó÷àé êàñàåòñÿ èîíèçà�öèîííûõ ïîòåðü ýíåðãèè â îòíîñèòåëüíî òîíêèõ ìè�øåíÿõ, êîãäà ïîòåðè ýíåðãèè ìíîãî ìåíüøå ýíåðãèèïó÷êà. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî Ëàíäàó [2℄, ðàñïðå�äåëåíèå p(y; t) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç èíòåãðàëüíî�ãî óðàâíåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ ñòàíäàðòíîãî òèïà. Çàäà÷à ïðè ýòîì ñòàâèòñÿòàê: çíàÿ äè��åðåíöèàëüíóþ âåðîÿòíîñòü âçàèìî�äåéñòâèÿ íà áåñêîíå÷íî ìàëîì îòðåçêå âðåìåíè (ïó�*E-mail: khokon6�mail.ru

òè) �(y) dt, íàéòè âåðîÿòíîñòü p(y; t), îòíåñåííóþ êêîíå÷íîìó âðåìåííîìó èíòåðâàëó. �åøåíèå Ëàíäàóñîîòâåòñòâóåò ðåçåð�îðäîâñêîìó äè��åðåíöèàëüíî�ìó ñå÷åíèþ ïîòåðü ýíåðãèè íà åäèíèöå äëèíû, êîãäà�(y) � 1=y2. Ïðè ýòîì ââîäèëîñü îãðàíè÷åíèå ñî ñòî�ðîíû ìàëûõ ïîòåðü ýíåðãèè, êîãäà y ! 0.Â ïðèëîæåíèÿõ ê çàäà÷àì îá èçëó÷åíèè �(y)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ çàåäèíèöó âðåìåíè. Â ñëó÷àå òîðìîçíîãî èçëó÷å�íèÿ â àìîð�íîé ñðåäå òàêîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ� = �BHN, ãäå �BH � ñå÷åíèå Áåòå � �àéòëåðà [1℄,N � ÷èñëî àòîìîâ ñðåäû â åäèíèöå îáúåìà,  �ñêîðîñòü ñâåòà. Îäíàêî íå âñåãäà âåëè÷èíó � äëÿïðîöåññîâ èçëó÷åíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèìîáðàçîì. Êëàññè÷åñêèå �îðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèåñïåêòðàëüíî-óãëîâûå õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ,ÿâëÿþòñÿ �óíêöèîíàëàìè îò òðàåêòîðèè ýëåêòðîíàè îïðåäåëÿþò õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ çà âñåâðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, à íå íà åäèíèöå ïóòè.Øâèíãåðîì [3℄ âûâåäåíû âåðîÿòíîñòè èçëó÷åíèÿçà åäèíèöó âðåìåíè, îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèå âû�ðàæåíèÿ äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè çàâèñÿò îòïðîøëîé è áóäóùåé èñòîðèè ýëåêòðîíà, òàê ÷òîâ îáñóæäàåìîì êîíòåêñòå òàêîé ïîäõîä àäåêâàòåíòîëüêî â ïðèáëèæåíèè ïîñòîÿííîãî ïîëÿ (ÏÏÏ),êîãäà �îðìóëû äëÿ èçëó÷åíèÿ ñâîäÿòñÿ ê èçâåñò�íûì âûðàæåíèÿì äëÿ ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ799



Ì. Õ. Õîêîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004(èëè èõ êâàçèêëàññè÷åñêèì îáîáùåíèÿì). Â ñâÿçè ñýòèì îáåùàþùèì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä [4℄, ïîçâîëÿþùèéâûðàçèòü õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ â íåîäíîðîä�íîì âíåøíåì ïîëå ÷åðåç ëîêàëüíûå ïàðàìåòðûâçàèìîäåéñòâèÿ (ò. å. ÷åðåç ïîòåíöèàë ïîëÿ è åãîïðîèçâîäíûå), à íå ÷åðåç òðàåêòîðèþ. Â äàííîéðàáîòå, òåì íå ìåíåå, ïðè àíàëèçå ìíîãî�îòîííûõïðîöåññîâ ïîòåðè ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå â îðèåí�òèðîâàííûõ êðèñòàëëàõ ìû îãðàíè÷èìñÿ ÏÏÏ,ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìåæäóïîñëåäîâàòåëüíûìè àêòàìè èçëó÷åíèÿ l � v=�ïðåâûøàåò äëèíó �îðìèðîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ (v �ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, ïðèáëèçèòåëüíî ñîâïàäàþùàÿñî ñêîðîñòüþ ñâåòà).Ëèíäõàðäîì è Íåëüñîíîì [5; 6℄ ïîäðîáíî èçó÷å�íû îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ p(y; t) è äàíû àíàëèòè÷å�ñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà âàæíûõ ñëó÷àåâ. Â ÷àñòíî�ñòè, ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå òèïû ñòåïåííûõ ñå÷å�íèé ñ ýêðàíèðîâêîé. Â ðàáîòå [7℄ ðàçâèò ìåòîä ïðè�áëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàíäàó è Âàâèëîâà[8℄ ñ òî÷íîñòüþ íå íèæå 2% âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ðÿä íîâûõ àíàëèòè�÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ p(y; t), ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëî�æåíèÿ ê çàäà÷àì èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèÿìè150�240 �ýÂ â îðèåíòèðîâàííûõ êðèñòàëëàõ è ïðîâî�äèòñÿ ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàìè [9�12℄. Ïîêàçàíî,÷òî îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå óðàâíåíèå Ëàíäàó ìîæåòáûòü ïîëåçíûì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îíî, êàçàëîñü áû,íåïðèìåíèìî, ò. å. êîãäà y � E0.Äðóãàÿ ñòîðîíà ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëå�äîâàíèè ìíîãî�îòîííîãî õàðàêòåðà èçëó÷åíèÿ. Ïî�ñêîëüêó âñå �îòîíû, èçëó÷åííûå îäíèì ýëåêòðîíîì,ïðèõîäÿò â äåòåêòîð ïî÷òè îäíîâðåìåííî è îêàçû�âàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè, èí�îðìàöèÿ îá èñõîäíûõîäíî�îòîííûõ ñå÷åíèÿõ èçëó÷åíèÿ íå ìîæåò áûòüïîëó÷åíà ïóòåì ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ. Òåì íå ìåíåå,êàê ïîêàçàíî â äàííîé ðàáîòå, âîçìîæíî ðàññ÷èòàòüâåðîÿòíîñòè ïðîöåññîâ è �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âå�ëè÷èí, êîòîðûå ïîääàþòñÿ èçìåðåíèÿì.Ìíîãî�îòîííûé õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ è åãî âëèÿ�íèå íà èçìåðÿåìûå ñïåêòðû íåäàâíî ïîäðîáíî èçó�÷àëèñü Áàéåðîì è Êàòêîâûì [13℄, â ÷àñòíîñòè, ïî�äðîáíî ðàññìîòðåí âàæíûé ñëó÷àé òîðìîçíîãî èç�ëó÷åíèÿ â àìîð�íîé ñðåäå. Ìíîãî�îòîííûå ïðîöåñ�ñû, ñîïðîâîæäàþùèå ïðîõîæäåíèå ýëåêòðîíîâ ÷å�ðåç îðèåíòèðîâàííûå êðèñòàëëû, ïîäðîáíî èññëåäî�âàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [14�19℄.Íåêîòîðûå âîïðîñû ñòðàããëèíãà ýíåðãåòè÷åñêèõ ïî�òåðü îñâåùåíû â [20℄. Â ðàáîòå [21℄ èçó÷àëñÿ ý��åêòèñêàæåíèÿ èçìåðÿåìûõ ñïåêòðîâ èçëó÷åíèÿ ïðè êà�íàëèðîâàíèè äëÿ �îòîíîâ ñ ýíåðãèÿìè, ìíîãî ìåíü�

øèìè ýíåðãèè ýëåêòðîíà. Íàìè, îäíàêî, ïðåäëàãà�åòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà óðàâíåíèÿõ êàñêàäíîãîòèïà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû êàê ê èñ�ñëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ èçëó÷åíèÿ æåñòêèõ �îòîíîâ,òàê è ê èîíèçàöèîííûì ïîòåðÿì ýíåðãèè. Íåêîòî�ðûå âàæíûå âåðîÿòíîñòíî-ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòûðàññìàòðèâàåìûõ íèæå âîïðîñîâ èçëîæåíû â ðàáîòå[22℄. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâåäåíû íå âñòðå÷àþùè�åñÿ â ëèòåðàòóðå óäîáíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðûõñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â çà�äà÷àõ ïîäîáíîãî òèïà.2. ÏÓÀÑÑÎÍÎÂÑÊÈÉ Ï�ÎÖÅÑÑ ÏÎÒÅ�ÜÝÍÅ��ÈÈÏîä ïðîöåññàìè ïóàññîíîâñêîãî òèïà áóäåì ïîíè�ìàòü ïðîöåññû, ïðè êîòîðûõ ñòàòèñòèêà îòäåëüíûõàêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîòåðåé ýíåðãèè ýëåêòðîíàïðè åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ñðåäó, ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñ�ïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Íàø àíàëèç îñíîâàí íà ðåøå�íèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿþ�ùèõ ýâîëþöèþ âî âðåìåíè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿïî ïîòåðÿì ýíåðãèè p(y; t), ãäå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïå�ðåìåííàÿ y ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå ïîòåðü ýíåðãèè.Ýòî íå îáÿçàòåëüíî òåðÿåìàÿ ýíåðãèÿ, íî âåëè÷è�íà, îäíîçíà÷íî ñâÿçàííàÿ ñ íåé. Â îáùåì âèäå óêà�çàííàÿ ïðîáëåìà ñ�îðìóëèðîâàíà â ðàáîòàõ [5, 6℄,ãäå âûâåäåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà âàæ�íûõ ñëó÷àåâ. Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíî ïîñòðî�èòü ý��åêòèâíóþ ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ îáøèðíî�ãî êëàññà ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå�íèÿ, è ïðåäñòàâëåíû íîâûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿäëÿ âàæíîãî íà ïðàêòèêå ñëó÷àÿ ñòåïåííîãî òèïàäè��åðåíöèàëüíûõ ñå÷åíèé âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýêðà�íèðîâêîé.2.1. Îñíîâíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿÈíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ýâîëþ�öèþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïîòåðÿì ýíåðãèè,áûëî ââåäåíî Ëàíäàó [2℄ è èìååò âèä�p(y; t)�t = 1Z0 �p(y � �; t)� p(y; t)��(�) d�; (2.1)ãäå p(y � �; t) = 0 äëÿ � > y, à ÿäðî �(�) d� íåçàâèñèò îò y è âðåìåíè t è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñå�÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ çà åäèíèöó âðåìåíè, ïðèâîäÿ�ùåå ê óìåíüøåíèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî âåëè÷èíó �(y) dy dt ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêäè��åðåíöèàëüíóþ âåðîÿòíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñçàäàííûì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà y, îòíåñåííóþ ê800



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Êàñêàäíûå ïðîöåññû ïîòåðü ýíåðãèè : : :áåñêîíå÷íî ìàëîìó èíòåðâàëó âðåìåíè dt, òîãäà êàê�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ p(y; t) åñòü ïëîòíîñòü âåðî�ÿòíîñòè, îòíîñÿùàÿñÿ ê êîíå÷íîìó âðåìåííîìó èí�òåðâàëó. Â óðàâíåíèè (2.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòå�ðè ýíåðãèè ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ïåðâîíà÷àëüíàÿ ýíåð�ãèÿ ÷àñòèöû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, îäíàêî, íå áóäåòèìåòü çíà÷åíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. �àñïðåäå�ëåíèå p(y; t) íîðìèðîâàíî,1Z0 p(y; t) dy = 1; (2.2)è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ p(y; t = 0) == Æ(y), ïðè÷åì�(y) = ( �(y); y > 0;0; y < 0: (2.3)Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò äè��åðåíöèàëüíûåñå÷åíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äåãðàäàöèþ ýíåð�ãèè, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ, íàïðè�ìåð, ïðîöåññû òèïà ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ.Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, îòíîñèòåëüíîïðîñòîå óðàâíåíèå (2.1) äîïóñêàåò îáîáùåíèÿ, ïîçâî�ëÿþùèå ðàññìîòðåòü øèðîêèé êëàññ óðàâíåíèé ãî�ðàçäî áîëåå ñëîæíîãî òèïà. Áóäåì ðàçëè÷àòü äè���åðåíöèàëüíûå ñå÷åíèÿ �(y) äâóõ òèïîâ: ñ êîíå÷�íûì è ðàñõîäÿùèìñÿ çíà÷åíèÿìè ïîëíîãî ñå÷åíèÿ.Ïåðâûé òèï ñå÷åíèé áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåñ�ñàì ïîòåðü ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå æåñòêèõ �îòîíîâ,òîãäà êàê âòîðîé èìååò ìåñòî äëÿ èîíèçàöèîííûõïîòåðü â âåùåñòâå.Ïóñòü ïîëíîå ñå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ êîíå÷íî,1Z0 �(y) dy = �0: (2.4)Òîãäà ìîæíî ââåñòè �óíêöèþ g(y), òàêóþ ÷òî�(y) = �0g(y) è íîðìèðîâàííóþ íà åäèíèöó,1Z0 g(y) dy = 1: (2.5)Óðàâíåíèå (2.1) òîãäà ìîæíî çàïèñàòü êàê�p(y; �)�� = �p(y; �) + 1Z0 p(y � �; �)g(�) d�; (2.6)ãäå ââåäåíà âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ � = �0t.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëíîå ñå÷åíèå �0 äëÿîòäåëüíîãî àêòà âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü êîíñòàíòà, íå

çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òîðàñïðåäåëåíèå ïî ÷èñëó îòäåëüíûõ àêòîâ âçàèìîäåé�ñòâèÿ åñòü ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, ò. å. áóäåì ñ÷è�òàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî ðîâíî mâçàèìîäåéñòâèé â ïåðåäåëàõ êîíå÷íîãî âðåìåííîãîèíòåðâàëà t, îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññî�íà Pm(�). Òîãäà âåëè÷èíà � = �0t áóäåò èìåòü ñìûñëñðåäíåãî ÷èñëà âçàèìîäåéñòâèé çà âðåìÿ t, ïðèâîäÿ�ùèõ ê äèñêðåòíûì àêòàì ïîòåðè ýíåðãèè. Ïîñëå òî�ãî êàê ïðîèçîéäåò m ñîáûòèé, çíà÷åíèå ïåðåìåííîéy ðàâíî y = y1 + y2 + : : :+ ym. Ââåäåì ïëîòíîñòü âå�ðîÿòíîñòè g(m)(y) òîãî, ÷òî ïîñëåm âçàèìîäåéñòâèéêîíå÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû y îêàæåòñÿ â èíòåðâàëå(y; y + dy). Î÷åâèäíî ïðè ýòîì, ÷òî g(1)(y) = g(y).Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðå�øåíèå óðàâíåíèÿ (2.6) ïðè óêàçàííîì íà÷àëüíîìóñëîâèè èìååò âèäp(y; �) = 1Xm=0Pm(�) g(m)(y); (2.7)ãäå Pm(�) � ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà:Pm(�) = �mm! exp(��): (2.8)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåññîâ âðå�ìåííàÿ (çàâèñÿùàÿ îò �) è ñïåêòðàëüíàÿ (çàâèñÿùàÿîò y) ÷àñòè â (2.7) îïèñûâàþòñÿ íåçàâèñèìûì îáðà�çîì.Ôóíêöèè g(m)(y) â (2.7) íîðìèðîâàíû íà åäèíèöóè óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:g(m)(y) = yZ0 g(m�n)(y � �) g(n)(�) d�;n � m; (2.9)ãäå g(0)(y) = Æ(y) è g(1)(y) = g(y).Ïàðöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òèïà(2.9) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ �óðüå-ïðåîáðàçîâà-íèÿ:g(m)(y) = (2�)�1 1Z�1 (gk)m exp (iky)dk; (2.10)ãäå gk = 1Z0 g(�) exp (�ik�)d�: (2.11)Ïîäñòàíîâêà (2.10) è (2.8) â (2.7) ïðèâîäèò ïî�3 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 801



Ì. Õ. Õîêîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004ñëå ñóììèðîâàíèÿ ê èçâåñòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ðå�øåíèÿ óðàâíåíèé (2.1) è (2.6) â âèäå [5℄p(y; �) = (2�)�1 1Z�1 exp(iky � ��(k)) dk; (2.12)ãäå �(k) = 2i 1Z0 sin k�2 exp�� ik�2 � g(�) d�: (2.13)Ìû, ñëåäîâàòåëüíî, óáåäèëèñü, ÷òî (2.7) äåéñòâè�òåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.1), à èçâåñòíûåâûðàæåíèÿ (2.12) è (2.13) ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåññàìïóàññîíîâñêîãî òèïà, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî íå âèäíîèç (2.12) è (2.13). Â îòëè÷èå îò âûðàæåíèÿ (2.7), ðå�øåíèå â âèäå (2.12) è (2.13) ñïðàâåäëèâî è â òîìñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàë (2.4) ðàñõîäèòñÿ è ðàñïðåäå�ëåíèå Ïóàññîíà (2.8) íå èìååò ñìûñëà. Òåì íå ìåíååïðîöåññû, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (2.1), òàêæåáóäåì ñ÷èòàòü ïðîöåññàìè ïóàññîíîâñêîãî òèïà.Óðàâíåíèå (2.1) îïèñûâàåò ïðîöåññû ïîòåðü ýíåð�ãèè (ñëó÷àé Ëàíäàó) òîëüêî â ñëó÷àå àñèììåò�ðè÷íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñå÷åíèé (2.3). Åñëèäè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ñèììåòðè÷íî, ò. å. åñëè�(�y) = �(y), òî óðàâíåíèå (2.1) èìååò âèä óðàâ�íåíèÿ Ìîëüåðà [23℄, îïèñûâàþùåãî ïðîöåññû ìíî�ãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ áûñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèöâ âåùåñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå p(y; t) ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå â ìîìåíò t. Çàìåòèì, ÷òî�îðìóëû, ïîõîæèå íà (2.7)�(2.9), èìåþò ìåñòî è äëÿìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ [24℄. Ïðàêòè÷åñêè îíè îêà�çûâàþòñÿ ïîëåçíûìè äëÿ èçó÷åíèÿ êðàòíîãî ðàñ-ñåÿíèÿ íà îòíîñèòåëüíî áîëüøèå óãëû, êîãäà ÷èñëîîòäåëüíûõ àêòîâ ðàññåÿíèÿ íå ïðåâûøàåò 5�10. Ïî�äðîáíûé àíàëèç ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íûõ ÿäåð ïðèâî�äèòñÿ â ðàáîòå [5℄.2.2. Êîíå÷íîå ñå÷åíèå ñòåïåííîãî òèïà ñýêðàíèðîâêîéØèðîêèé êëàññ äè��åðåíöèàëüíûõ ñå÷åíèé,ïðèâîäÿùèõ ê àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèÿì è âàæíûõäëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, îïèñûâàåòñÿ ñòå�ïåííîé �óíêöèåé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïàðàìåòðîìîáðåçàíèÿ (ýêðàíèðîâêîé):g(y) = Cy��1 exp(��y); (2.14)ãäå êîíñòàíòà íîðìèðîâêè C = ��=�(�), � > 0 è� > 0. Òîãäà èç âûðàæåíèé (2.10) è (2.11) ïîëó÷àåìg(m)(y) = ��m�(�m)y�m�1 exp(��y): (2.15)

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) èìååò âèäp(y; �) = y�1 1Xm=1 xmm! �(�m) exp(��y � �); (2.16)ãäå x = (�y)��.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ � = 1 (ýêñïîíåíöèàëüíîå äè���åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå) âûðàæåíèå (2.16) ïðèâîäèòê èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó (ñì. [22℄, ãë. 10):p(y; �) = y�1(��y)1=2I1h2(��y)1=2i�� exp(��y � �); (2.17)ãäå I1 � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ.Ôîðìóëû (2.15) è (2.16) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèìïîëåçíûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âå�ëè÷èíû exp(�ky):1Z0 exp(�ky) g(m)(y) dy = � ��+ k�m� : (2.18)Òîãäà äëÿ çíà÷åíèÿ exp(�ky), óñðåäíåííîãî ïî�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (2.16), ïîëó÷àåìhexp(�ky)i = exp��� + �� ��+ k�� � : (2.19)2.3. Ìåòîä ñåäëîâîé òî÷êèÌåòîä ñåäëîâîé òî÷êè áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ íàìèíå â îáû÷íî ïîíèìàåìîì ñìûñëå, êàê ìåòîä ïðè�áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èëè èññëåäîâàíèÿ àñèìïòî�òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí, à êàê ìåòîä òî÷íîãîðàñ÷åòà, ïîçâîëÿþùåãî èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ áûñòðî�îñöèëëèðóþùèõ èíòåãðàëîâ â êîíå÷íûõ âûðàæåíè�ÿõ. Äëÿ çàäà÷ ðàñ÷åòà ñïåêòðàëüíî-óãëîâûõ õàðàêòå�ðèñòèê èçëó÷åíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè ýëåêòðîíàìè òà�êîé ìåòîä áûë ðàçâèò â ðàáîòå [25℄. Ìû ïîêàæåì ý���åêòèâíîñòü àíàëîãè÷íîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ èíòå�ãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (2.1).Ôîðìóëû (2.12) è (2.13) ñîäåðæàò áûñòðîîñöèë�ëèðóþùèå âûðàæåíèÿ ïîä èíòåãðàëàìè, ÷òî äåëàåòèõ íåïðèìåíèìûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Âðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ, îäíàêî, ýòó òðóäíîñòü ìîæ�íî îáîéòè, âûáðàâ ïîäõîäÿùèé êîíòóð èíòåãðèðîâà�íèÿ. Äëÿ ýòîé öåëè ïåðåïèøåì ðåøåíèå (2.12), (2.13)óðàâíåíèÿ (2.1) â âèäå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (ñì.òàêæå [2℄):p(y; �) = �+i1Z��i1 exphzy � ��(z)i dz2�i; (2.20)802



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Êàñêàäíûå ïðîöåññû ïîòåðü ýíåðãèè : : :ãäå �(z) = 1Z0 g(�) [1� exp(�z�)℄ d�: (2.21)Çäåñü z = r + iw � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ.Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿ�òåëüñòâî, ÷òî àðãóìåíò ýêñïîíåíòû â (2.20),f(z) = zy � � 1Z0 g(�) [1� exp(�z�)℄ d�; (2.22)èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó, ëåæàùóþ íà âåùåñòâåííîéîñè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z ïðè ïðîèçâîëüíîìòèïå äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ g(�). Äåéñòâè�òåëüíî, ñåäëîâàÿ òî÷êà z0 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåìf 0(z0) = 0. Ýòî ïðèâîäèò ê òðàíñöåíäåíòíîìó óðàâ�íåíèþ äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè z0:y = � 1Z0 �g(�) exp(�z0�) d�: (2.23)Ïîñêîëüêó g(�) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé �óíêöèåé,âñå âåëè÷èíû â óðàâíåíèè (2.23) âåùåñòâåííû, è ñåä�ëîâàÿ òî÷êà òàêæå íàõîäèòñÿ íà âåùåñòâåííîé îñèz0 = r0.Âìåñòî òðàäèöèîííîãî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà�ïëàñà êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèå â (2.20) öåëåñîîá�ðàçíî ïðîâîäèòü âäîëü ëèíèè íàèñêîðåéøåãî ñïóñ�êà (ËÍÑ). Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ (2.22) ÷åðåç âåùå�ñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, f = u + iv. Ïîñêîëü�êó ñåäëîâàÿ òî÷êà âåùåñòâåííà, ïóòü èíòåãðèðî�âàíèÿ âäîëü ËÍÑ â (2.20) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåìv(r; w) = Im f(z) = 0, ÷òî äàåò ñëåäóþùåå óðàâíå�íèå, îïðåäåëÿþùåå ËÍÑ äëÿ èíòåãðàëà (2.20):w = �y 1Z0 g(�) exp(�r�) sin(�w) d�: (2.24)Âèäíî, ÷òî ËÍÑ (2.24) ïðîõîäèò ÷åðåç ñåäëîâóþ òî÷�êó z0, îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé (2.23).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äè��åðåíöèàëü�íîå ñå÷åíèå (2.14). Ôîðìóëû (2.20) è (2.21) äàþò äëÿýòîãî ñëó÷àÿp(y; �) = � exp(�� � �y) ZC exphf(z)i dz2�i; (2.25)f(z) = �yz + �z�� (2.26)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (2.23) ñåäëîâàÿ òî÷êàíà âåùåñòâåííîé îñè åñòür0 = ����y�1=(�+1): (2.27)Óðàâíåíèå ËÍÑ èìååò òîãäà âèä�(�) = �� sin(��)�y sin � �1=(�+1) ; (2.28)ãäå ââåäåíû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû � è � â êîìïëåêñ�íîé ïëîñêîñòè.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ äè��åðåíöèàëüíûìñå÷åíèåì (2.14) âûðàæàåòñÿ òåïåðü ÷åðåç áûñòðîñõî�äÿùèéñÿ èíòåãðàëp(y; �) = (�y)�1 exp(�� � �y)� ��+ 1��� �Z0 u(�) exp[u(�)℄d�; (2.29)ãäå u(�) = ���� sin[�(1 + �)℄sin � : (2.30)Çäåñü � = �(�) îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.28), âåëè÷èíàu(�) â (2.30) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåííóþ ÷àñòü�óíêöèè (2.26), ò. å. u = Re[f(z)℄.Òàêèì îáðàçîì, øèðîêèé êëàññ ðåøåíèé çàäà÷äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåí äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè � ââèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà (2.7) èëè â âèäå áûñòðîñ�õîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà òèïà (2.25). �åøåíèÿ òèïà(2.7) óäîáíû, êîãäà ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ îòíî�ñèòåëüíî íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âçàèìîäåéñòâèék � 10�20 (íàïðèìåð, ñëó÷àé ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèÿ�ìè ñâûøå 100 �ýÂ â îðèåíòèðîâàííûõ êðèñòàëëàõ).Åñëè æå ÷èñëî âçàèìîäåéñòâèé âåëèêî (íàïðèìåð,â ñëó÷àå èîíèçàöèîííûõ ïîòåðü ýíåðãèè), ãîðàçäîóäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíè�ÿìè ðåøåíèé òèïà (2.25), (2.29). Êðîìå òîãî, èíòå�ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïðîöåñ�ñû ñ ðàñõîäÿùèìñÿ ïîëíûì ñå÷åíèåì (òîðìîçíîå èç�ëó÷åíèå), à òàêæå ñëó÷àè, äîïóñêàþùèå òîëüêî ÷èñ�ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñ ðåàëèñòè÷åñêèìè âûðàæå�íèÿìè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ ñå÷åíèé. Â ïîñëåä�íåì ñëó÷àå èñõîäíûå áûñòðîîñöèëëèðóþùèå âûðà�æåíèÿ (2.12), (2.13) ïðàêòè÷åñêè íåïðèãîäíû è àäå�êâàòíûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðèðîâàíè�åì âäîëü ËÍÑ.803 3*



Ì. Õ. Õîêîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 20042.4. �àñõîäÿùååñÿ ñòåïåííîå ñå÷åíèå ñýêðàíèðîâêîéÅñëè äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ïðèâîäèò ê ðàñ�õîäÿùåìóñÿ âûðàæåíèþ äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ, òî ðå�øåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíîâ âèäå (2.6) è �îðìóëû (2.7) � (2.11) íå èìåþò ñìûñ�ëà.Ïðèìåíèì ìåòîä ñåäëîâîé òî÷êè ê ðåøåíèþóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.1) ñ ðàñõîäÿùèìñÿ ñå÷åíèåìâèäà�(y) = C y�1�� exp(��y); 0 < � < 1: (2.31)�åçóëüòàò èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé (2.29) è (2.30),ãäå ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó �! ��, � ! �� ñ� = � � ��� sin(��)�(�) ; (2.32)ãäå òåïåðü � = Ct.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ïðèìåò âèäp(y; �) = (�y)�1 exp(�� �y) �� � 1 �� �Z0 u(�) exp[u(�)℄ d�; (2.33)u(�) = �� sin[�(1� �)℄sin � �� sin(��)�y sin � ��=(1��) : (2.34)Â îòëè÷èå îò (2.29), ðåøåíèå ñ ðàñõîäÿùèì�ñÿ ñå÷åíèåì (2.33) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.Ïóñòü íàì èçâåñòíî ðåøåíèå p0(y; �) äëÿ ñòåïåííîãîäè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ áåç ýêðàíèðîâêè, ò. å.îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (2.31) ñ � = 0. Òîãäà ðåøå�íèå äëÿ ñå÷åíèÿ (2.31) ìîæíî íàéòè ïî �îðìóëåp(y; �) = exp(�� �y) p0(y; �): (2.35)Çàìåòèì, ÷òî u(�) â (2.34) íå çàâèñèò îò �.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ àíà�ëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðà�ìåòðà �.1. � = 1=3, � = 3��1=3 �(2=3). Â ýòîì ñëó÷àå ðå�øåíèå èìååò âèäp(y; �) = y�1 exp(�� �y) �(3�y)1=3 ��Ai � �(3�y)1=3 � ; (2.36)ãäå Ai(x) � �óíêöèÿ Ýéðè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè � = 0ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò ðàáîòû [5℄ äëÿ ñòåïåííîãî ïîòåí�öèàëà ñ � = 1=3.

2. � = 1=2, � = 2�(��)1=2. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæå�íèÿ (2.33) è (2.34) ñâîäÿòñÿ ê ðåçóëüòàòó ðàáîòû [5℄:p(y; �) = �y�3=2 exp �� (�1=2� � �1=2y)2y � : (2.37)3. � = 2=3, � = (3=2) ��2=3 �(1=3). �åøåíèå âûðà�æàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ýéðè è åå ïðîèçâîäíûå. Ïðè�âåäåì ðåøåíèå òîëüêî äëÿ ñòåïåííîãî äè��åðåíöè�àëüíîãî ñå÷åíèÿ p0(y; �) (ò. å. äëÿ � = 0) ñ � = 2=3:p0(y; �) = 2y�1 a1=2 exp��23 a3=2��� ha1=2Ai(a)�Ai0(a)i ; (2.38)ãäå a = 31=3(�=2) y�2=3 �(1=3). �åøåíèå äëÿ ñëó÷àÿñ ýêðàíèðîâêîé p(y; �) ìîæíî ïîëó÷èòü ïî �îðìóëå(2.35).4. � = 0. Â ïðåäåëå � ! 0 (ñì. Ïðèëîæåíèå 1) èç�îðìóëû (2.33) ïîëó÷àåì èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå(ãàììà-ïëîòíîñòü) [22℄:p(y; �) = � exp(��y)�(�) (�y)��1: (2.39)Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû exp(�ky), óñðåäíåííîåïî ðàñïðåäåëåíèþ (2.39), áóäåòhexp(�ky)i = � �k + ��� : (2.40)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå � = 1 ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (2.39)ïåðåõîäèò â ðàñïðåäåëåíèå Áåòå � �àéòëåðà [1℄p(y; �) = exp(�y)�(�) y��1: (2.41)Êàê ïîêàçàíî äàëåå, ðàñïðåäåëåíèå (2.39) èìååò ðÿäñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ (2.41) âïðèëîæåíèè ê çàäà÷àì îá èçëó÷åíèè óëüòðàðåëÿòè�âèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ â àìîð�íîé ñðåäå.Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) p(y; t)óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþp(y; t) = yZ0 p(y � �; t1) p(�; t2) d�; (2.42)ãäå t = t1 + t2.3. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ ÆÅÑÒÊÈÕ ÔÎÒÎÍÎÂÊàñêàäíûé ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçëó�÷åíèÿ ýëåêòðîíîì ìíîæåñòâà �îòîíîâ ïîëíîñòüþ804



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Êàñêàäíûå ïðîöåññû ïîòåðü ýíåðãèè : : :îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì äè��åðåíöèàëüíîé âåðî�ÿòíîñòè èçëó÷åíèÿ �îòîíà ñ ýíåðãèåé â ïðåäåëàõ(!, ! + d!) ýëåêòðîíîì ñ ýíåðãèåé E çà áåñêî�íå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè �!(E) d! dt.Ýòó âåëè÷èíó áóäåì íàçûâàòü äè��åðåíöèàëüíûìñå÷åíèåì èçëó÷åíèÿ çà åäèíèöó âðåìåíè. Òîãäàðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ê ìîìåíòó âðåìåíè táóäåì õàðàêòåðèçîâàòü �óíêöèåé W!(E0; t) d!,êîòîðàÿ äàåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òîïîòåðè ýíåðãèè ýëåêòðîíà ñ íà÷àëüíîé ýíåðãèåéE0 îêàæóòñÿ â èíòåðâàëå (!; ! + d!) ïîñëå ïðî-õîæäåíèÿ ïóòè z = vt (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåñêîðîñòü ýëåêòðîíà ìîæíî ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùåé ñîñêîðîñòüþ ñâåòà v � ).Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ W!(E0; t) íîðìèðîâàíà,E0Z0 W!(E0; t) d! = 1; (3.1)è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ W!(E0; 0) == Æ(!). Â ýêñïåðèìåíòàõ íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿåò�ñÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [9, 10℄):I!(E0; t) = !W!(E0; t): (3.2)Ïîëíûå ïîòåðè ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå òîãäà ðàâíû�E(t) = E0Z0 I!(E0; t) d!: (3.3)3.1. Êàñêàäíîå óðàâíåíèå äëÿìíîãî�îòîííîãî ïðîöåññàÝâîëþöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïîòåðÿìýíåðãèè ñî âðåìåíåì, W!(E0; t), îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ�íåíèåì êàñêàäíîãî òèïà:�W!(E0; t)�t = !Z0 W!��(E0; t)��(E0�!+�; t) d��� E0�!Z0 W!(E0; t) ��(E0 � !; t) d�; (3.4)ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé çàâèñÿùåãîîò âðåìåíè äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ �!(E; t).�åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåçâêëàäû îò îòäåëüíûõ àêòîâ èçëó÷åíèÿ. Ïðåäïîëî�æèì, ÷òî ïîëíîå ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ èìååò êîíå÷íîåçíà÷åíèå: �(E; t) = EZ0 �!(E; t) d!: (3.5)

Ïóñòü W (k)! (E0; t) d! åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóì�ìàðíàÿ ýíåðãèÿ k èçëó÷åííûõ �îòîíîâ ëåæèò âèíòåðâàëå (!, ! + d!). Ò. å. ! çäåñü åñòü ñóììà,! = !1+!2+: : :+!k. �àñïðåäåëåíèå ïî ïîòåðÿì ýíåð�ãèè áóäåò òîãäà îïðåäåëÿòüñÿ ñóììîé ïàðöèàëüíûõâêëàäîâ: W!(E0; t) = 1Xk=0 W (k)! (E0; t); (3.6)ãäå W (0)! (E0; t) èìååò ñìûñë âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âïðåäåëàõ âðåìåííîãî èíòåðâàëà (0; t) íå ïðîèçîéäåòíè îäíîãî àêòà èçëó÷åíèÿ.Âåëè÷èíûW (k)! (E0; t) íàéäåì èç ñëåäóþùèõ ñîîá�ðàæåíèé. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðåäåëàõ âðåìåí�íîãî èíòåðâàëà (0; t+ dt) ýëåêòðîí èçëó÷èò ðîâíî k�îòîíîâ åñòü ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå ñëàãà�åìîå îòâå÷àåò ïðîöåññó, ïðè êîòîðîì çà âðåìÿ (0; t)ïðîèñõîäèò ðîâíî k àêòîâ èçëó÷åíèÿ, òîãäà êàê çàáåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ dt íå ïðîèñõîäèò íè îäíî�ãî àêòà èçëó÷åíèÿ. Âòîðîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåòñëó÷àþ, êîãäà èçëó÷àåòñÿ k�1 �îòîí çà âðåìÿ (0; t)è îäèí �îòîí çà âðåìÿ dt:W (k)! (t+ dt) = W (k)! (t) h1� �(E0 � !; t) dti++ !Z0 W k�1!��(t) ��(E0 � ! + �; t) d� dt: (3.7)Çäåñü �(E; t) åñòü ïîëíîå ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ çà åäè�íèöó âðåìåíè, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì (3.5).�åøàÿ óðàâíåíèå (3.7), ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîåñîîòíîøåíèå äëÿ ïàðöèàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé â (3.6):W (k)! (E0; t) = exph� tZ0 �(E0 � !; �)d�i �� tZ0 d� exp h �Z0 �(E0 � !; � 0) d� 0i�� !Z0 W k�1!��(E0; �)��(E0 � ! + �; �) d�; (3.8)ãäåW (0)! (E0; t) = Æ(!) exp24� tZ0 �(E0 � !; �) d�35 : (3.9)Âûðàæåíèÿ (3.6)�(3.9) îïðåäåëÿþò ðåøåíèåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáùåãî âèäà (3.4).805



Ì. Õ. Õîêîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004Ïîñêîëüêó ïîëíîå ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ â ïðèâå�äåííûõ âûðàæåíèÿõ çàâèñèò îò âðåìåíè è ýíåðãèè� = �(E; t), ñòàòèñòèêà èíäèâèäóàëüíûõ àêòîâ èç�ëó÷åíèÿ â (3.6), (3.8) íå âûðàæàåòñÿ óæå ïðîñòûìñîîòíîøåíèåì òèïà (2.8). Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êî�ãäà ïîëíîå ñå÷åíèå íå çàâèñèò îò E, ò. å. � = �(t),âåðîÿòíîñòü Pk(t) ïîëó÷èòü ðîâíî k �îòîíîâ çà âðå�ìÿ (0; t) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìPk(t) = exp24� tZ0 �(�) d�35 �� tZ0 d� exp24+ �Z0 �(� 0)d� 035 �(�)Pk�1(�); (3.10)ãäå P0(t) = exp24� tZ0 �(�) d�35 : (3.11)Ôîðìóëû (3.7)�(3.11) îïðåäåëÿþò îáîáùåííûé ïóàñ�ñîíîâñêèé ïðîöåññ. Åñëè ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ åñòü êîí�ñòàíòà � = �0, òî âûðàæåíèå (3.10) ïåðåõîäèò â ðàñ�ïðåäåëåíèå Ïóàññîíà (2.8) ñ � = �0t. Ïðèìåðîì çàâè�ñÿùåãî îò âðåìåíè äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ÿâ�ëÿåòñÿ äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïîëå àòîìíûõ öåïî÷åêè ïëîñêîñòåé êðèñòàëëà [26℄.3.2. Ìíîãî�îòîííûé ïðîöåññ ïóàññîíîâñêîãîòèïà�åçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ñóùåñòâåí�íî óïðîùàþòñÿ â ñëó÷àå íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíèäè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ èçëó÷åíèÿ �!(E). Áó�äåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî ïîëíîå ñå÷åíèå �0 íå çàâèñèòîò ýíåðãèè ýëåêòðîíà E. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.4)ïðèìåò òîãäà âèä�W!(E0; t)�t = !Z0 W!��(E0; t) ��(E0�!+�) d��� E0�!Z0 W!(E0; t) ��(E0 � !) d�: (3.12)Ïóñòü g(1)! (E) � äè��åðåíöèàëüíàÿ ïëîòíîñòü âåðî�ÿòíîñòè òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ óæå èçëó÷åííîãî �îòîíàðàâíà !: g(1)! (E) = �!(E)=�0: (3.13)

Ââåäåì âåðîÿòíîñòè g(k)! (E0) d! òîãî, ÷òî ñóììàðíàÿýíåðãèÿ k èçëó÷åííûõ ýëåêòðîíîì �îòîíîâ ñ íà÷àëü�íîé ýíåðãèåé E0 íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå ìåæäó ! è! + d!. Ýòè âåëè÷èíû íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó,EZ0 g(k)! (E) d! = 1; (3.14)è óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿìg(k)! (E0) = !Z0 g(k�m)!�� (E0 � �) g(m)� (E0) d�;m < k: (3.15)Âåðîÿòíîñòü Pk(t) èçëó÷èòü ðîâíî k �îòîíîâ çà âðå�ìåííîé èíòåðâàë [0; t℄ çàäàåòñÿ òåïåðü ðàñïðåäåëåíè�åì Ïóàññîíà (2.8) ñ �0 = �0t. Ôóíêöèè W (k)! (E0; t),îïðåäåëåííûå â (3.6), ñâîäÿòñÿ òåïåðü ïðîñòî ê ïðî�èçâåäåíèÿì âèäà Pk(t)g(k)! (E0). Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿïî ýíåðãåòè÷åñêèì ïîòåðÿì èìååì:W!(E0; t) = 1Xk=0 Pk(t)g(k)! (E0): (3.16)Âûðàæåíèå (3.16), ïðåäñòàâëÿþùåå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (3.12) ñ íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè äè��å�ðåíöèàëüíûì ñå÷åíèåì è íå çàâèñÿùèì îò ýíåðãèèïîëíûì ñå÷åíèåì, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþW!(E0; t1 + t2) == !Z0 W!��(E0 � �; t1)W�(E0; t2) d�; (3.17)ãäå t = t1 + t2.Åñëè ïîëíîå ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ çàâèñèò îò ýíåð�ãèè ýëåêòðîíà, íî íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî �îð�ìóëû (3.6)�(3.9) äàþò ðåøåíèå áîëåå îáùåãî, ÷åì(3.16), âèäà, êîòîðîå ìû çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì.3.3. Êðàòíîñòü èçëó÷åíèÿÍåêîòîðûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ìíîãî��îòîííûé õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ, ìîæíî âûðàçèòü ÷å�ðåç �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ W (k)! (E0; t). Òàê, ñðåä�íåå ÷èñëî èçëó÷åííûõ �îòîíîâ êàê �óíêöèÿ èõ ñóì�ìàðíîé ýíåðãèè ! ðàâíîhk(!; t)i = 1Xk=1 kW (k)! (E0; t); (3.18)ãäå ! � ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ k èçëó÷åííûõ �îòîíîâ.Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ýêñïåðèìåíòàòîð âèäèò, ÷òî806



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Êàñêàäíûå ïðîöåññû ïîòåðü ýíåðãèè : : :ïîëíàÿ ýíåðãèÿ âñåõ èçëó÷åííûõ îäíèì ýëåêòðîíîì�îòîíîâ ðàâíà !, òî âåëè÷èíà (3.18) ïîêàçûâàåò èõñðåäíåå ÷èñëî.Âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ ðîâíî k �îòîíîâ çà âðå�ìÿ t ðàâíà W (k)(t) = E0Z0 W (k)! (E0; t) d!; (3.19)à ñðåäíåå ÷èñëî èçëó÷åííûõ �îòîíîâ �hk(t)i = E0Z0 d! 1Xk=1 kW (k)! (E0; t): (3.20)Âåëè÷èíû (3.18)�(3.20) âîçìîæíî íåïîñðåäñòâåí�íî èçìåðèòü â ýêñïåðèìåíòàõ (ñì., íàïðèìåð, [9℄).Âàæíîé, íî íåïîñðåäñòâåííî íå èçìåðÿåìîé, âåëè÷è�íîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî îäèíî÷íûõ �îòîíîâ n!(E0; t) d!,ïðèõîäÿùèõñÿ íà çàäàííûé èíòåðâàë èõ ýíåðãèé(!; !+d!), èçëó÷åííûõ ê ìîìåíòó âðåìåíè t ýëåêòðî�íîì ñ íà÷àëüíîé ýíåðãèåé E0. Çíàíèå èìåííî òàêî�ãî, íåèñêàæåííîãî ìíîãî�îòîííûì õàðàêòåðîì èç�ëó÷åíèÿ, ñïåêòðà ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé èíòå�ðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé è äàåò íàèáîëåå ïîëíóþ ýêñïå�ðèìåíòàëüíóþ èí�îðìàöèþ î õàðàêòåðå èçëó÷åíèÿ.Åñëè ïðîöåññ èìååò ïóàññîíîâñêèé õàðàêòåð è ðàç�âèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (3.12), òî äëÿîäíî�îòîííîãî ñïåêòðà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:n!(E0; t) = 1Xk=0Pk(t) kXm=0n(m)! (E0); (3.21)ãäå Pk(t) � ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Ïàðöèàëüíûåâêëàäû â (3.21) îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîò�íîøåíèåì äðóãîãî, íåæåëè (3.15), âèäà:n(m)! (E0) = E0�!Z0 n(m�1)! (E0 � �)n(1)� (E0) d�: (3.22)Êàæäàÿ èç ïàðöèàëüíûõ âåëè÷èí n(m)! (E0) îïðåäå�ëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ m-ãî èçëó÷åííî�ãî �îòîíà ëåæèò â èíòåðâàëå (!; ! + d!). Çäåñü âå�ëè÷èíà n(1)! (E) = g(1)! (E) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì(3.13), n(0)! (E) = Æ(!).Ôóíêöèè (3.22) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íîðìè�ðîâêè: E0Z0 n(m)! (E0) d! = 1:

Èíòåãðàë îò n!(E0; t) äàåò òó æå âåëè÷èíó, ÷òî è(3.20), ò. å. ñðåäíåå ÷èñëî èçëó÷åííûõ �îòîíîâ ê ìî�ìåíòó âðåìåíè t ðàâíîhk(t)i = E0Z0 d! n!(E0; t): (3.23)Äëÿ ïðîöåññà ïóàññîíîâñêîãî òèïà, âûðàæàåìîãî�îðìóëàìè (3.21) è (3.22), èìååì hk(t)i = �0t. Òàêèìîáðàçîì, â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíà ! â (3.21)�(3.23)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ îòäåëüíîãî �îòîíà, âå�ëè÷èíà ! â �îðìóëàõ (3.1)�(3.20) åñòü ñóììàðíàÿýíåðãèÿ âñåõ èçëó÷åííûõ �îòîíîâ. Îäíî�îòîííûåñïåêòðû òèïà (3.21) èçó÷àëèñü ìåòîäîì êîìïüþòåð�íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàáîòå [27℄.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ ïðîõîæäåíèÿ ýëåê�òðîíîâ ÷åðåç âåùåñòâî ñîïðîâîæäàåòñÿ íàëè÷èåìäâóõ íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ìåõàíèçìîâ èçëó�÷åíèÿ. Òîãäà äëÿ çàäàííîé ! èíòåíñèâíîñòü (3.2),êàê è �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ W!(E0; t), íå áóäåòàääèòèâíîé ñóììîé âêëàäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òè�ïîâ èçëó÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ïîëíûå ïîòåðè íàèçëó÷åíèå (3.3), ïîëíîå ÷èñëî èçëó÷åííûõ �îòîíîâ(3.18) è ñïåêòð îäèíî÷íûõ �îòîíîâ (3.21) ÿâëÿþòñÿàääèòèâíûìè âåëè÷èíàìè. Íàïðèìåð, ïðîõîæäåíèåýëåêòðîíîâ ÷åðåç îðèåíòèðîâàííûé êðèñòàëë ñîïðî�âîæäàåòñÿ íàëè÷èåì íåêîãåðåíòíîãî èçëó÷åíèÿ íàîòäåëüíûõ àòîìàõ, �BH! [1℄, è êîãåðåíòíûì èçëó÷å�íèåì íà íåïðåðûâíîì ïîòåíöèàëå àòîìíûõ öåïî÷åêè ïëîñêîñòåé, �C! [28℄. Òîãäà I! 6= IBH! + IC! , â òîâðåìÿ êàê n! = nBH! + nC! .3.4. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ�àññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ýíåð�ãèè ýëåêòðîíà E è èçëó÷åííîãî �îòîíà ! âõîäÿò âäè��åðåíöèàëüíóþ âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ â âèäåîïðåäåëåííîé êîìáèíàöèè, òàê ÷òî�!(E) d! = �(y) dy = �(y) d!E � ! ; (3.24)ãäå y = ln EE � ! ; (3.25)ò. å. â çíàìåíàòåëå (3.25) ïîä ëîãàðè�ìîì ñòîèò ýíåð�ãèÿ ýëåêòðîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíî èçëó÷àþòñÿ äâà �îòî�íà ñ ýíåðãèÿìè !1 è !2, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþòy1 = ln(E=E1) è y2 = ln(E1=E2), ãäå E1 = E � !1 èE2 = E1�!2. Òîãäà ñóììàðíîå çíà÷åíèå y = y1+ y2ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì æå çàêîíîì807



Ì. Õ. Õîêîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004(3.25), ÷òî è ñîñòàâëÿþùèå y1 è y2, ò. å. y = ln(E=E2),E2 = E�!, ãäå ! = !1+!2 � îáùàÿ ïîòåðÿ ýíåðãèèâ äâóõ àêòàõ èçëó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âàæíûìñâîéñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.25) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì èçëó÷åíèè íåñêîëüêèõ �îòî�íîâ ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ yk óäîâëåòâîðÿåò ïðå�îáðàçîâàíèþ òîãî æå òèïà (3.25), ÷òî è êàæäîå ykâ îòäåëüíîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèå (3.25) ïîçâîëÿåò òî�ãäà ïðèâåñòè óðàâíåíèå (3.12) ê óðàâíåíèþ ãîðàçäîáîëåå ïðîñòîãî òèïà (2.1) èëè (2.6) â ñëó÷àå, åñëèñîîòâåòñòâóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå èìååòâèä (3.24). Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåéäåì â ïåðâîì èíòå�ãðàëå (3.12) îò ïåðåìåííûõ ! è � ê ïåðåìåííûì yè � ïî �îðìóëàì y = ln(E0=E0), � = ln(E00=E0), ãäåE0 = E0 � !, E00 = E0 + �. Òîãäà �óíêöèÿ ðàñïðå�äåëåíèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ p(y; t) áóäåò ñâÿçàíà ñèñõîäíîé ñîîòíîøåíèåìp(y; t) = W!(E0; t)E0 exp(�y):Âåëè÷èíà !�� âûðàçèòñÿ ÷åðåç ðàçíîñòü y��, è ïåð�âûé èíòåãðàë â (3.12) âûðàçèòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ïî� îò 0 äî y îò ïðîèçâåäåíèÿ p(y��; t)�(�). Ïîñòóïàÿàíàëîãè÷íî ñî âòîðûì èíòåãðàëîì, ïðèâîäèì (3.12)ê óðàâíåíèþ òèïà (2.1). Âñå ñêàçàííîå èìååò ìåñòî âñëó÷àå, åñëè äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå íå çàâèñèòîò âðåìåíè, à ïîëíîå ñå÷åíèå (åñëè ñîîòâåòñòâóþùèéèíòåãðàë ñõîäèòñÿ) íå çàâèñèò îò ýíåðãèè ýëåêòðîíà,ò. å., åñëè èìååò ìåñòî ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Òàêèìîáðàçîì, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàçä. 2 äëÿ óðàâ�íåíèÿ (2.1), ïåðåíîñÿòñÿ íà óðàâíåíèå (3.12), áîëü�øîé êëàññ ðåøåíèé êîòîðîãî äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäå�ëåíèÿ W!(E0; t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí çàìåíîé (3.25)â �îðìóëàõ, ïîëó÷åííûõ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1).Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìóðàñïðåäåëåíèþg(1)! (E) = E�1; ! � E: (3.26)Òîãäà ñîîòíîøåíèå (3.15) äàåò äëÿ k-�îòîííîé âåðî�ÿòíîñòèg(k)! (E) = 1(k � 1)!E �ln EE � !�k�1 : (3.27)Ïîäñòàíîâêà (3.27) â (3.16) ïðèâîäèò ê ðåøåíèþW!(E0; t) = 1E0 exp(��) �1=2 �ln E0E0 � !��1=2 �� I1 "2�1=2 �ln E0E0 � !�1=2# ; (3.28)ãäå � = �0t, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëå (2.17) ïðè� = 1 ñ y, îïðåäåëåííûì â (3.25).

Äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçáðîñà ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðüðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ â ñðåäå Áåòå è �àéò-ëåð [1℄ ââåëè ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèåäëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ çà åäèíèöó âðåìå�íè: �!(E) d! = �0d!E ln EE � ! ; (3.29)ãäå �0 � (4=3)=L0, L0 � ðàäèàöèîííàÿ äëèíà âàìîð�íîì âåùåñòâå. Ôîðìóëå (3.29) îòâå÷àåò âûðà�æåíèå �(y) dy = �0 exp(�y) dy=y: (3.30)�åøåíèå Áåòå � �àéòëåðà [1℄ äëÿ ñå÷åíèÿ (3.29)åñòüW!(E0; t) d! = 1E0 �(�) �ln E0E0 � !���1 d!; (3.31)ãäå � = �0t, �(�) � ãàììà �óíêöèÿ.�åçóëüòàò (3.31) íåóäîáåí ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè�ÿõ ïîòåðü ýíåðãèè, êîãäà ! � E0, ò. å. äëÿ áîëüøèõ y(äëÿ � > 1 èìååòñÿ ðàñõîäèìîñòü ïðè ! = E0). Ýòîòíåäîñòàòîê ìîæåò áûòü óñòðàíåí çàìåíîé (3.30) âû�ðàæåíèåì �(y) dy = C exp(��y) dy=y; (3.32)ãäå � > 1.Ñå÷åíèå (3.32) èìååò âèä (2.14) ñ � = 0, è ðåøå�íèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìååò,ñëåäîâàòåëüíî, âèä (2.39). Ýòî äàåò ðàñïðåäåëåíèåËèíäõàðäà [29℄:W!(E0; t) d! = �E0�(�) �E0 � !E0 ���1 ���� ln E0E0 � !���1 d!; (3.33)ãäå � = Ct.Øèðîêèé êëàññ îäíî�îòîííûõ äè��åðåíöèàëü�íûõ ñå÷åíèé èçëó÷åíèÿ ñ ïðàâèëüíûì àñèìïòîòè÷å�ñêèì ïîâåäåíèåì äëÿ ìàëûõ ÷àñòîò ! ! 0 ìîæíîîïèñàòü âûðàæåíèåì áîëåå îáùèì, ÷åì ðàññìîòðåí�íûå âûøå:g(1)! (E0) = ��E0�(�) �E0 � !E0 ���1 ���ln E0E0 � !���1 ; (3.34)808
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ω/E�èñ. 1. Ïàðöèàëüíûå âêëàäû g(k)! (E) (3.27) äëÿðàâíîìåðíîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (3.26) ïðèðàçëè÷íûõ kãäå � > 0. Ýòî âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò �îðìó�ëå (2.14).�àñïðåäåëåíèå ïî ïîòåðÿì ýíåðãèè ñâÿçàíî ñðàñïðåäåëåíèåì ÷àñòèö ïî ýíåðãèÿì ñîîòíîøåíèåìW!(E0; t) = F (E = E0 � !; t), ãäå �óíêöèÿ F (E; t)óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ F (E; t = 0) == Æ(E �E0).Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïî ýíåð�ãèÿì, îòâå÷àþùàÿ äè��åðåíöèàëüíîìó ñå÷åíèþ(3.34), èìååò âèä, ñîãëàñíî (3.16),F (E; t) = 1Xk=0Pk(�) �k�E0�(k�) � EE0���1 ���ln E0E �k��1 : (3.35)Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû (E=E0)m ðàâíî�� EE0�m� = E0Z0 � EE0�m F (E; t) dE: (3.36)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (3.35) ïîëó÷àåì, ñîãëàñíî (2.19),�� EE0�m� = exp ��� + �� ��+m��� : (3.37)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ Áåòå � �àéòëåðà (3.31) èìå�åì hE=E0i = 2��.Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ïàðöèàëüíûå âêëàäû g(k)! (E)(3.27) äëÿ ðàâíîìåðíîãî èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ(3.26). Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ÷èñëà èçëó÷åííûõ �î�òîíîâ k ïàðöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êàê �óíêöèè !áûñòðî ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó áîëåå æåñòêèõ ÷àñòîò,èìåÿ ëîãàðè�ìè÷åñêóþ ðàñõîäèìîñòü ïðè ! � E. �î�ðàçäî áîëåå áëèçêèìè ê ðåàëüíîñòè ñâîéñòâàìè îá�ëàäàåò ñòóïåí÷àòîå ðàñïðåäåëåíèåg(1)! (E) = ( (�E)�1; 0 < ! < �E;0; �E < ! < E; (3.38)ãäå 0 < � < 1. �àñïðåäåëåíèå (3.38) òàêæå äîïóñ�êàåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå ñîâîêóïíîñòèêóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ïðîñòîãî âèäà, êî�òîðûå ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü â ñèëó èõ ãðîìîçä�êîñòè. �èñóíîê 2 èëëþñòðèðóåò äâóõ�îòîííîå g(2)!(ðèñ. 2á ) è ïÿòè�îòîííîå g(5)! (ðèñ. 2â) ðàñïðåäåëå�íèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñòóïåí÷àòûõ ðàñïðå�äåëåíèé (ðèñ. 2à), çàäàâàåìûõ âûðàæåíèåì (3.38). Âýòîì ñëó÷àå âñå g(k)! îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè ! ! E.Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî �îðìà ðàñïðåäåëåíèé g(k)! ñó�ùåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.4. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ Â Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÕÊ�ÈÑÒÀËËÀÕÒðàåêòîðèÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà, ïðîõî�äÿùåãî ÷åðåç êðèñòàëë ïîä íåêîòîðûì äîñòàòî÷�íî ìàëûì óãëîì � � �L îòíîñèòåëüíî îñíîâ�íûõ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ íàïðàâëåíèé, îïðåäå�ëÿåòñÿ ñêîððåëèðîâàííûì äåéñòâèåì íà íåãî àòî�ìîâ, îáðàçóþùèõ äàííîå íàïðàâëåíèå [26℄. Çäåñü�L = (4Ze2=dE)1=2 � êðèòè÷åñêèé óãîë Ëèíäõàð�äà, Z � àòîìíûé íîìåð âåùåñòâà, d � ðàññòîÿ�íèå ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè âäîëü äàííîãî íà�ïðàâëåíèÿ. Òàêîå ñêîððåëèðîâàííîå äåéñòâèå àòî�ìîâ öåïî÷êè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðåðûâíûì ïîòåí�öèàëîì U(r) [26℄, äåéñòâóþùèì íà ýëåêòðîí è çà�âèñÿùèì òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåïî÷êè. Äåé�ñòâóþùàÿ íà ýëåêòðîí ñèëà F =j rU(r) j èìååòïîðÿäîê F � Ze2=(daF ) � 102�103 ýÂ/�A, è ïðè�âîäèò ê èíòåíñèâíîìó èçëó÷åíèþ (ý��åêò Êóìà�õîâà) [28; 30℄. Çäåñü aF � ïàðàìåòð ýêðàíèðîâà�íèÿ Òîìàñà�Ôåðìè. Ïðè ýíåðãèÿõ ýëåêòðîíîâ ñâû�øå 50�100 �ýÂ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äåéñòâóþùåå íà809
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�èñ. 2. a � Ñòóïåí÷àòîå îäíî�îòîííîå ðàñïðåäå-ëåíèå g(1)! (3.38) äëÿ � = 0:25, 0:5 è 0:75; á, â �ñîîòâåòñòâóþùèå äâóõ�îòîííîå g(2)! è ïÿòè�îòîí-íîå g(5)! ðàñïðåäåëåíèÿ

ýëåêòðîí ïîëå íå ìåíÿåòñÿ íà äëèíå �îðìèðîâàíèÿèçëó÷åíèÿ è õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ ìîæíî îïè�ñûâàòü â ïðèáëèæåíèè ïîñòîÿííîãî ïîëÿ [31℄. Ñîîò�âåòñòâóþùèå ñå÷åíèÿ ñâîäÿòñÿ ïðè ýòîì ê èçâåñò�íûì �îðìóëàì ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîìêâàíòîâûõ ý��åêòîâ îòäà÷è ïðè èçëó÷åíèè è ñïè�íà [32, 33℄. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êàñêàäíûõ óðàâíåíèéòèïà (3.4) âàæíî, ÷òî ñå÷åíèÿ èçëó÷åíèÿ â ÏÏÏîïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ëîêàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêà�ìè ïîëÿ (èìåííî, ñèëîé, äåéñòâóþùåé â äàííîéòî÷êå) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî èñ�ïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå äè��åðåíöèàëüíûõ ñå÷å�íèé �!(E), �èãóðèðóþùèõ â �îðìóëàõ (3.4), (3.12).Áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òåîðèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ íåîä�íîðîäíîñòü ïîëÿ â ïðåäåëàõ äëèíû �îðìèðîâàíèÿèçëó÷åíèÿ è â òî æå ñàìîå âðåìÿ íîñÿùàÿ ëîêàëü�íûé õàðàêòåð, ðàçâèòà íåäàâíî â ðàáîòå [4℄. Ìû, òåìíå ìåíåå, îãðàíè÷èìñÿ ÏÏÏ, òàê êàê ýòîãî äîñòàòî÷�íî äëÿ àíàëèçà õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ êàñêàäíûõ ïðî�öåññîâ ìíîæåñòâåííîãî èçëó÷åíèÿ �îòîíîâ, ñîïðîâî�æäàþùèõ ïðîõîæäåíèå ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèÿìè âû�øå 100 �ýÂ ÷åðåç îðèåíòèðîâàííûå êðèñòàëëû.4.1. Ïðèáëèæåíèå ïîñòîÿííîãî ïîëÿÄè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ �îòîíà ñýíåðãèåé ! ýëåêòðîíîì ñ ýíåðãèåé E çà åäèíèöó âðå�ìåíè îïðåäåëÿåòñÿ â ïðèáëèæåíèè ïîñòîÿííîãî ïîëÿêâàíòîâîé ñèíõðîòðîííîé �îðìóëîé [32℄:�!(E) = ��p3~2 2642K2=3(�)� 1Z� K1=3(�) d� ++ u21� uK2=3(�)375 = (4.1)= ��~2 1Z0 �9 + 36x2 + 16x49 + 12x2 ++ u21� u �1 + 2x23 �� expR dxY (x) ; (4.2)ãäå àðãóìåíò ýêñïîíåíòûR(x) = ���1 + 4x23 �Y (x): (4.3)Çäåñü � = 1=137, u = !=E,  = E=m2 � ëî�ðåíö-�àêòîð, � = 23 u1� u 1�;� = ~F=m23 � ëîðåíö-èíâàðèàíòíûé ïàðàìåòðïîëÿ, F � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåêòðîí, m � ìàñ�810
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0.5 1.0 1.5 2.00�èñ. 3. Âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ �îòîíà íà åäèíèöåäëèíû êàê �óíêöèÿ ñèëû F , âû÷èñëåííàÿ â ÏÏÏñîãëàñíî (4.1)�(4.3) äëÿ ðàçëè÷íûõ ýíåðãèé ýëåê-òðîíà (â ÒýÂ): 0:075 (1 ), 0:150 (2 ), 0:3 (3 ), 1 (4 ),4 (5 ), 10 (6 ), 20 (7 )ñà ïîêîÿ ýëåêòðîíà. Ôóíêöèÿ Y (x) = (1 + x2=3)1=2ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ËÍÑ äëÿ �óíêöèé Ìàêäîíàëü�äà K1=3(�) è K2=3(�) (ñì. Ïðèëîæåíèå B). Íàøåïðåäñòàâëåíèå (4.2) ãîðàçäî óäîáíåå äëÿ êîíêðåò�íûõ ïðèëîæåíèé ñòàíäàðòíîé �îðìóëû (4.1), òàêêàê îíî íå ñîäåðæèò ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé è ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé áûñòðîñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë, ãäå àð�ãóìåíò � âõîäèò òîëüêî â ýêñïîíåíöèàëüíûé�àêòîð.Ôîðìóëà (4.2) ïîëó÷åíà ìåòîäîì ñåäëîâîé òî÷êè [25℄(ñì. Ïðèëîæåíèå B). Ôîðìóëû (4.1) � (4.3) ïåðå�õîäÿò â êëàññè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ñèíõðîòðîííî�ãî èçëó÷åíèÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïîëÿ� < 0:1.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïîëíîãî ñå÷å�íèÿ èçëó÷åíèÿ â ÏÏÏ íà åäèíèöå äëèíû (â ìêì�1)îò äåéñòâóþùåé íà ýëåêòðîí ñèëû F , çàäàííîé âêýÂ/�A, âû÷èñëåííàÿ íà îñíîâå (4.1)�(4.3) äëÿ ðàç�ëè÷íûõ ýíåðãèé E, ò. å. ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíàèíòåãðàëüíàÿ âåëè÷èíà (3.5) (äåëåííàÿ íà ñêîðîñòüñâåòà), êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÷èñëî èçëó�

÷àåìûõ íà åäèíèöå äëèíû �îòîíîâ. Ïîêàçàíû çíà÷å�íèÿ ñèëû F , òèïè÷íûå äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ êðèñ-òàëëîâ. Âèäíî, ÷òî äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ñèëûïîëíîå ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ â ÏÏÏ ìåäëåííî óìåíü�øàåòñÿ ñ ðîñòîì E. Íàïðèìåð, ïðè óìåíüøåíèè ýíåð�ãèè ýëåêòðîíà ñî 150 �ýÂ âäâîå äëÿ F � 500 ýÂ/�Aïîëíîå ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ òîëüêî íà10%. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîë�íîå ñå÷åíèå èçëó÷åíèÿ ìîæíî ïðèáëèçèòåëüíî ñ÷è�òàòü íå çàâèñÿùèì îò ýíåðãèè ýëåêòðîíà. Äè��å�ðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå â ÏÏÏ (4.1)�(4.3) èìååò èíòå�ãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü �! � !�2=3 ïðè ! ! 0. Ýòîïðèâîäèò ê íàëè÷èþ â ñïåêòðå èçëó÷åíèÿ áîëüøî�ãî ÷èñëà �îòîíîâ ñ îòíîñèòåëüíî ìàëûìè ýíåðãèÿ�ìè. Òàê, äîëÿ �îòîíîâ ñ ýíåðãèÿìè, ìåíüøèìè 0.01÷àñòè îò ýíåðãèè ýëåêòðîíà, ñîñòàâëÿåò îò 50 (äëÿE � 100 �ýÂ) äî 25 (äëÿ E � 20 ÒýÂ) ïðîöåíòîâîò âñåõ èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òîòàêîé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè äëÿ ! ! 0 ÿâëÿåòñÿ òè�ïè÷íûì èìåííî äëÿ ñïåêòðîâ ñèíõðîòðîííîãî òèïà.Áîëåå òî÷íûå ðàñ÷åòû ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîñòè ïî�ëÿ óêàçûâàþò íà ñèëüíîå ïîäàâëåíèå èçëó÷åíèÿ âìÿãêîé ÷àñòè ñïåêòðà ïî ñðàâíåíèþ ñ ÏÏÏ [4℄.Íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó îäíî�îòîííûå âå�ðîÿòíîñòè èçëó÷åíèÿ (ñïåêòðû) (3.13), ðàññ÷èòàí�íûå â ÏÏÏ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïî�ëÿ �, ïîêàçàíû íà ðèñ. 4. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ� > 40�50 â ñïåêòðå �îòîíîâ ïîÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìïðè !=E � �=(1+�) � 1. Ïîÿâëåíèå ìàêñèìóìà ñâÿ�çàíî ñ óâåëè÷åíèåì âêëàäà ñïèíîâîãî ñëàãàåìîãî âñïåêòð ïðè óâåëè÷åíèè �. Âêëàä ñïèíà â èçëó÷åíèåîïðåäåëÿåòñÿ ñëàãàåìûìè ñ u2=(1 � u) â âûðàæåíè�ÿõ (4.1)�(4.2). Ïðè E � 150�300 �ýÂ â ðàçëè÷íûõêðèñòàëëàõ � � 1�10. Âëèÿíèå ñïèíà íà èçëó÷åíèåèçó÷àëîñü íåäàâíî ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòå [34℄.Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åííîãî�îòîíà h!i, ò. å. âåëè÷èíà !, óñðåäíåííàÿ ïî îäíî�î�òîííûì ðàñïðåäåëåíèÿì g(1)! (3.13). Ïðè � � 1�2 ýòàâåëè÷èíà ðàâíà h!i � 0:1�0.12 è ñòðåìèòñÿ ê ïðåäå�ëó h!i ! 0:25 ïðè �!1.Ïàðöèàëüíûå âåðîÿòíîñòè g(k)! (3.15) äëÿ ýëåê�òðîíîâ ñ ýíåðãèåé 150 �ýÂ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà�÷åíèÿõ ñèëû ïîêàçàíû íà ðèñ. 5. Íà÷àëüíûå ðàñ�ïðåäåëåíèÿ g(1)! , ñîîòâåòñòâóþùèå ÏÏÏ (4.1)�(4.3),ïîêàçàíû øòðèõîâûìè êðèâûìè. ×èñëåííûé ìåòîäðàñ÷åòà âåëè÷èí g(k)! äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèòñÿ â Ïðèëîæåíèè C. Ïî îñèàáñöèññ íà ðèñ. 5 îòëîæåíà ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ k èç�ëó÷åííûõ �îòîíîâ. �èñóíîê 5 èëëþñòðèðóåò ñèëü�íóþ çàâèñèìîñòü �îðìû k-�îòîííîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ âåðîÿòíîñòåé g(k)! îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ811
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�èñ. 4. Îäíî�îòîííûå âåðîÿòíîñòè èçëó÷åíèÿ g(1)!(3.13), âû÷èñëåííûå â ÏÏÏ (4.1)�(4.3) äëÿ ðàçëè÷-íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïîëÿ � = 0:05 (1 ), 0:5 (2 ),1:45 (3 ), 3 (4 ), 9 (5 ), 45 (6 ), 208 (7 )ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèè k (ñð. êðèâûå 5 è 2 íàðèñ. 5à è á äëÿ k = 20).�åøåíèÿ êàñêàäíîãî óðàâíåíèÿ (3.16) äëÿ ýëåêò-ðîíîâ ñ ýíåðãèåé 150 �ýÂ äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ñèëû âìèøåíè òîëùèíîé 185 ìêì ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6.Ñïëîøíûå êðèâûå � ðàñ÷åò â ÏÏÏ, øòðèõîâûå �ðàñïðåäåëåíèå Ëèíäõàðäà (3.33). Âèäíî, ÷òî îòíîñè�òåëüíî ïðîñòîå ðàñïðåäåëåíèå Ëèíäõàðäà ïðè ïðà�âèëüíî ïîäîáðàííûõ ïàðàìåòðàõ � è � ìîæåò õîðî�øî àïïðîêñèìèðîâàòü ðåçóëüòàòû áîëåå òî÷íîãî ðàñ�÷åòà. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ïóàññî�íîâñêèé, ñðåäíåå ÷èñëî èçëó÷åííûõ �îòîíîâ â äàí�íîì ñëó÷àå ðàâíî hki = �0z, ãäå çíà÷åíèÿ �0 ìîæíîíàéòè èç ðèñ. 3.4.2. Àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâÏðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê èçëó÷åíèþýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèÿìè â ñîòíè �ýÂ ïðè èõ äâèæå�
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�èñ. 5. Ïàðöèàëüíûå âåðîÿòíîñòè g(k)! (3.15)äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 150 �ýÂ â ÏÏÏ äëÿF = 500 (à), 100 (á ) ýÂ/�A. Íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëå-íèÿ ïîêàçàíû øòðèõîâûìè êðèâûìè. à � k = 2 (1 ),3 (2 ), 5 (3 ), 10 (4 ), 20 (5 ); á � k = 10 (1 ), 20 (2 ),30 (3 )812
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0 0.4 0.6 0.8 1.00.2�èñ. 6. �åøåíèÿ êàñêàäíîãî óðàâíåíèÿ (3.16) äëÿýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 150 �ýÂ â ìèøåíè òîëùè-íîé 185 ìêì. Ñïëîøíûå êðèâûå � ðàñ÷åò â ÏÏÏ,øòðèõîâûå � ðàñïðåäåëåíèå Ëèíäõàðäà (3.33): 1 �F = 200 ýÂ/�A, � = 0:44, hki = 3:4, � = 3, � = 2:3;2 � F = 500 ýÂ/�A, � = 1:1, hki = 14, � = 5, � = 8:6;3 � F = 1000 ýÂ/�A, � = 2:22, hki = 24, � = 12,� = 30:3. Çäåñü hki � ñðåäíåå ÷èñëî èçëó÷åííûõ�îòîíîâ (3.20), � è � � ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿËèíäõàðäàíèè ïîä ìàëûìè óãëàìè � � �L ê àòîìíîé öåïî÷�êå êðèñòàëëà (àêñèàëüíîå êàíàëèðîâàíèå è êâàçèêà�íàëèðîâàíèå [35�37℄). �åãóëÿðíûé õàðàêòåð äâèæå�íèÿ â íåïðåðûâíîì ïîòåíöèàëå U(r) (r � ðàññòîÿ�íèå äî àòîìíîé öåïî÷êè) áóäåò âîçìóùàòüñÿ íåêî�ãåðåíòíûì ìíîãîêðàòíûì ðàññåÿíèåì íà îòäåëüíûõàòîìàõ êðèñòàëëà, ÷òî ïðèâîäèò ê ñòîõàñòè÷åñêîìóóâåëè÷åíèþ ïîïåðå÷íîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà ".Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ ïðåíåáðåæåì ìíîãîêðàòíûìðàññåÿíèåì è êîíêóðèðóþùèì ý��åêòîì óìåíü�øåíèÿ ïîïåðå÷íîé ýíåðãèè èç-çà èçëó÷åíèÿ �îòî�íîâ (äåìïèíã ïîïåðå÷íîé ýíåðãèè). Òîãäà äâèæå�íèå ýëåêòðîíà â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöè�àëå U(r) áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ äâóìÿ èíòåãðàëà�ìè äâèæåíèÿ � ïîïåðå÷íîé ýíåðãèåé " è óãëîâûììîìåíòîì ýëåêòðîíà îòíîñèòåëüíî àòîìíîé öåïî÷êè�, à êàðòèíà àêñèàëüíîãî êàíàëèðîâàíèÿ áóäåò âû�ãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîïàäàÿ â êðèñòàëëïîä óãëîì �in ê àòîìíîé öåïî÷êå íà ðàññòîÿíèè rinîò íåå, ýëåêòðîí ïðèîáðåòàåò ïîïåðå÷íóþ ýíåðãèþ" = E�2in2 + U(rin)

è óãëîâîé ìîìåíò� = E �inrin os'in;ãäå 'in � àçèìóòàëüíûé óãîë âëåòà îòíîñèòåëüíî öå�ïî÷êè. Äàëåå ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè ñïîñòîÿííûìè " è � è èçëó÷àåò �îòîíû, ñïåêòð êîòî�ðûõ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî �îðìóëàì (3.13)�(3.16).�åçóëüòèðóþùèé ñïåêòð ïîëó÷èòñÿ óñðåäíåíèåì ïîòî÷êàì âëåòà rin è óãëàì âëåòà �in, ÷òî ýêâèâàëåíò�íî óñðåäíåíèþ ïî �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðî�íîâ ïî ïîïåðå÷íûì ýíåðãèÿì è óãëîâûì ìîìåíòàìâ êðèñòàëëå [35, 36℄. Òàêèì îáðàçîì ó÷èòûâàþòñÿíà÷àëüíûå óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà (óãëîâàÿ ðàñõîäè�ìîñòü ïó÷êà ýëåêòðîíîâ íà âõîäå è ò. ä.).Äëÿ ðàñ÷åòà ïî �îðìóëàì (3.13)�(3.16) òðåáóåòñÿçàäàòü íà÷àëüíóþ îäíî�îòîííóþ �óíêöèþ ðàñïðå�äåëåíèÿ g(1)! . Â ÏÏÏ ýòà âåëè÷èíà áóäåò çàâèñåòü âêàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îò òåêóùåãî ðàññòîÿíèÿ äîàòîìíîé öåïî÷êè r. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå îäíî�îòîí�íîé �óíêöèè â �îðìóëå (3.16) ñëåäóåò áðàòü ðàñïðå�äåëåíèå g(1)! , âû÷èñëåííîå â ÏÏÏ (4.1)�(4.3) è óñðåä�íåííîå ïî ðàâíîâåñíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåê�òðîíîâ ñ çàäàííûìè " è � ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòår. Äëÿ ýëåêòðîíîâ, ïîïàâøèõ â ñîñòîÿíèå ñ �èíèò�íûì ïîïåðå÷íûì äâèæåíèåì (ò. å. ñ " < 0), ðàâíîâåñ�íîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå èìååòâèädw("; �; r) == drT ("; �) � 2m"�U(r)��2=2mr2�1=2 ; (4.4)ãäå T ("; �) � ïåðèîä ïîïåðå÷íûõ ðàäèàëüíûõ êîëå�áàíèé ýëåêòðîíà â êàíàëå, rmin < r < rmax, âåëè÷è�íû rmin è rmax îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâàíóëþ çíàìåíàòåëÿ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ â (4.4).Êâàçèêàíàëèðîâàííûå ýëåêòðîíû ñ èí�èíèòíûìïîïåðå÷íûì äâèæåíèåì (" > 0) ðàñïðåäåëåíû ðàâ�íîìåðíî â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì äîñòóï�íàÿ ýëåêòðîíàì ïîïåðå÷íàÿ îáëàñòü íå çàâèñèò îò" (è ðàâíà ïîïåðå÷íîé ïëîùàäè, ïðèõîäÿùåéñÿ íàîäíó öåïî÷êó S0 = 1=Nd, N � ÷èñëî àòîìîâ êðèñ-òàëëà â åäèíèöå îáúåìà), ïîýòîìó â ÏÏÏ ñå÷åíèåèçëó÷åíèÿ êâàçèêàíàëèðîâàííûõ ýëåêòðîíîâ íå áó�äåò çàâèñåòü îò èõ ïîïåðå÷íîé ýíåðãèè. Äëÿ êàíà�ëèðîâàííûõ ýëåêòðîíîâ ñ " < 0 ñå÷åíèÿ èçëó÷åíèÿáóäóò ñèëüíî çàâèñåòü îò ïîïåðå÷íîé ýíåðãèè, èç-çàòîãî ÷òî äîñòóïíàÿ ýëåêòðîíàì ïîïåðå÷íàÿ îáëàñòüS(") ñèëüíî çàâèñèò îò " è ýëåêòðîíû ñ áîëüøèìè ïîìîäóëþ ïîïåðå÷íûìè ýíåðãèÿìè èçëó÷àþò ñèëüíåå,òàê êàê îíè äâèæóòñÿ íà ìåíüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îòàòîìíîé öåïî÷êè.813
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�èñ. 7. Ñïåêòðû èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ýëåêòðî-íîâ ñ ýíåðãèåé 150 �ýÂ â êðèñòàëëå ãåðìàíèÿ òîë-ùèíîé 200 (à, á ), 400 (â) ìêì ïðè óãëàõ âëåòà 0�7 (à, â), 15�21 (á ) ìêðàä îòíîñèòåëüíî îñè h110i,N � ýêñïåðèìåíò [9℄, 4 � ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâà-íèå, ñïëîøíûå ëèíèè � ðàñ÷åò ïî êàñêàäíîé òåî-ðèè, øòðèõîâûå ëèíèè � âêëàäû ýëåêòðîíîâ ñ ðàç-ëè÷íûìè ïîïåðå÷íûìè ýíåðãèÿìè (ñì. òåêñò)
Íåïðåðûâíûé ïîòåíöèàë àòîìíîé öåïî÷êè U(r)ðàññ÷èòûâàëñÿ íàìè íà îñíîâå àòîìíîãî ïîòåíöèà�ëà Äîéëà è Òåðíåðà [38℄ ñ óñðåäíåíèåì ïî òåïëîâûìêîëåáàíèÿì àòîìîâ êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì ñ÷èòàëîñü,÷òî â îáëàñòè r1 < r < r0 ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ,U(r) = 0, ãäå r1 � ïîëîâèíà êðàò÷àéøåãî ðàññòî�ÿíèÿ ìåæäó àòîìíûìè öåïî÷êàìè âäîëü çàäàííî�ãî íàïðàâëåíèÿ, r0 = (�Nd)�1=2 � ðàäèóñ êàíàëà,

ò. å. ìàêñèìàëüíàÿ äîëÿ ýëåêòðîíîâ, êîòîðàÿ ìîæåòáûòü çàõâà÷åíà â êàíàë, ðàâíà Nh = (r1=r0)2 (ïðè�in = 0), ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ îñè h110i êðèñòàëëàãåðìàíèÿ ñîñòàâëÿåò îêîëî 30% ïó÷êà.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñïåêòðà èíòåíñèâíîñòè èçëó�÷åíèÿ (3.2) ïîêàçàíû íà ðèñ. 7à, á, ãäå ïðèâîäÿò�ñÿ äàííûå äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 150 �ýÂ, ïà�äàþùèõ ïîä óãëàìè â èíòåðâàëàõ 0�7 (ðèñ. 7à) è814



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Êàñêàäíûå ïðîöåññû ïîòåðü ýíåðãèè : : :15�21 (ðèñ. 7á ) ìêðàä îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿh110i êðèñòàëëà ãåðìàíèÿ òîëùèíîé 200 ìêì (â äàí�íîì ïðèìåðå �L = 55 ìêðàä). Ýêñïåðèìåíòàëüíûåðåçóëüòàòû âçÿòû èç ðàáîòû [9℄. Ñïåêòðû ïîêàçà�íû â åäèíèöàõ èíòåíñèâíîñòè äëÿ àìîð�íîé ñðåäû:Ez=Lrad, ãäå z � òîëùèíà êðèñòàëëà, Lrad � ðà�äèàöèîííàÿ äëèíà (äëÿ ãåðìàíèÿ Lrad = 2:36 ñì).Òàêèì îáðàçîì, ïî îñè îðäèíàò íà ðèñ. 7à, á ïîêà�çàíî ïðåâûøåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â îðè�åíòèðîâàííîì êðèñòàëëå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåìàìîð�íîé ìèøåíè òîé æå òîëùèíû. Ñïëîøíàÿ êðè�âàÿ íà ðèñ. 7à ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòó ïî êàñêàäíîéòåîðèè ñîãëàñíî (3.2), (3.16). Òåîðåòè÷åñêèå çíà÷å�íèÿ íà ðèñ. 7à è íà îñòàëüíûõ ðèñóíêàõ âû÷èñëÿ�ëèñü â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, êîòîðûå ñîåäèíåíû ïðÿ�ìûìè ëèíèÿìè. Âèäíî, ÷òî äëÿ óñëîâèé, ïðåäñòàâ�ëåííûõ íà ðèñ. 7à, á, ðàçâèâàåìàÿ òåîðèÿ ñ âûñîêîéñòåïåíüþ òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò ýêñïåðèìåíòàëü�íûå äàííûå.Äîëÿ ýëåêòðîíîâ, çàõâà÷åííûõ â ðåæèì êàíàëè�ðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 7à, ðàâíàNh = 0:25 (óãëû âëåòà 0�7 ìêðàä). Øòðèõîâûå ëè�íèè ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòíûå âêëàäû â ñïåêòð èçëó÷å�íèÿ îò ýëåêòðîíîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïîïåðå÷íûìè ýíåð�ãèÿìè: 1 � " > 0; 2 � " 2 [�10; 0℄ ýÂ, (0.113); 3 �" 2 [�20;�10℄ ýÂ, (0.044); 4 � " 2 [�Um;�20℄ ýÂ,(0.094). Â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïîêàçàíà äîëÿ ýëåê�òðîíîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîïåðå÷íûìè ýíåðãèÿ�ìè. �ëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû â äàííîì ñëó÷àåUm = 202 ýÂ (òåìïåðàòóðà êðèñòàëëà 293 K, ñðåä�íÿÿ àìïëèòóäà òåïëîâûõ êîëåáàíèé áðàëàñü ðàâ�íîé u? = 0:12�A). Èç ðèñ. 7à ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîéâêëàä â ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûé ìàêñèìóìïðè ! � 0:8E âíîñèò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñ�ëî ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ãëóáîêîñâÿçàííûõ ñî�ñòîÿíèÿõ ïîïåðå÷íîãî äâèæåíèÿ (â íàøåì ïðèìåðå÷èñëî òàêèõ ýëåêòðîíîâ íå ïðåâûøàåò 10%). Îêàçû�âàåòñÿ ïðè ýòîì, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ìàêñèìóìâíîñÿò ïàðöèàëüíûå �óíêöèè g(k)! ñ k � 10. �å�çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 7à ñâåòëûìè ñèìâîëàìè. Ïðè ýòîì ó÷èòûâà�ëîñü ìíîãîêðàòíîå íåêîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå íàëåòà�þùèõ ýëåêòðîíîâ íà îòäåëüíûõ àòîìàõ êðèñòàëëà, àòàêæå äåìïèíã ïîïåðå÷íîé ýíåðãèè èç-çà èçëó÷åíèÿ:Æ" = �(!=E)["�U(r)℄. Ìåòîä ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî�âàíèÿ îïèñàí â ðàáîòå [19℄. Â îòëè÷èå îò [19℄, îäíàêî,â äàííîì ñëó÷àå îòäåëüíî ìîäåëèðîâàëàñü òî÷êà, âêîòîðîé ïðîèñõîäèò àêò èçëó÷åíèÿ (ñì. òàêæå [16℄).�èñóíêè 7à, á èëëþñòðèðóþò ñèëüíóþ îðèåíòà�öèîííóþ çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêèçëó÷åíèÿ (äîëÿ ýëåêòðîíîâ â êàíàëå â óñëîâèÿõðèñ. 7á ñîñòàâëÿåò 0.09), êîòîðàÿ õîðîøî îáúÿñíÿåò�
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�èñ. 8. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà èçëó÷åííûõ�îòîíîâ hk(!; z)i îò èõ ñóììàðíîé ýíåðãèè ! äëÿóñëîâèé, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 7à. Óãëû âëåòà 0�7 (1 ),21�27 (2 ) ìêðàäñÿ â ðàìêàõ êàñêàäíîé òåîðèè. Çàìåòèì, ÷òî ðàçâèâà�åìàÿ òåîðèÿ íå ñîäåðæèò ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâè äàåò ïðàâèëüíûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû.Ñîîòâåòñòâèå êàñêàäíîé òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà,îäíàêî, óõóäøàåòñÿ â áîëåå òîëñòûõ êðèñòàëëàõ (ñì.ðèñ. 7â). Îòñóòñòâèå ó÷åòà ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿâ êàñêàäíîé òåîðèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îíà ïðåä�ñêàçûâàåò äëÿ òîëñòûõ êðèñòàëëîâ íåíàáëþäàåìûéîñòðûé ïèê. Òåì íå ìåíåå è â ýòîì ñëó÷àå òåîðèÿäàåò ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì çíà÷åíèÿ èí�òåíñèâíîñòè â ìÿãêîé ÷àñòè ñïåêòðà è âåðíî ïðåä�ñêàçûâàåò ïîëíûå ïîòåðè íà èçëó÷åíèå. Ïîëíûå ïî�òåðè ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå ïðîïîðöèîíàëüíû ïëîùà�äè ïîä êðèâûìè íà ðèñ. 7. Äëÿ óñëîâèé, ïðåäñòàâëåí�íûõ íà ðèñ. 7à, â, ïîëíûå ïîòåðè ýíåðãèè ñîñòàâëÿ�þò, ñîîòâåòñòâåííî, 27% è 44% îò ïåðâîíà÷àëüíîéýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, ÷òî áëèçêî ê ýêñïåðèìåíòàëü�íûì ðåçóëüòàòàì.Âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçìåðåíà â ýêñ�ïåðèìåíòàõ, ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî èçëó÷åííûõ �î�òîíîâ êàê �óíêöèÿ èõ ñóììàðíîé ýíåðãèè hk(!; z)i,815



Ì. Õ. Õîêîíîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004îïðåäåëÿåìîå ïî �îðìóëå (3.18). Ýòà âåëè÷èíà äëÿýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèåé 150 �ýÂ ïîêàçàíà íà ðèñ. 8ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ èõ âëåòà â êðèñòàëë ãåðìà�íèÿ òîëùèíîé 200 ìêì îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿh110i. Ïëîùàäü ïîä êðèâûìè íà ðèñ. 8 ðàâíà ïîë�íîìó ñðåäíåìó ÷èñëó èçëó÷åííûõ �îòîíîâ hk(z)i íàäàííîé òîëùèíå z. �èñóíîê 8 èëëþñòðèðóåò ñèëü�íóþ îðèåíòàöèîííóþ çàâèñèìîñòü ÷èñëà èçëó÷åí�íûõ �îòîíîâ, åñëè óãëû âëåòà ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõêðèòè÷åñêîãî óãëà Ëèíäõàðäà �L. Íàëè÷èå íà ïðåä�ñòàâëåííûõ íà ðèñ. 8 ñïåêòðàõ hk(!; z)i ìàêñèìóìàïðè ! ! 0 ñâÿçàíî ñ ïîâåäåíèåì îäíî�îòîííûõ âå�ðîÿòíîñòåé â ÏÏÏ, g(1)! � !�2=3, ÷òî ñóùåñòâåííîçàâûøàåò ÷èñëî ìÿãêèõ �îòîíîâ â ñïåêòðå èçëó÷å�íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëåå òî÷íûì ðàññìîòðåíèåì [4℄.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏðîöåññû, ïðèâîäÿùèå ê ðàçáðîñó ïîòåðü ýíåð�ãèè, ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: ïðîöåññû,ïðè êîòîðûõ ïîòåðè ýíåðãèè â îäíîì àêòå âçàè�ìîäåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ìàëû, è îêîí÷àòåëüíîåðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîìâçàèìîäåéñòâèé, áîëüøèì 102�103 (èîíèçàöèîííûåïîòåðè); è ïðîöåññû, êîãäà ïîòåðè ýíåðãèè â îäíîìàêòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîèçìåðèìû ñ ýíåðãèåé ÷àñòè�öû, â òî âðåìÿ êàê ðåçóëüòèðóþùåå ðàñïðåäåëåíèåîïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî÷èñëà àêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ < 10 � 20 (òîðìîçíîåèçëó÷åíèå, èçëó÷åíèå ýëåêòðîíîâ ñ ýíåðãèÿìèñâûøå ñîòíè �ýÂ â îðèåíòèðîâàííûõ êðèñòàë�ëàõ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå àäåêâàòíîå îïèñàíèåðàçáðîñà ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü, ñîîòâåòñòâóþùåãîêîíêðåòíûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì óñëîâèÿì, ìîæíîïîëó÷èòü êàê ñóììó ïàðöèàëüíûõ âêëàäîâ âåðî�ÿòíîñòåé èçëó÷åíèÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà �îòîíîâ(3.6). Âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïîòåðÿì ýíåðãèè èìåþò îñîáåííî ïðîñòîé âèä, êîãäàïîëíîå ñå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ íå çàâèñèò îò âðåìå�íè è îò ýíåðãèè, òàê ÷òî èìååò ìåñòî ïóàññîíîâñêèéïðîöåññ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ áîëüøîé êëàññ ÿâëåíèé,ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåííûì äè��åðåíöèàëüíûìñå÷åíèÿì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýêðàíèðîâêîé, ìîæåòáûòü îïèñàí òî÷íûìè ðåøåíèÿìè ñðàâíèòåëüíîïðîñòîãî âèäà, âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç áûñòðîñõîäÿ�ùèåñÿ èíòåãðàëû îò ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.Àâòîð áëàãîäàðåí ïîêîéíîìó ïðî�åññîðóÉ. Ëèíäõàðäó, êîòîðûé îáðàòèë âíèìàíèå àâòîðàíà ïîëåçíûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ (3.33), çàâîçìîæíîñòü ðàáîòàòü â óíèâåðñèòåòå ã. Îðõóñà â

ïåðâîé ïîëîâèíå 1990-õ ãîäîâ è çà ìíîãî÷èñëåííûåïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåíêîëëåãàì É. Ó. Àíäåðñîíó, Þ. Â. Êîíîíöó, Õ. Íèò�òå, Ý. Óããåðõîþ è À. Õ. Õîêîíîâó çà äèñêóññèè,ñïîñîáñòâîâàâøèå ïðîÿñíåíèþ âàæíûõ àñïåê�òîâ âûïîëíåííîé ðàáîòû. �àáîòà âûïîëíåíà ïðèïîääåðæêå ãðàíòà ¾Èíòåãðàöèÿ¿ (Ý0203).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÔîðìóëû (2.33), (2.34) ïðèâîäÿò ê ãàì�ìà-ðàñïðåäåëåíèþ (2.39) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ��1(�) = ��1�1�� �Z0 � sin �� �� exp� ��tg �� d�: (A.1)Ýòà �îðìóëà ñëåäóåò èç ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëå�íèÿ (ñì., íàïðèìåð, [39℄, 8.315):��1(�) = i(2�)�1 ZC (�z)�� exp(�z) dz; (A.2)ãäå êîíòóð C èäåò èç +1 âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè,îáõîäèò íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêèè âîçâðàùàåòñÿ â +1. Ôîðìóëà (A.1) ïîëó÷àåòñÿ èç(A.2) èíòåãðèðîâàíèåì âäîëü ëèíèè íàèñêîðåéøåãîñïóñêà, êàê ýòî áûëî îïèñàíî â òåêñòå.Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé [39�41℄�îðìóëà (A.1) óäîáíà áûñòðîñõîäÿùèìñÿ ïîäûíòå�ãðàëüíûì âûðàæåíèåì, ÷òî äåëàåò åå âåñüìà ïîëåç�íîé òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî �àêòîð ��1(�) ÷àñòîâñòðå÷àåòñÿ â �óíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìàòðè�âàåìûõ â äàííîé ðàáîòå.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÑòàíäàðòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ �óíêöèé Ìàê�äîíàëüäà â (4.1) èìåþò âèä (ñì. [39℄, 8.433)K1=3(�) = p3 1Z0 os�32��x+ x33 �� dx; (B.1)K2=3(�) = p3 1Z0 x sin �32��x+ x33 �� dx: (B.2)Çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ â �îðìóëàõ(B.1) è (B.2) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = x+ iy íà�õîäèì, ÷òî àðãóìåíò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèéâ (B.1) è (B.2) èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó z0 = i, ëåæà�ùóþ íà ìíèìîé îñè, à óðàâíåíèå ËÍÑ èìååò âèä816



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 4 (10), 2004 Êàñêàäíûå ïðîöåññû ïîòåðü ýíåðãèè : : :Y (x) = (1+ x2=3)1=2. Èíòåãðèðóÿ âäîëü ýòîé ëèíèè,ïîëó÷àåìK1=3(�) = p3 1Z0 exp����1+4x23 �Y (x)� dx; (B.3)
K2=3(�) = 1p3 1Z0 (3 + 2x2)�� exp����1 + 4x23 �Y (x)� dxY (x) : (B.4)Íàøå ïðåäñòàâëåíèå (B.3) è (B.4) íå âñòðå÷àåòñÿ âëèòåðàòóðå. Îíî óäîáíî òåì, ÷òî ïàðàìåòð � âõîäèòâ àðãóìåíò ýêñïîíåíòû áûñòðîñõîäÿùåãîñÿ ïîäûíòå�ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ÷òî äàåò ïðåèìóùåñòâà ïðèîïåðàöèÿõ äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿïî àðãóìåíòó, à òàêæå ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.Ôóíêöèÿ Ýéðè è åå ïðîèçâîäíàÿ â (2.36) è (2.38)îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ K1=3 è K2=3, à çíà÷èò, ìîãóòòàêæå áûòü ïðåäñòàâëåíû �îðìóëàìè òèïà (B.3) è(B.4) [40℄. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ CÇàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ÷èñëåííîì îïðåäåëåíèèèíòåãðàëîâ âèäàF (e; u) = uZ0 f(e� x; u� x)w(e; x) dx; (C.1)ãäå e è u � áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, ìåíÿþùèå�ñÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû è ñîîòâåòñòâóþùèå ýíåðãèèýëåêòðîíà è ÷àñòîòå (ýíåðãèè) èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå �óíêöèè ââûðàæåíèè (Ñ.1) îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ e > u.Èíòåãðàë (Ñ.1) âû÷èñëÿëñÿ íà òðåóãîëüíîé ñåò�êå (ñì. ðèñ. 9) ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ðàçáèåíèé èðàâíûì øàãîì Æ ïî îáåèì ïåðåìåííûì:Æ � �e = �u = 1� 2uminN � 1 :ÇäåñüN � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ âû�÷èñëÿþòñÿ e è u (íà ðèñóíêåN = 6), umin = 1�umax,umin è umax � ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòî�òû �îòîíîâ, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû(C.1). Â íàøåì ñëó÷àå umin = 0:0051529. Òàêîé âû�áîð âåëè÷èíû umin îáóñëîâëåí àëãîðèòìîì ÷èñëåí�íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèé ñ îñîáåííîñòüþ òèïàu�2=3 íà ëåâîì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèÿ
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�èñ. 9. Ñåòêà â ïåðåìåííûõ u = !=E0 è e = E=E0äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïàðöèàëüíûõ âåðîÿòíîñ-òåé (3.15)÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé m âîçðàñòàþò âäîëü îñè àá�ñöèññ, òîãäà êàê ïåðåìåííàÿ n âîçðàñòàåò ïðîòèâ îñèîðäèíàò.Ôóíêöèÿì, âõîäÿùèì â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà�æåíèå â (C.1), ñîïîñòàâëÿåì ñåòî÷íûå �óíêöèè fnmè wnm, ïðè÷åì ïåðâûé èíäåêñ ñîîòâåòñòâóåò ýíåð�ãèè ýëåêòðîíà en, à âòîðîé � ÷àñòîòå �îòîíà um.Òîãäà n-ìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè íà ñåòêå ñîîòâåòñòâó�åò N � n+ 1 çíà÷åíèé ÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé m. Ïîîïðåäåëåíèþ e1 = 1, eN = 1 � 2umin, u1 = umin,uN = 1� umin.Íà óêàçàííîé ñåòêå èíòåãðàë (C.1) âû÷èñëÿåòñÿïî �îðìóëå (ìåòîä òðàïåöèè)Fnm = Æ mXk=1�1� 12Æ1k � 12Æmk��� fn+k�1;m�k+1wnk; (C.2)ãäå Æij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.Ñîãëàñíî �îðìóëå (C.2), çíà÷åíèÿ fij â óêàçàí�íîé ñóììå íà ñåòêå ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 9 âèäàäëÿ çàäàííûõ en è um (âûäåëåííàÿ òî÷êà íà ðèñóí�êå) áåðóòñÿ íà äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (n;m)è (n+m�1; 1) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ BC íà ðèñ. 9, n = 2è m = 3). Çíà÷åíèÿ æå wij â (C.2) áåðóòñÿ íà ëèíèèn = onst (ëèíèÿ AB). Çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (C.1) îòíóëÿ äî u = u1 = umin âû÷èñëÿëèñü àíàëèòè÷åñêèñ ó÷åòîì ìàëîñòè umin � 1, ò. å. èíòåãðàë (C.1) ïî�îðìóëå (C.2) âû÷èñëÿëñÿ â ïðåäåëàõ [umin; u℄. Íàêàæäîì ýòàïå âû÷èñëåíèé òî÷íîñòü êîððåêòèðîâà�ëàñü ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, à ðåçóëüòàòûïðîâåðÿëèñü ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðå�øåíèÿìè.4 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 817
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