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ÄÈÑÊ�ÅÒÍÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ��ÀÂÈÒÀÖÈß È ÀÍÎÌÀËÈÈÑ. Í. Âåðãåëåñ *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 ìàÿ 2001 ã.Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ âåðñèÿ êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè íà äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-ïëåêñàõ). �àññìàòðèâàåòñÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ äèðàêîâñêèì ïîëåì. Ïîêàçûâàåòñÿ,÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè îòñóòñòâóåò ðåïàðàìåòðèçàöèîííàÿ àíîìàëèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà àê-ñèàëüíîé êàëèáðîâî÷íîé àíîìàëèè è ñâÿçàííàÿ ñ íåé ïðîáëåìà ¾óäâîåíèÿ¿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé íàðåøåòêå.PACS: 04.60.N 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏîñêîëüêó òðàäèöèîííûå ìåòîäû êâàíòîâàíèÿãðàâèòàöèè â ÷åòûðåõ èçìåðåíèÿõ îêàçàëèñü íåñî�ñòîÿòåëüíûìè âñëåäñòâèå óëüòðà�èîëåòîâûõ ðàñõî�äèìîñòåé, âîçíèêëà åñòåñòâåííàÿ èäåÿ, ÷òî íà ñâåðõ�ìàëûõ ìàñøòàáàõ (ïîðÿäêà ïëàíêîâñêèõ è ìåíüøå)èìååò ìåñòî êà÷åñòâåííî èíàÿ �èçèêà1).Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãîñïîäñòâóþùàÿ â òåîðåòè�÷åñêîé �èçèêå òî÷êà çðåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî òåîðèÿ ñóïåðñòðóíû ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé�èçè÷åñêîé òåîðèåé. Â äåñÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâåòåîðèÿ ñóïåðñòðóíû ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé, àòàêæå ñâîáîäíîé îò ðàñõîäèìîñòåé òåîðèåé. Òåîðèÿñóïåðñòðóíû ñîäåðæèò ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåé�ñòâèå. Ïîýòîìó â ðàìêàõ ñòðóííîé èäåîëîãèè ìûèìååì ñëåäóþùóþ êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó: êâàíòî�âàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè ÿâëÿåòñÿ �ðàãìåíòîì êâàí�òîâîé òåîðèè ñóïåðñòðóíû êàê äëèííîâîëíîâûé ïðå�äåë. Òåì ñàìûì ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà óëüòðà�èîëåòî�âûõ ðàñõîäèìîñòåé è äîîïðåäåëåíèÿ êâàíòîâîé òåî�ðèè ãðàâèòàöèè.Îäíàêî â ðàìêàõ ñòðóííîé èäåîëîãèè âîçíèêà�åò èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíàÿ ïðîáëåìà êîìïàêòè�è�êàöèè øåñòè èçìåðåíèé è ïîñòðîåíèÿ äëèííîâîëíî�*E-mail: vergeles�itp.a.ru1) Â ýòîì ñìûñëå êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, èçëîæåí�íàÿ àâòîðîì â ðàáîòå [1℄, äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê �åíî�ìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ, ïîëåçíàÿ äëÿ èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõïðîáëåì (êàê, íàïðèìåð, �èçèêà ÷åðíîé äûðû âíóòðè ãîðè�çîíòà), íî íå êàê �óíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ.

âîé �èçèêè â ÷åòûðåõ èçìåðåíèÿõ. Ïîýòîìó ðåàëü�íîå ïðîäâèæåíèå íà ýòîì ïóòè â ðåøåíèè ìíîãî�÷èñëåííûõ ïðîáëåì êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè èêâàíòîâîé êîñìîëîãèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâó�åò. Ñêàçàííîå îïðàâäûâàåò ñóùåñòâîâàíèå íåêîòî�ðûõ äðóãèõ èäåé, ëåæàùèõ â îñíîâàíèè �óíäà�ìåíòàëüíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, è â ïåðâóþî÷åðåäü � òåîðèè ãðàâèòàöèè. Íàèáîëåå èíòåðåñ�íîé íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èäåÿ äèñêðåòíîãî ïðîñòðàí�ñòâà-âðåìåíè, ðàçâèòèþ êîòîðîé ïîñâÿùåíà íàñòîÿ�ùàÿ ðàáîòà.Âïåðâûå èäåÿ î äèñêðåòíîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðå-ìåíè (ïðèìåíèòåëüíî ê òåîðèè ãðàâèòàöèè) áûëàñ�îðìóëèðîâàíà â ïèîíåðñêîé ðàáîòå �åäæå [2℄ çà�äîëãî äî ïîÿâëåíèÿ òåîðèè ñòðóíû. Ñîãëàñíî �åä-æå, ðîëü ãëàäêèõ ïðîñòðàíñòâ �èìàíà èãðàþò êó�ñî÷íî-ïëîñêèå ïðîñòðàíñòâà, à èìåííî � ñèìïëèöè�àëüíûå êîìïëåêñû (íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåî�ðèè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ ïðèâåäåíû â íà�÷àëå ñëåäóþùåãî ðàçäåëà). Ïðè ýòîì êàæäîìó îäíî�ìåðíîìó ñèìïëåêñó (ðåáðó) ïðèïèñûâàåòñÿ åãî äëè�íà, òàê ÷òî åñëè ñîâîêóïíîñòü òðåõ ðåáåð îáðàçó�åò ãðàíèöó äâóìåðíîãî ñèìïëåêñà (òðåóãîëüíèêà),òî äëèíû ýòèõ ðåáåð óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàìòðåóãîëüíèêîâ. Òåì ñàìûì ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíàãåîìåòðèÿ êîìïëåêñà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà,ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëîãîì òåíçîðà �èìàíà íà ãëàäêîìïðîñòðàíñòâå �èìàíà, îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü íà ñî�âîêóïíîñòè (D � 2)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ (D � ðàç�ìåðíîñòü ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà), ò. å. ¾òåíçîð1069



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001êðèâèçíû¿ ñòàíîâèòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå äâóìåðíóþ êóñî÷íî-ïëîñ-êóþ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü �r � ÷èñëî r-ìåðíûõ ñèì�ïëåêñîâ êîìïëåêñà K. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå r = 0; 1è 2, ïðè÷åì äëèíû âñåõ îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ çà�äàíû. Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòüâëîæåíà â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3 .Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íàøà ïîâåðõíîñòü âëî�æåíà â RN . Òîãäà ïîëíîå ÷èñëî èìåþùèõñÿ ñòåïå�íåé ñâîáîäû ðàâíî N�0 (ìåñòîïîëîæåíèÿ âåðøèí)ìèíóñ ÷èñëî ñâÿçåé �1 (äëèíû ðåáåð). Ýòî ÷èñëîäîëæíî áûòü íå ìåíüøå ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ãðóïïûòðàíñëÿöèé è âðàùåíèé ïðîñòðàíñòâà RN . Òàêèì îá�ðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó:N �0 � �1 � N + 12N(N � 1):Â ñëó÷àå î÷åíü áîëüøèõ êîìïëåêñîâ ïðàâîé ÷àñòüþìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê ÷òîN � �1=�0:Ó÷òåì äàëåå, ÷òî� = �0 � �1 + �2� ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîìïëåêñà, îñòàþùàÿñÿíåèçìåííîé ïðè çàäàííîé òîïîëîãèè [3; 4℄. Ïîýòîìóäëÿ î÷åíü áîëüøèõ êîìïëåêñîâ ìîæíî ïîëîæèòü�0 � �1 + �2 = 0:Êðîìå òîãî, âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå2�1 = 3�2:Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ, ìû ïðèõîäèìê îöåíêå N � 3. Òàêèì îáðàçîì, ìû âïðàâå ñ÷èòàòü,÷òî ëþáàÿ äâóìåðíàÿ êóñî÷íî-ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòüâëîæåíà â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.�àññìîòðèì â R3 îêðåñòíîñòü êàêîé-ëèáî âåðøè�íû p êîìïëåêñà K. Ïóñòü âåðøèíà p ñîåäèíåíà ðåáðà�ìè ñ äðóãèìè n âåðøèíàìè êîìïëåêñà ñ íîìåðàìè1; 2; : : : ; n, ïðè÷åì òðåóãîëüíèêè�1 = pn1; �2 = p12; : : : ; �n = p(n� 1)nïðèíàäëåæàò êîìïëåêñó (òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìèp; i; j ìû îáîçíà÷èëè pij). Ïîìåñòèì âåðøèíó p â íà�÷àëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà R3 . Òîãäà ïëîñêîñòü,â êîòîðîé íàõîäèòñÿ òðåóãîëüíèê �i, îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèåì nx(i)x+ ny(i)y + nz(i)z = 0;

ãäå nx(i); ny(i); nz(i) � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãîâåêòîðà, íîðìàëüíîãî ê �i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òînz(i) 6= 0 äëÿ âñåõ i. Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòûx; y ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íàâñåõ òðåóãîëüíèêàõ �i, ïðè÷åì âåðøèíà p èìååòêîîðäèíàòû x = y = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ìåòðèêà íàðàññìàòðèâàåìîé êóñî÷íî-ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè èí�äóöèðóåòñÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâà R3 .Ïîýòîìó òåíçîð �èìàíà Rxyxy îáðàùàåòñÿ â íóëü íàâíóòðåííèõ ÷àñòÿõ òðåóãîëüíèêîâ. Î÷åâèäíî òàêæå,÷òî òåíçîð �èìàíà ðàâåí íóëþ íà ãðàíèöàõ ìåæäóòðåóãîëüíèêàìè �i è �i+1 çà èñêëþ÷åíèåì, áûòüìîæåò, èõ âåðøèí. Äåéñòâèòåëüíî, ÷àñòü êîìïëåêñàK âáëèçè âåðøèíû p ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêïðåäåë ñåìåéñòâà ãëàäêèõ êîíóñîâ ñ èíäóöèðîâàí�íîé ìåòðèêîé è, ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâûì òåíçîðîì�èìàíà âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèíû.Ïóñòü �i � âíóòðåííèé óãîë òðåóãîëüíèêàp(i � 1)i â âåðøèíå p. Îïðåäåëèì äå�åêò óãëà "p ââåðøèíå p ñ ïîìîùüþ �îðìóëûnXi=1 �i = 2� � "p:Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, òåíçîð �èìàíà íà êóñî÷�íî-ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí íóëþ âåçäå, çà èñêëþ�÷åíèåì, áûòü ìîæåò, åå âåðøèí. Ïîýòîìó òåíçîðû�èìàíà è �è÷÷è, à òàêæå ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ÿâ�ëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè ñ íîñèòåëÿìè â âåðøèíàõêîìïëåêñà. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ñêàëÿð�íîé êðèâèçíû ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâàpjgjR = 2Xi "iÆ(x� xi)Æ(y � yi) (�)(ãäå x; y � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà êóñî÷�íî-ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, i � íîìåð âåðøèíûïîâåðõíîñòè, "i � äå�åêò óãëà â ñîîòâåòñòâóþùåéâåðøèíå, g�� � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, R � ñêàëÿðíàÿêðèâèçíà) ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûì. Äåéñòâèòåëüíî,âî-ïåðâûõ, ñîîòíîøåíèå (*) èíâàðèàíòíî îòíîñè�òåëüíî çàìåíû ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. Âî-âòîðûõ,â ñëó÷àå j"pj � 1 ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòî�ðà, ïðèíàäëåæàùåãî êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâóêóñî÷íî-ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà, âîêðóã âåðøèíûp ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó ýòîãî âåêòîðà íà óãîë "p,êîòîðûé â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå çàäàåòñÿèçâåñòíîé �îðìóëîé"p = Z� R1212dxdy:Ïðè ýòîì g�� = Æ�� è R = 2R1212. Çäåñü � � îá�ëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì, ïî êîòîðîìó ïåðåíî�ñèòñÿ âåêòîð, è ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó p. Ïîëó÷åííîå1070



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è àíîìàëèèðàâåíñòâî çàïèñûâàåòñÿ â �îðìå, íå çàâèñÿùåé îòëîêàëüíûõ êîîðäèíàò:"p = 12 Z d2xpjgjR:Ýòî ïîäòâåðæäàåò ðàâåíñòâî (*).Â D-ìåðíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íàîïèñàííîé âûøå: òåíçîð �èìàíà íå ðàâåí íóëþëèøü íà (D � 2)-ñèìïëåêñàõ. Åñëè s îáîçíà÷àåò(D� 2)-ñèìïëåêñ è s � åãî (D� 2)-îáúåì, òî àíàëîãðàâåíñòâà (*) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåZ dDxpjgjR = 2Xs s"s; (1)ãäå "s � äå�èöèò óãëà âîêðóã ñèìïëåêñà s.Áîëåå äåòàëüíàÿ ðàçðàáîòêà èñ÷èñëåíèÿ �åäæåñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [5℄. Àíàëîãè÷íûé èñ÷èñëåíèþ�åäæå ïîäõîä ê äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè ÷èòàòåëü ñìî�æåò íàéòè òàêæå â ðàáîòàõ [6; 7℄.Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíîå èçÿùåñòâî èñ÷èñëåíèÿ�åäæå, ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé òåîðèè äåéñòâèå(1) îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íåóäîáíûì. Äåéñòâèòåëüíî,íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïðà�âóþ ÷àñòü (1), � ýòî äëèíû îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ,ïîä÷èíåííûå îãðîìíîìó êîëè÷åñòâó ñâÿçåé, à èìåí�íî, íåðàâåíñòâàì òðåóãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, ïðèâêëþ÷åíèè â òåîðèþ äèðàêîâñêèõ ïîëåé âîçíèêàåòíîâàÿ òðóäíîñòü, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â îòñóòñòâèè âÿâíîì âèäå îðòîíîðìàëüíûõ áàçèñîâ. Âîçìîæíî ïîýòîé ïðè÷èíå â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíåå ðàçâè�âàåòñÿ âàðèàíò äèñêðåòíîé ãðàâèòàöèè, îñíîâàííûéíà òàê íàçûâàåìîé B�F -òåîðèè.×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü èäåè, âûðàáîòàííûå íàîñíîâå B�F -òåîðèè, çàïèøåì äåéñòâèå äëÿ ÷åòûðåõ�ìåðíîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ñ �-÷ëåíîì è áåçìàññî�âûì äèðàêîâñêèì ïîëåì â âèäå èíòåãðàëà îò 4-�îð�ìû:S = Z "abd�� 14l2P �Rab ^ ! ^ !d++ 13�!a ^ !b ^ ! ^ !d�++16�a ^ !b ^ ! ^ !d� ; (2)d!ab + !a ^ !b = 12Rab;�a = i2� aD� �D� a �dx�:Çäåñü !ab = !ab� dx�

� 1-�îðìà ñâÿçíîñòè â íåêîì îðòîíîðìàëüíîì áàçè�ñå !a = ea�dx�, g�� = ea�ea� � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð,lP � ïëàíêîâñêàÿ äëèíà,  � äèðàêîâñêîå ïîëå, a �ìàòðèöû Äèðàêà è D� � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîä�íàÿ äèðàêîâñêîãî ïîëÿ  .Òåïåðü ðàññìîòðèì òåîðèþ ãðàâèòàöèè áåç�-÷ëåíà è ìàòåðèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Äåéñòâèå â òàêîé òåîðèè èìååò ïðîñòîé âèä:S = � 1lP Z Ba ^ Fa: (3)Çäåñü ââåäåíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:Ba = ea�dx�; Fa = 12"abRb:Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, âûòåêàþùèå èç ýòîãî äåé�ñòâèÿ, èìåþò âèär�ea� �r�ea� = 0; (4)Fa = 0: (5)Òàêèì îáðàçîì, â B�F -òåîðèè (3) êðèâèçíà ðàâ�íà íóëþ, è ýòà òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé.B�F -òåîðèÿ ìîæåò áûòü ëåãêî ñ�îðìóëèðîâàíà âïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, â ÷å�òûðåõ èçìåðåíèÿõ åå äåéñòâèå ïîäîáíî äåéñòâèþ (3):S = � 1l2P Z Bab ^ Fab; (6)ãäå Bab = �Bba; Fab = 12"abdRd� 2-�îðìû. Î÷åâèäíî, ÷òî è â ñëó÷àå òåîðèè (6), òàêæå, êàê è â ñëó÷àå B�F -òåîðèè â ëþáîé ðàçìåðíî�ñòè ïðîñòðàíñòâà, òåíçîð êðèâèçíû ðàâåí íóëþ, ò. å.B�F -òåîðèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé. Îäíà�êî, åñëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå B�F -òåîðèÿäåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò ãðàâèòàöèþ, òî â ïðî�ñòðàíñòâàõ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé ýòî óæå íå òàê. Íà�ïðèìåð, â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåîðèÿ (6)áóäåò îïèñûâàòü ãðàâèòàöèþ, åñëè ïîëîæèòüBab = 12!a ^ !b: (7)Êîíå÷íî, òîãäà êðèâèçíà óæå íå áóäåò íóëåâîé.Èçëîæåííûå âûøå îáñòîÿòåëüñòâà ëåæàò â îñíî�âå äðóãîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ äèñêðåòíîé êâàí�òîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè. Ïðè ýòîì ïîäõîäå íàïåðâîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíûé àíàëîãB�F -òåîðèè â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòèD. Ïîñêîëüêó ïîëå B (ñì. (3) è (6)) ÿâëÿåòñÿ1071



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001(D�2)-�îðìîé, â äèñêðåòíîì âàðèàíòå òåîðèè êàæ�äîìó (D�2)-ñèìïëåêñó ïðèïèñûâàåòñÿ íåçàâèñèìûéýëåìåíò ïîëÿ B. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïî�ëþ B â êîíòèíóàëüíîé òåîðèè àìïëèòóäà ïåðåõîäàïðèîáðåòàåò âèäZ � Z D!ab� Yx Æ�F (x)�: (8)Â äèñêðåòíîì âàðèàíòå èçó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîîáîáùåíèå âûðàæåíèÿ (8) äëÿ àìïëèòóäû ïåðåõî�äà. ×òîáû óïðîñòèòü ýòî îáîáùåíèå, ñòðîèòñÿ äóàëü�íàÿ ðåøåòêà èñõîäíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåê�ñà. Âåðøèíû äóàëüíîé ðåøåòêè vi íàõîäÿòñÿ â ñå�ðåäèíàõ D-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ò. å. îíè ÿâëÿþòñÿíåêèìè âíóòðåííèìè òî÷êàìè D-ìåðíûõ ñèìïëåê�ñîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç es îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå áëè�æàéøèå âåðøèíû äóàëüíîé ðåøåòêè, èíäåêñ s íóìå�ðóåò ýòè îòðåçêè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå äóàëüíîåðåáðî es îäèí ðàç ïåðåñåêàåò íåêèé (D�1)-ñèìïëåêñ,ÿâëÿþùèéñÿ îáùèì äëÿ äâóõD-ñèìïëåêñîâ, öåíòðûêîòîðûõ ñîåäèíÿåò äóàëüíîå ðåáðî es. Çà�èêñèðóåì(D� 2)-ñèìïëåêñ è îáîçíà÷èì ÷åðåç f åãî äóàëüíûéäâóìåðíûé ìíîãîóãîëüíèê, êîòîðûé îãðàíè÷åí äó�àëüíûìè ðåáðàìè esf è ïåðåñåêàåòñÿ â îäíîé òî÷êå ñçàäàííûì (D�2)-ñèìïëåêñîì, íî íå ïåðåñåêàåòñÿ íèñ êàêèì äðóãèì (D�2)-ñèìïëåêñîì. Òàêèì îáðàçîì,èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó(D � 2)-ñèìïëåêñàìè èñõîäíîãî ñèìïëèöèàëüíîãîêîìïëåêñà è äóàëüíûìè äâóìåðíûìè ìíîãîóãîëüíè�êàìè. Çàìåòèì, ÷òî â îáîçíà÷åíèè esf èíäåêñ f ñîîò�âåòñòâóåò ïðèíàäëåæíîñòè äóàëüíîãî ðåáðà äóàëü�íîìó ìíîãîóãîëüíèêó f , à s = 1; 2; : : : ; N � íîìåðýòîãî ðåáðà, ïðè÷åì ÷èñëî N ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü�íî áîëüøèì. Ïðèïèøåì êàæäîìó äóàëüíîìó ìíî�ãîãðàííèêó îðèåíòàöèþ. Ýòî îçíà÷àåò çàäàíèå íà�ïðàâëåíèÿ îáõîäà ãðàíèöû ìíîãîãðàííèêà. Òåì ñà�ìûì îðèåíòàöèÿ äóàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà î÷åâèä�íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ êàæäîãî äó�àëüíîãî ðåáðà, ïðèíàäëåæàùåãî ýòîìó ìíîãîãðàííè�êó. Ïîñêîëüêó îäíî ðåáðî ïðèíàäëåæèò ìíîãèì ìíî�ãîãðàííèêàì, åãî îðèåíòàöèÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â çà�âèñèìîñòè îò åãî ïðèíàäëåæíîñòè òîìó èëè èíîìóìíîãîãðàííèêó.�àññìîòðèì ìíîãîóãîëüíèê f . Ïðîíóìåðóåì äó�àëüíûå ðåáðà e1f; e2f; : : : ; eNf â ïîðÿäêå èõ ïðî�õîæäåíèÿ ïðè ïîëîæèòåëüíîì (ïðîòèâ õîäà ÷àñî�âîé ñòðåëêè) îáõîäå ãðàíèöû ìîãîóãîëüíèêà f , ïðèýòîì îáõîäå îäíîâðåìåííî çàäàåòñÿ îðèåíòàöèÿ ðå�áåð. Ïðèïèøåì êàæäîìó äóàëüíîìó ðåáðó esf ýëå�ìåíò gesf ãðóïïû ãîëîíîìèè G ñâÿçíîñòè !ab�. Íà�ïðèìåð, â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿëèáî ãðóïïîé Ëîðåíöà SO(3; 1), ëèáî îðòîãîíàëüíîé

ãðóïïîé SO(4) (â ñëó÷àå åâêëèäîâîãî êâàíòîâàíèÿ).Ñìåíà îðèåíòàöèè äóàëüíîãî ðåáðà âåäåò ê çàìåíåýëåìåíòà gesf íà îáðàòíûé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè esfè es0f 0 � îäíî è òî æå äóàëüíîå ðåáðî, ïðèíàäëåæà�ùåå äâóì ñìåæíûì ìíîãîóãîëüíèêàì f è f 0, ïðè÷åìîðèåíòàöèè esf è es0f 0 ïðîòèâîïîëîæíû, òîgesf = g�1es0f 0 :Íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòîâ gesf äåéñòâóåò êàëèáðî�âî÷íàÿ ãðóïïà: gesf ! hv+gesfh�1v� : (9)Çäåñü hvi � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû ãîëîíî�ìèè G, êîòîðûé ïðèïèñûâàåòñÿ íåçàâèñèìî êàæäîéâåðøèíå vi, à hv+ , hv� � ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòûâ íà÷àëå è êîíöå îðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà esf .Ïî àíàëîãèè ñ (8) â äèñêðåòíîì âàðèàíòåB�F -òåîðèè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñòåïåíÿìñâîáîäû, ñîäåðæàùèìñÿ â ïîëå B, äëÿ ëþáîãîäóàëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà f ìû áóäåì èìåòüñëåäóþùèå óñëîâèÿ:ge1f � ge2f � : : : � geNf = 1: (10)Äåéñòâèòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâýêâèâàëåíòíà â íåïðåðûâíîé òåîðèè óñëîâèþ ðàâåí�ñòâà íóëþ èíòåãðàëîâ îò 2-�îðìû êðèâèçíû ïî ëþ�áûì äâóìåðíûì ïîâåðõíîñòÿì, ÷òî îçíà÷àåò îáðàùå�íèå òåíçîðà êðèâèçíû â íóëü.�àâåíñòâà (10) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåé�ñòâèÿ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû (9). Â ñîîòâåòñòâèè ñ(8) è (10) àìïëèòóäà ïåðåõîäà, çàâèñÿùàÿ îò êîí�êðåòíîãî êîìïëåêñà K, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéZ(K) = Z Ye2E dge Yf2F Æ(ge1f : : : geNf ); (11)ãäå E ; F � ìíîæåñòâà èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ ñî�îòâåòñòâåííî äóàëüíûå ðåáðà è ìíîãîóãîëüíèêè, èèíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ìåðû Õàà�ðà íà ãðóïïå G. Ìåðà Õààðà ñ÷èòàåòñÿ íîðìèðîâàí�íîé â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ãðóïï. Äåëüòà-�óíêöèÿ â(11) � ýòî äåëüòà-�óíêöèÿ íà ãðóïïå G, êîòîðàÿîïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:Æ(g) = 0 ïðè g 6= 1; Z dgÆ(g) = 1:Ìû âèäèì, ÷òî ïðè îïèñàííîì ïîäõîäå ê äèñ�êðåòíîé B�F -òåîðèè ïîëå B, ñîîòâåòñòâóþùåå(D � 2)-�îðìå B â íåïðåðûâíîé òåîðèè, âîîáùå íåâîçíèêàåò ÿâíî. Â ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèèýòî íå âåäåò ê êàêèì-ëèáî çàòðóäíåíèÿì, îäíàêî1072



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è àíîìàëèèàìïëèòóäà ïåðåõîäà â (11) íå ìîæåò íåïîñðåäñòâåí�íî îïèñûâàòü àìïëèòóäó ïåðåõîäà â äèñêðåòíîéãðàâèòàöèè, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé âûøå òðåõ. Âïîñëåäíåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà ïîëå Bòå ñâÿçè, êîòîðûå âûòåêàþò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (7) (â÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå). ßñíî, ÷òî íàëîæåíèå òàêèõñâÿçåé ðàäèêàëüíî óñëîæíÿåò òåîðèþ, ïîñêîëüêóïðè ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû.Çàäà÷à åùå áîëåå óñëîæíÿåòñÿ, åñëè â òåîðèþâêëþ÷åíà ìàòåðèÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå äåéñòâèÿ(2) åãî �åðìèîííàÿ ÷àñòü ïðîïîðöèîíàëüíà òðå�òüåé ñòåïåíè ïîëÿ !a èëè ¾ïîëóòîðíîé¿ ñòåïåíèïîëÿ Bab. Îòñþäà ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü ÿâíîãîââåäåíèÿ â ÷åòûðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîëÿ!a. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçâèòèå êâàíòîâîé òåîðèèãðàâèòàöèè íà îñíîâå �îðìàëèçìà B�F -òåîðèè íàìïðåäñòàâëÿåòñÿ áåñïåðñïåêòèâíûì.Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè êâàíòîâîé äèñêðåò�íîé ãðàâèòàöèè íà îñíîâå B�F -�îðìàëèçìà ÷èòà�òåëü ìîæåò íàéòè â ðàáîòàõ [8�11℄.Â îòëè÷èå îò ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ, â äâóìåðíîéäèñêðåòíîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè áûë äîñòèãíóòñóùåñòâåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ïðîãðåññ (ñì. ðàáî�òû [12, 13℄). Î ñâÿçè ìåæäó êâàíòîâîé òðåõìåðíîéòåîðèåé ßíãà�Ìèëëñà íà ðåøåòêå è òðåõìåðíîé òå�îðèåé ãðàâèòàöèè ñì. [14℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ âåðñèÿäèñêðåòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè. Íîâàÿòåîðèÿ îòëè÷àåòñÿ êàê îò òåîðèè �åäæå, òàê èîò äèñêðåòíîãî âàðèàíòà B�F -òåîðèè. Òàê æå, êàêè â B�F -òåîðèè, ñâÿçíîñòü â íàøåé òåîðèè ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ãðóïïû ãîëîíîìèè. Îäíàêî,â îòëè÷èå îò B�F -òåîðèè, â ïðåäëàãàåìîé çäåñüòåîðèè âñå �óíäàìåíòàëüíûå ïåðåìåííûå îïðåäåëå�íû íåïîñðåäñòâåííî íà ýëåìåíòàõ ñèìïëèöèàëüíîãîêîìïëåêñà. Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû ãðóïïû ãîëîíî�ìèè, èãðàþùèå ðîëü 1-�îðìû ñâÿçíîñòè, îïðåäåëå�íû íà îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîãðóïïà ãîëîíîìèè ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíîé ãðóïïîé. Âîòëè÷èå îò B�F -òåîðèè, â íàøåé òåîðèè ÿâíî ââî�äèòñÿ àíàëîã 1-�îðìû òåòðàäû (ñì. íèæå �îðìóëû(22)�(25)). Â äèñêðåòíîì âàðèàíòå ýëåìåíòû 1-�îð�ìû òåòðàäû òàêæå îïðåäåëåíû íà îäíîìåðíûõ ñèì�ïëåêñàõ è ïðèíàäëåæàò âåêòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþðàññìàòðèâàåìîé ñïèíîðíîé ãðóïïû. Íàëè÷èå â òåî-ðèè �îðìû òåòðàäû ïîçâîëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðå�íèå äèðàêîâñêîå ïîëå, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðåîáðàçó�þòñÿ ïî ñïèíîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ è îïðåäåëÿþòñÿâ âåðøèíàõ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà. Ïðè ïîìî�ùè óêàçàííûõ ïîëåé áåç òðóäà ñòðîèòñÿ ðåøåòî÷íîåäåéñòâèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷�íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò. å. ëîêàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé òåòðàäû è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîá�ðàçîâàíèé äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ¾íàèâíîì¿ ïå�ðåõîäå ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó ýòî äåéñòâèå ïåðå�õîäèò â ïðîñòåéøåå äåéñòâèå íåïðåðûâíîé òåîðèèãðàâèòàöèè.Êðîìå òîãî, â ñòàòüå ïðîâîäèòñÿ êâàíòîâàíèåäèñêðåòíîé ãðàâèòàöèè. Ýòî îçíà÷àåò îïðåäåëåíèå�óíäàìåíòàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, ÿâëÿþ�ùåéñÿ �óíêöèîíàëüíûì êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíò-íûì èíòåãðàëîì ïî ïîëÿì ìàòåðèè, òåòðàäû è ñâÿç�íîñòè ñ âåñîì ¾ýêñïîíåíòà îò äåéñòâèÿ¿. Ïðè ýòîìîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ñòà�òèñòè÷åñêîé ñóììû íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàëèáðîâî÷�íàÿ ãðóïïà áûëà êîìïàêòíîé, ÷òî ýêâèâàëåíòíî åâ�êëèäîâîé ñèãíàòóðå ìåòðèêè.Õîòÿ â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè îòñóòñòâóþòóëüòðà�èîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè, â íåé ñîäåðæàòñÿ¾èí�ðàêðàñíûå¿ ðàñõîäèìîñòè. Ýòè ðàñõîäèìîñòèñîîòâåòñòâóþò âñå áîëüøåìó óâåëè÷åíèþ äëèí ýëå�ìåíòàðíûõ îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ (ðåáåð) ñèìïëè�öèàëüíîãî êîìïëåêñà. Ïîýòîìó èí�ðàêðàñíûå ðàñ�õîäèìîñòè äîëæíû èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê îòðà�æåíèå ïðîöåññà ðîæäåíèÿ èç ïåðâîíà÷àëüíîãî ðå�øåòî÷íîãî íåñòðóêòóðèðîâàííîãî (ñ ãåîìåòðè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ) ïðîñòðàíñòâà ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïðî�ñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ðàñïðåäåëåííîé â íåì ìàòåðè�åé, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ òåîðèè Ýéíøòåéíà. Íàáëþäå�íèå è èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ èí�ðàêðàñíûõ ðàñõîäè�ìîñòåé ÿâëÿåòñÿ, âîçìîæíî, íàèáîëåå èíòåðåñíûìðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû, à ñàìî íàëè÷èå óêà�çàííûõ ðàñõîäèìîñòåé â òåîðèè äåëàåò åå, êàê íàìïðåäñòàâëÿåòñÿ, âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíîé.Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ñòàòüè ðàññìàòðèâàåòñÿïðîáëåìà êâàíòîâûõ àíîìàëèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â èçó�÷àåìîé òåîðèè îòñóòñòâóåò ãðàâèòàöèîííàÿ, ò. å. ðå�ïàðàìåòðèçàöèîííàÿ àíîìàëèÿ. Îáñóæäàåòñÿ ïðî�áëåìà ¾óäâîåíèÿ¿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé íà ñèì�ïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñàõ.2. ÄÈÑÊ�ÅÒÍÀß ��ÀÂÈÒÀÖÈßÑíà÷àëà ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è�àêòû èç òåîðèè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Ýòîíåîáõîäèìî, ïîñêîëüêó íà èõ îñíîâå äàþòñÿ îïðå�äåëåíèÿ îáúåêòîâ, îòñóòñòâóþùèõ â ëèòåðàòóðå ïîêîìáèíàòîðíîé òîïîëîãèè (ñì. [3; 4℄), íî èñïîëüçóå�ìûõ ïðè íàøåì ïîäõîäå ê äèñêðåòíîé ãðàâèòàöèè.Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü Kýëåìåíòîâ a0; a1; : : : ; aN íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì àá�ñòðàêòíûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì ñ âåðøèíà�3 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 1073



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001ìè a0; a1; : : : ; aN , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî�âèÿ.1. Íåêîòîðûå èç ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà K îò�ìå÷åíû è íàçûâàþòñÿ àáñòðàêòíûìè ñèìïëåêñàìèêîìïëåêñà K.2. Ê ÷èñëó îòìå÷åííûõ ïðèíàäëåæàò âñå ïîäìíî�æåñòâà K, ñîäåðæàùèå ïî îäíîìó ýëåìåíòó, òàê ÷òîêàæäàÿ âåðøèíà êîìïëåêñà K ÿâëÿåòñÿ åãî ñèìïëåê�ñîì.3. Åñëè s åñòü íåêîòîðûé ñèìïëåêñ èç K, òî êàæ�äàÿ åãî ÷àñòü, íàçûâàåìàÿ ãðàíüþ ñèìïëåêñà s, òàê�æå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì êîìïëåêñà K.Åñëè àáñòðàêòíûé ñèìïëåêñ sr = (a0; a1; : : : ; ar)èìååò (r + 1) âåðøèíó, òî ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ åãîðàçìåðíîñòüþ. Ìàêñèìàëüíàÿ èç ðàçìåðíîñòåé ñèì�ïëåêñîâ, âõîäÿùèõ â êîìïëåêñ K, íàçûâàåòñÿ ðàçìåð�íîñòüþ êîìïëåêñà K. �Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñèìïëèöèàëüíûå êîì�ïëåêñû (ïðèëàãàòåëüíîå ¾àáñòðàêòíûé¿ äàëåå îïóñ�êàåòñÿ) êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, èëè êîíå÷íîìåðíûå.Áåñêîíå÷íûé êîìïëåêñ K îòëè÷àåòñÿ îò êîíå÷íîãîëèøü òåì, ÷òî åãî ìíîæåñòâî âåðøèí áåñêîíå÷íî.Ïóñòü s � ïðîèçâîëüíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà K;çâåçäîé ñèìïëåêñà s, îáîçíà÷àåìîé stK(s), íàçûâà�åòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K, äëÿêîòîðûõ s ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ.Îïðåäåëåíèå 2. Áåñêîíå÷íûé ñèìïëèöèàëü�íûé êîìïëåêñ K íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñ�ëè çâåçäà stK(s) êàæäîãî ñèìïëåêñà s 2 K ñîñòîèòèç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñèìïëåêñîâ. �Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåðøèíû êîíå÷íî�ãî (áåñêîíå÷íîãî) êîìïëåêñà K ÿâëÿþòñÿ òî÷êà�ìè íåêîòîðîãî åâêëèäîâîãî (ãèëüáåðòîâà) ïðîñòðàí�ñòâà, ïðè÷åì ñîâîêóïíîñòü âåðøèí ëþáîãî ñèìïëåê�ñà ðàçìåðíîñòè r íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîé ïëîñêî�ñòè ðàçìåðíîñòè r � 1. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñ Kíàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ñèìïëèöèàëüíûì êîì�ïëåêñîì. �åîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ñèìïëèöèàëü�íîãî êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ òàêîå âçàèìíîîäíî�çíà÷íîå îòîáðàæåíèå âåðøèí êîìïëåêñà K â âåðøè�íû ãåîìåòðè÷åñêîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K,÷òî êàê ïðè ïðÿìîì, òàê è ïðè îáðàòíîì îòîáðàæå�íèÿõ êàæäûé ñèìïëåêñ îòîáðàæàåòñÿ â ñèìïëåêñ.Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðå�ìó (ñì. [3; 4℄).Òåîðåìà 1. Àáñòðàêòíûé êîíå÷íûé D-ìåðíûéêîìïëåêñ K âñåãäà ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå ãåîìåò�ðè÷åñêîãî êîìïëåêñà K, ðàñïîëîæåííîãî â åâêëèäî�âîì ïðîñòðàíñòâå R2D+1 . Áåñêîíå÷íûé àáñòðàêòíûéêîìïëåêñ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â ãèëüáåðòîâîìïðîñòðàíñòâå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îí

ëîêàëüíî êîíå÷åí è ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâàñèìïëåêñîâ.Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a; b; ; : : : ; f , â êîòî�ðîé ìîæíî çàïèñàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåðøèí íåêî�òîðîãî ñèìïëåêñà, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì âåðøèí ýòî�ãî ñèìïëåêñà.Îïðåäåëåíèå 3. Ñèìïëåêñ (a0; a1; : : : ; ar) èìå�åò îðèåíòàöèþ èëè îðèåíòèðîâàí, åñëè êàæäîìó ïî�ðÿäêó åãî âåðøèí ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå çíàê¾+¿ èëè ¾�¿, òàê ÷òî ïîðÿäêàì, îòëè÷àþùèìñÿíå÷åòíîé ïåðåñòàíîâêîé, ñîîòâåòñòâóþò ïðîòèâîïî�ëîæíûå çíàêè. Ýòîò �àêò ìîæíî çàïèñàòü â âèäåðàâåíñòâà sr = "(a0; a1; : : : ; ar); (12)ãäå " îçíà÷àåò òîò çíàê, êîòîðûé ïðèïèñàí ïîñëåäî�âàòåëüíîñòè a0; a1; : : : ; ar. Åñëè sr � îðèåíòèðîâàí�íûé ñèìïëåêñ, òî (�sr) îáîçíà÷àåò ïðîòèâîïîëîæíîîðèåíòèðîâàííûé ñèìïëåêñ. Íóëüìåðíûé ñèìïëåêñäîïóñêàåò äâå ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè: +(a0)è �(a0).Ïóñòü (a0; : : : ; ai�1; ai+1; : : : ; ar) � ãðàíü ñèì�ïëåêñà sr, ïîëó÷åííàÿ óñòðàíåíèåì èç ïîñëåäîâà�òåëüíîñòè âåðøèí a0; a1; : : : ; ar îäíîé âåðøèíû ai.Ïî îïðåäåëåíèþ, îðèåíòàöèÿ ýòîé ãðàíè, çàäàííàÿ�îðìóëîéBr�1i = (�1)i"(a0; : : : ; ai�1; ai+1; : : : ; ar); (13)íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèåé ñèìïëåê�ñà sr. �Îðèåíòèðîâàííûé ñèìïëåêñ (12) óäîáíî �îð�ìàëüíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîèçâåäåíèå åãî âåð�øèí: sr = "a0a1 : : : ar: (14)Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà êîñîêîììóòàòèâíî�ñòè: a�a� = �a�a�: (15)Õîòÿ ïîñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàò èçâåñò�íûå ïîíÿòèÿ, îíè ïðèñïîñîáëåíû àâòîðîì äëÿ óäîá�ñòâà èçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â íàñòîÿùåé ðà�áîòå âàðèàíòà äèñêðåòíîé ãðàâèòàöèè.Êðîìå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåìD-ìåðíûå ñèëüíîñâÿçíûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû, ò. å. òàêèå, äëÿêîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: êàæ�äûé D-ñèìïëåêñ èìååò õîòÿ áû îäíó (D�1)-ìåðíóþãðàíü, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò òàêæå íåêîòîðîìó äðó�ãîìó D-ìåðíîìó ñèìïëåêñó êîìïëåêñà.Îïðåäåëåíèå 4. Äâà îðèåíòèðîâàííûõ D-ìåð-íûõ ñèìïëåêñà sD1 è sD2 D-ìåðíîãî ñèìïëèöèàëü�íîãî êîìïëåêñà íàçûâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ñî�ãëàñîâàííî, åñëè ëèáî ñèìïëåêñû sD1 è sD2 íå èìåþò1074



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è àíîìàëèèîáùèõ (D � 1)-ìåðíûõ ãðàíåé, ëèáî îðèåíòàöèÿ èõîáùåé (D� 1)-ìåðíîé ãðàíè BD�1, èíäóöèðîâàííàÿîðèåíòàöèåé ñèìïëåêñà sD1 , ïðîòèâîïîëîæíà îðèåí�òàöèè ýòîé æå ãðàíè BD�1, èíäóöèðîâàííîé îðèåí�òàöèåé ñèìïëåêñà sD2 . �Îïðåäåëåíèå 5. D-ìåðíûé ñèëüíî ñâÿçíûéñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íàçûâàåòñÿ îðèåíòè�ðóåìûì è îðèåíòèðîâàííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿîðèåíòàöèÿ âñåõ åãî D-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ÷òî ëþ�áàÿ ïàðà åãî D-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ îðèåíòèðîâàíàñîãëàñîâàííî. Ñîãëàñîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ D-ìåðíûõñèìïëåêñîâ çàäàåò îðèåíòàöèþ êîìïëåêñà. �Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü îðèåíòèðîâàííûåñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû.Îáîçíà÷èì ÷åðåç fsDAg ñîâîêóïíîñòü D-ìåðíûõñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà, à ÷åðåç faA�g, � = 0; : : : ,D � ìíîæåñòâî âåðøèí ñèìïëåêñà sDA . Ïóñòü îðèåí�òàöèÿ ñèìïëåêñà sDA çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïîðÿäêîìåãî âåðøèí: sDA = aA�0aA�1 : : : aA�D : (16)Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îðèåíòè�ðîâàííûõ 1-ñèìïëåêñîâ, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíóaA�0 :XA�0�i = aA�0aA�i = �XA�i�0 ; i = 1; : : : ; D: (17)Îïðåäåëåíèå 6. Íàçîâåì îðèåíòèðîâàííûì ðå�ïåðîì ñèìïëåêñà sDA â âåðøèíå aA�0 ñîâîêóïíîñòüîðèåíòèðîâàííûõ 1-ñèìïëåêñîâ (17), çàïèñàííûõ âîïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, ñ÷èòàÿ, ÷òî ÷åòíàÿ ïåðåñòà�íîâêà ýòèõ 1-ñèìïëåêñîâ íå èçìåíÿåò îðèåíòàöèþ, àíå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà èçìåíÿåò îðèåíòàöèþ ðåïåðàíà ïðîòèâîïîëîæíóþ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðåïåðRA�0 = �XA�0�1 ; XA�0�2 ; : : : ; XA�0�D� (18)îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî. �Êîððåêòíîñòü äàííûõ îïðåäåëåíèé, îòíîñÿùèõ�ñÿ ê îðèåíòàöèÿì êîìïëåêñîâ è ðåïåðîâ, ïðîâå�ðÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçà�öèè êîìïëåêñà è ïîñëåäóþùåãî ñãëàæèâàíèÿ êóñî÷�íî-ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ýòè îïðåäåëåíèÿ ïî ñóùå�ñòâó ñîâïàäàþò ñ îïðåäåëåíèÿìè îðèåíòèðóåìîãîãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è âçàèìíîé îðèåíòàöèè ëî�êàëüíûõ êîîðäèíàò.Äàëåå ìû ïîëàãàåì D = 4, ò. å. ðàññìàòðèâàåì÷åòûðåõìåðíûå êîìïëåêñû.Ïóñòü a; a = 1; 2; 3; 4, � ÷åòûðåõìåðíûå ýðìè�òîâû ìàòðèöû Äèðàêà, òàê ÷òîab + ba = 2Æab; �a�y = a; (19)

è àíòèýðìèòîâû ñïèíîâûå îïåðàòîðû�ab � (1=4)[a; b℄óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíî�øåíèÿì ãðóïïû SO(4). Îáîçíà÷èì Spin(4) ñïèíîð�íóþ ãðóïïó â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, â êîòîðîìêàæäûé ýëåìåíò ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäåg = exp�12"ab�ab� ; gy = g�1; "ab = �"ba: (20)Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó îäíîìåðíî�ìó îðèåíòèðîâàííîìó ñèìïëåêñó XA�i�j = aA�iaA�j(�i 6= �j) ýëåìåíò ãðóïïû Spin(4), êîòîðûé îáîçíà�÷èì ÷åðåç 
�XA�i�j �. Ïî îïðåäåëåíèþ
�XA�i�j� = 
�1�XA�j�i� � Spin(4): (21)Òàêèì îáðàçîì, ñìåíà îðèåíòàöèè îäíîìåðíîãî ñèì�ïëåêñà âåäåò ê îáðàùåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëå�ìåíòà 
. Áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíû (21) ýëåìåíòà�ìè ãðóïïû ãîëîíîìèè ñâÿçíîñòè íà ñèìïëèöèàëüíîìêîìïëåêñå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñîêðàùåí�íîå îáîçíà÷åíèå 
�XA�i�j � � 
Aij :Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çíà÷åíèå ýëåìåíòà ãðóïïû ãî�ëîíîìèè 
Aij îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî îðèåí�òèðîâàííûì îäíîìåðíûì ñèìïëåêñîì aA�iaA�j , íîíå çàâèñèò îò ðåïåðà, ýëåìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåò�ñÿ îäíîìåðíûé ñèìïëåêñ XA�i�j . Ýòà îãîâîðêà ñóùå�ñòâåííà, ïîñêîëüêó êàæäûé îäíîìåðíûé ñèìïëåêñ,âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåñêîëüêèõ îðè�åíòèðîâàííûõ ðåïåðîâ.Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì a:v 2 V () v = vaa:Îïðåäåëèì íà ñèìïëèöèàëüíîì êîìïëåêñå 1-�îðìóe ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå V , ïîñòàâèâ â ñî�îòâåòñòâèå âåðøèíå aA�i è îðèåíòèðîâàííîìó îäíî�ìåðíîìó ñèìïëåêñó XA�i�j ýëåìåíòe�XA�i�j� � eAij 2 V: (22)Òàê æå, êàê â ñëó÷àå ñ ýëåìåíòàìè ãðóïïû ãîëîíî�ìèè, ýëåìåíòû (22) çàâèñÿò ëèøü îò îðèåíòèðîâàí�íîãî îäíîìåðíîãî ñèìïëåêñà XA�i�j , íî íå çàâèñÿòîò ðåïåðà, ýëåìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñXA�i�j . Òàê êàê e ÿâëÿåòñÿ 1-�îðìîé, ìåæäó ýëåìåí�òàìè (22) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñâÿçü:eAij = �
AijeAji
Aji: (23)1075 3*



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001Çíàê ¾�¿ â (23) ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî eaij è eAji � çíà�÷åíèÿ 1-�îðìû ñîîòâåòñòâåííî íà âåêòîðàõ XA�i�j èXA�j�i = �XA�i�j . ¾Îáêëàäêè¿ èç ýëåìåíòîâ ãðóïïûãîëîíîìèè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (23) íåîáõîäè�ìû ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî äëÿ ñðàâíåíèÿ ýëåìåíòà eAjiñ ýëåìåíòîì eAij ïåðâûé äîëæåí áûòü ïåðåíåñåí ïà�ðàëëåëüíî èç âåðøèíû aA�j â âåðøèíó aA�i .Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, âåêòîðvA�j 2 V â âåðøèíå aA�j ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïàðàë�ëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà vA�i 2 V èç âåðøèíûaA�i âäîëü ñèìïëåêñà XA�i�j , åñëè èìååò ìåñòî ðà�âåíñòâî vA�j = 
AjivA�i
Aij :Åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü âåëè÷èíól2Aij � 14 Tr(eAij)2 (24)êàê êâàäðàò äëèíû ðåáðà XA�i�j . Òàêèì îáðàçîì,ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåê�ñà îêàçûâàþòñÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûìè. Èìåí�íî ïîýòîìó ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû ïðåäñòàâëÿ�þò ñîáîé ñàìóþ óäîáíóþ, åñëè íå åäèíñòâåííî âîç�ìîæíóþ, ðåøåòêó äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé òåî�ðèè ãðàâèòàöèè: îïðåäåëåííàÿ âûøå òåîðèÿ ÿâëÿåò�ñÿ ìîäåëüþ êóñî÷íî-ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà �åäæå.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû ìû ðàññìàòðèâàëè, íà�ïðèìåð, êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó, òî àíàëîãè÷íàÿ èíòåð�ïðåòàöèÿ âåëè÷èíû (24) áûëà áû âåñüìà çàòðóäíè�òåëüíîé. Òåì ñàìûì è òåîðèÿ íà îñíîâå êóáè÷åñêîéðåøåòêè åäâà ëè ìîãëà áû ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü ãåî�ìåòðîäèíàìèêè.Ââåäåííûå ïîëÿ 
 è e îïèñûâàþò ãðàâèòàöèîí�íîå ïîëå. Òåïåðü ââåäåì ìàòåðèàëüíîå ïîëå.Ñîïîñòàâèì êàæäîé âåðøèíå aA�i äèðàêîâñêèåñïèíîðû  A�i =  Ai è  Ai, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò êî�òîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â êîìïëåêñíîé àëãåáðå�ðàññìàíà. Â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ñèãíàòóðû ìåòðè�êè ñïèíîðû  Ai è  Ai ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïå�ðåìåííûìè è ïðè ýðìèòîâîì ñîïðÿæåíèè ïåðåõîäÿòäðóã â äðóãà. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííûõïîëåé, ñïèíîðû  Ai è  Ai îïðåäåëÿþòñÿ ñàìîé âåð�øèíîé, à íå ÷åòûðåõìåðíûì ñèìïëåêñîì, êîòîðîìóïðèíàäëåæèò ýòà âåðøèíà.Â ïðîñòðàíñòâå ïîëåé äåéñòâóåò êàëèáðîâî÷íàÿãðóïïà ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ñîïî�ñòàâèì êàæäîé âåðøèíå aA�i ýëåìåíò ãðóïïûSA�i = SAi 2 Spin(4). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì

êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè ïîëÿ 
, e,  èïðåîáðàçîâàííûå ïîëÿ~
Aij = SAi
AijS�1Aj ;~eAij = SAieAijS�1Ai ;~ Ai = SAi Ai; ~ Ai =  AiS�1Ai (25)�èçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.Íàøà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � ïîñòðîåíèå êàëèáðî�âî÷íî-èíâàðèàíòíîãî äåéñòâèÿ, êîòîðîå â ïðåäåëåìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ïîëåé ïåðåõîäèò â êëàññè÷å�ñêîå äåéñòâèå.Îïðåäåëèì 1-�îðìó � íà êîìïëåêñå ñî çíà÷åíè�ÿìè â ïðîñòðàíñòâå V , êîòîðàÿ áèëèíåéíà îòíîñè�òåëüíî ïîëåé  è  . Êàæäîé âåðøèíå aA�i è îðèåí�òèðîâàííîìó îäíîìåðíîìó ñèìïëåêñó XA�i�j ïîñòà�âèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò��XA�i�j� = i2a� Aia
Aij Aj ��  Aj
Ajia Ai� � �Aij 2 V: (26)Âåëè÷èíà �Aij ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî 1-�îðìà (26), òàê æå, êàêè 1-�îðìà e, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (23). Ýòîò�àêò óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîâòîðíîãî ïðè�ìåíåíèÿ �îðìóëûS�1aS = Sab b; (27)ãäå S � exp�12"ab�ab� ; "ab = �"ba = "ab ;Sab � � exp "�ab = Æab + "ab + 12"a"b + : : : : (28)Ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (25) 1-�îð�ìà � ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê �îðìà e:~�Aij = SAi�AijS�1Ai : (29)Â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ìåòðèêè (19) ìàòðèöà 5îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé5 = 1234 = �5�y:Åâêëèäîâî äåéñòâèå ñèñòåìû ââåäåííûõ ïîëåéìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:I = 15 � 124XA;m X�(Am) "�(Am) Tr 5 ���� 1l2P ��
Ami
Aij
Ajm�+ 112�eAmieAmj�++ 124�AmieAmj� eAmkeAml: (30)1076



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è àíîìàëèèÇäåñü PAm îáîçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì âåð�øèíàì m ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà A è çàòåì ïîâñåì ñèìïëåêñàì A. Òàê êàê m ïðîáåãàåò 5 çíà÷å�íèé, òî äëÿ óäîáñòâà â (30) ââåäåí ìíîæèòåëü 1=5.Âûðàæåíèå �(Am) â (30) îçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó âðåïåðåRA�m = �XA�m�i ; XA�m�j ; XA�m�k ; XA�m�l�; (31)òàê ÷òî "�(Am) = +1, åñëè â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêèïîëó÷àåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð,è "�(Am) = �1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñèìâîë P�(Am)îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì 24-ì òàêèì ïåðåñòà�íîâêàì.Èç �îðìóë (25) è (29) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòêàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ (30). Îáðà�òèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî l2P â (30) ÿâëÿåòñÿ áåçðàç�ìåðíîé êîíñòàíòîé.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäåëå ìåäëåííîãî èçìå�íåíèÿ ïîëåé äåéñòâèå (30) ïåðåõîäèò â íåïðåðûâíîåäåéñòâèå ãðàâèòàöèè, ñâÿçàííîé ìèíèìàëüíûì îáðà�çîì ñ äèðàêîâñêèì ïîëåì, â ÷åòûðåõìåðíîì åâêëè�äîâîì ïðîñòðàíñòâå.�àññìîòðèì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí èçñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà è êàæäîé âåðøèíå èçýòîãî ïîäìíîæåñòâà aA�i ïðèïèøåì êîîðäèíàòû (âå�ùåñòâåííûå ÷èñëà)x�A�i � x�(aA�i); � = 1; 2; 3; 4: (32)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòè êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿëèøü âåðøèíàìè, à íå òåìè ñèìïëåêñàìè áîëåå âû�ñîêîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ýòè âåð�øèíû, è ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè èç ðàñ�ñìàòðèâàåìîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí è çíà÷åíèÿìèêîîðäèíàò (32) âçàèìíî îäíîçíà÷íîå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òîjx�A�i � x�A�j j � 1: (33)Îöåíêè (33) ìîãóò áûòü ëåãêî óäîâëåòâîðåíû, åñ�ëè êîìïëåêñ ñîäåðæèò î÷åíü áîëüøîå (áåñêîíå÷íîå)÷èñëî ñèìïëåêñîâ è åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ãëàäêîé ÷åòûðåõìåðíîé ïîâåðõíî�ñòüþ2). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ÷åòûðå 4-âåêòîðàdx�Aji � x�A�i � x�A�j ; �i 6= �j ; i = 1; 2; 3; 4; (34)2) Ïîä ïî÷òè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ çäåñü ïîäðàçóìåâàåò�ñÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ïëîñêèõ ÷åòû�ðåõìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, ïðè÷åì óãëû ìåæäó ñîñåäíèìè 4-ñèì�ïëåêñàìè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è ðàçìåðû ýòèõ ñèìïëåêñîâ ñîèç�ìåðèìû.

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, ïðè÷åì������� dx1Am1 dx2Am1 : : : dx4Am1: : : : : : : : : : : :dx1Am4 dx2Am4 : : : dx4Am4 ������� > 0; (35)åñëè ðåïåð �XA�m�1 ; : : : ; XA�m�4� ïîëîæèòåëüíî îðè�åíòèðîâàí. Íåðàâåíñòâî (35) îçíà÷àåò, ÷òî íà ðàñ�ñìàòðèâàåìîé ïî÷òè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ââåäåíûïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ëîêàëüíûå êîîðäè�íàòû. Ïðè ýòîì äè��åðåíöèàëû êîîðäèíàò (34) ñî�îòâåòñòâóþò îäíîìåðíûì ñèìïëåêñàì aA�jaA�i , òàê÷òî åñëè âåðøèíà aA�j èìååò êîîðäèíàòû x�A�j , òîâåðøèíà aA�i èìååò êîîðäèíàòû x�A�j + dx�Aji.Â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ýëåìåíòû ãðóïïû ãîëî�íîìèè (21) áëèçêè ê åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó. Ïðåäñòà�âèì èõ â âèäå, ïîäõîäÿùåì äëÿ ïåðåõîäà ê íåïðå�ðûâíîìó ïðåäåëó:
Aij = exp!Aij ; !Aij = 12!abAij�ab: (36)�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíî�ñèòåëüíî âåëè÷èí !Am�:!Am�dx�Ami = !Ami: (37)Â ýòîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èíäåêñû A èm �èêñèðîâàíû, ïî èíäåêñó � ïðîèñõîäèò ñóììè�ðîâàíèå, à èíäåêñ i ïðèíèìàåò âñå ñâîè çíà÷åíèÿ.Òàê êàê äåòåðìèíàíò (35) ïîëîæèòåëåí, òî âåëè÷è�íû !Am� îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïóñòü îäíîìåð�íûé ñèìïëåêñ XA�m�i ïðèíàäëåæèò ÷åòûðåõìåðíûìñèìïëåêñàì ñ èíäåêñàìè A1; A2; : : : ; Ar. Ââåäåì âå�ëè÷èíó!� �12(xA�m + xA�i)� �� 1r�!A1m� + : : :+ !Arm��; (38)êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü îòíåñåííîé ê ñåðåäèíå îò�ðåçêà [x�A�m ; x�A�i ℄. Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòû x�A�i ,òàê æå, êàê è äè��åðåíöèàëû (34), çàâèñÿò ëèøüîò âåðøèí, íî íå îò òåõ ñèìïëåêñîâ áîëåå âûñîêîéðàçìåðíîñòè, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò äàííûå âåðøè�íû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èìååì òàêæå öåïî÷êó ðà�âåíñòâ !A1mi = !A2mi = : : : = !Armi: (39)Èç (34) è (37)�(39) ñëåäóåò, ÷òî!��xA�m + 12dxAmi� dx�Ami = !Ami: (40)1077



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001Çíà÷åíèå ïîëÿ !� â (40) íà êàæäîì îäíîìåðíîì ñèì�ïëåêñå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ñèìïëåêñîì.Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëÿ !� ãëàäêî çàâèñÿòîò òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçà�öèè êàæäîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà. Â ýòîì ñëó�÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî O�(dx)2� âêëþ÷èòåëüíî ñïðàâåä�ëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà
Ami
Aij
Ajm == exp �12 RAm�� dx�Amidx�Amj� ; (41)ãäåRAm�� = ��!Am� � ��!Am� + [!Am�; !Am� ℄: (42)Â ïðàâîé ÷àñòè (41), à òàêæå â ðàâåíñòâå (42), âñåïîëÿ áåðóòñÿ â âåðøèíå aA�m ÷åòûðåõìåðíîãî ñèì�ïëåêñà A, íà ÷òî óêàçûâàåò íèæíèé èíäåêñ Am.Ïðè ïîëó÷åíèè �îðìóëû (41) èñïîëüçóåòñÿ �îðìó�ëà Õàóñäîð�à.Âûïèøåì áåç ïîÿñíåíèé ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîëÿòåòðàäû, â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íîå (37):eAm�dx�Ami = eAmi: (43)Ïðè ïîìîùè �îðìóë (36) è (37) 1-�îðìà (26) ñòî÷íîñòüþ O(dx) ïðèíèìàåò âèä�Aij == a i2 � AiaD� Ai �D� Aia Ai� dx�Aij ; (44)ãäå D� Ai = �� Ai + !Ai� Ai: (45)Ïðåæäå ÷åì ïåðåïèñàòü äåéñòâèå (30) â íåïðå�ðûâíîì ïðåäåëå, ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ î÷åâèäíóþ�îðìóëó:X�(Am) "�(Am)dx�Amidx�Amjdx�Amkdx�Aml == 24"����vSA: (46)Çäåñü "���� � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé ñèì�âîë, êîòîðûé âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà (35) ðàâåí åäè�íèöå, êîãäà (����) = (1234), à vSA � îáúåì ãåîìåò�ðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñà A â åâêëèäîâîì ÷å�òûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîãäà åâêëèäîâû êîîð�äèíàòû ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñà ðàâ�íû ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì åãî âåðøèí (32).Ìíîæèòåëü 24 â (46) íåîáõîäèì, ïîñêîëüêó îáúåì ÷å�òûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà vSA â ïðàâîé ÷àñòè ìåíüøåîáúåìà ÷åòûðåõìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåí�íîãî íà âåêòîðàõ dx�Ami; : : : ; dx�Aml, â 24 ðàçà.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ �îðìóë (41)�(46) èçàìåíû ñóììèðîâàíèÿ íà èíòåãðèðîâàíèå äåéñòâèå(30) â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ïðèíèìàåò âèäI = Z Tr 5 �� �� 14l2P �R+13�e ^ e�+ 124� ^ e� ^ e ^ e: (47)Çäåñü 2-�îðìà êðèâèçíû (ñì. (42)) è 1-�îðìû(ñì. (43), (44)) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìèR � 12�abRab��dx� ^ dx� ;e = aea�dx�;� = a i2 � aD� �D� a � dx�: (48)Òàêèì îáðàçîì, â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå äåéñòâèå(30) îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì äåéñòâèþ ãðàâèòàöèè ñ�-÷ëåíîì è åâêëèäîâîé ñèãíàòóðîé ìåòðèêè, ìèíè�ìàëüíûì îáðàçîì ñâÿçàííîé ñ äèðàêîâñêèì ïîëåì.3. ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÉ��ÀÂÈÒÀÖÈÈÎïðåäåëèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó Z äëÿ äèñ�êðåòíîé åâêëèäîâîé ãðàâèòàöèè, êîòîðàÿ ïîñëå ïå�ðåõîäà ê ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðå ñòàíîâèòñÿ àìïëèòó�äîé ïåðåõîäà â äèñêðåòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðà�âèòàöèè. Ïðîíóìåðóåì èíäåêñàìè V è E ñîîòâåò�ñòâåííî íóëüìåðíûå (âåðøèíû) è îäíîìåðíûå (ðå�áðà) ñèìïëåêñû è îáîçíà÷èì ÷åðåç  V , 
E è ò. ä.ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåìåííûå. Ïî îïðåäåëåíèþZ = onst�YE Z d
E Z deE��� YV Z d V Z d V! exp �� I�: (49)Çäåñü onst � íåêèé íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü,d
E � ìåðà Õààðà íà ãðóïïå Spin(4),deE �Ya d!aE ; eE = !aEa; (50)d Vd V �Y� d V�d V� : (51)Èíäåêñ � â (51) íóìåðóåò îòäåëüíûå êîìïîíåíòûñïèíîðîâ  V è  V , òàê ÷òî â (51) ìû èìååì ïðîèç�âåäåíèå äè��åðåíöèàëîâ âñåõ íåçàâèñèìûõ îáðàçó�þùèõ ãðàññìàíîâîé àëãåáðû äèðàêîâñêèõ ñïèíîðîâ.Äåéñòâèå I â (49) çàäàåòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëå (30).1078



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è àíîìàëèèÇàìåòèì, ÷òî ìåðà (50) �àêòè÷åñêè âû÷èñëÿåò�ñÿ â îäíîé èç âåðøèí ðåáðà E , ïîñêîëüêó ïîëÿ eEîïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè âåðøèí (ñì. (22), (23)).Îäíàêî âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ (23) íå èìååò çíà�÷åíèÿ, ê êàêîé èç âåðøèí ñèìïëåêñà E îòíåñåí ýëå�ìåíò eE , òàê êàê îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (23)ìåðà (50) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé. Ïîýòîìó äåéñòâè�òåëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà (50) îòíîñèòñÿ êðåáðó E .Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ìåðû, èñïîëüçóåìûå â �óíê-öèîíàëüíîì èíòåãðàëå (49), ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíò�íûìè îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé(25). Òàê êàê äåéñòâèå I â (49) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êàëèá�ðîâî÷íûì èíâàðèàíòîì, òî è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà(49) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ êàëèáðî�âî÷íîé ãðóïïû (25).Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îòòåîðèè ñ åâêëèäîâîé ñèãíàòóðîé ìåòðèêè ê òåîðèè ñëîðåíöåâîé ñèãíàòóðîé. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì íåïðå�ðûâíûé âàðèàíò äåéñòâèÿ (47) â ñëåäóþùåì âèäå:I = Z "abd�� 14l2P ��d!ab + !a ^ !b�++ 13�!a ^ !b�+ 16�a ^ !b� ^ ! ^ !d: (52)Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ(25) ñîâîêóïíîñòü êîìïîíåíò !aE (a = 1; 2; 3; 4) âåëè�÷èíû eE = !aEa ïðåîáðàçóåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðåä�ñòàâëåíèå ãðóïïû SO(4), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò åâêëè�äîâîé ñèãíàòóðå ìåòðèêè. ×òîáû ïåðåéòè ê ëîðåí�öåâîé ñèãíàòóðå, ìû äîëæíû ñäåëàòü çàìåíó!4 = i!0: (53)Äåéñòâèòåëüíî, â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå â ñëó÷àååâêëèäîâîé ñèãíàòóðû ìåòðèêè èìååì (!a = ea�dx�):g�� = 3X�=1 e��e�� + e4�e4� ;ea� = (e�� ; e4�); � = 1; 2; 3: (54)Ïîñëå çàìåíû (53) ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (54) ïåðåõî�äèò â òåíçîð g�� = �e0�e0� + 3X�=1 e��e�� ; (55)êîòîðûé èìååò ëîðåíöåâó ñèãíàòóðó.Êîìïîíåíòû !aE , ãäå a = 0; 1; 2; 3, ïðåîáðàçóþò�ñÿ ïî âåêòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû ËîðåíöàSO(3; 1). Òåïåðü èç âûðàæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ (52)

âèäíî, ÷òî âìåñòå ñ çàìåíîé (53) äîëæíû áûòü ñäå�ëàíû çàìåíû!4a = i!0a; �4 = i�0; 4 = i0: (56)Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàçíûå ñëàãàåìûå â äåéñòâèè(52) èìåëè áû ðàçíóþ ÷åòíîñòü îòíîñèòåëüíîêîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Íàêîíåö, âåëè÷èíû
E ñòàíîâÿòñÿ ýëåìåíòàìè íåêîìïàêòíîé ãðóïïûSpin(3; 1).Èç �îðìóë (2) è (52) ñëåäóåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå çà�ìåí (53) è (56) ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà (49) òðàíñ�îð�ìèðóåòñÿ â àìïëèòóäó ïåðåõîäà òåîðèè ãðàâèòàöèè ñëîðåíöåâîé ñèãíàòóðîé, ïðè÷åì âåñà â ñîîòâåòñòâó�þùèõ �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëàõ ïðåîáðàçóþòñÿïî ïðàâèëó exp(�I) �! exp �iS�; (57)ãäå S � äåéñòâèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íà ñèì�ïëèöèàëüíîì êîìïëåêñå ñ ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðîéìåòðèêè è íåêîìïàêòíîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîéSpin(3; 1).�àññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (49) ñ íóëå�âûì �-÷ëåíîì è â îòñóòñòâèå �åðìèîíîâ. Â ýòîìñëó÷àå èíòåãðàë ïî 1-�îðìå eE ñòàíîâèòñÿ ãàóññî�âûì: Y �
	 = Z Dz exp�12zmMmnzn� : (58)Çäåñü fzmg, m = 1; : : : ; Q, îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòüâåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ f!aEg, à Mmn � âåùå�ñòâåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó, çàâèñÿùóþ îòýëåìåíòîâ ãðóïïû ãîëîíîìèè 
E . Òàêèì îáðàçîì,12zmMmnzn � 1l2P 15 � 124XA;m X�(Am) "�(Am) ��Tr �5
Ami
Aij
AjmeAmkeAml�: (59)Îáîçíà÷èì ÷åðåç f�qg, ãäå q = 1; : : : ; Q, íà�áîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Mmn. Ïóñòü"q = sign�q . Ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ, ñðåäè ñîá�ñòâåííûõ ÷èñåë f�qg åñòü êàê îòðèöàòåëüíûå, òàêè ïîëîæèòåëüíûå, èíòåãðàë (58) òðåáóåò äîîïðåäå�ëåíèÿ. Ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê ëîðåí�öåâîé ñèãíàòóðå. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ èçìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó�q ! ei'�q ;ïðè÷åì ' = 0 â åâêëèäîâîì ñëó÷àå è ' = �=2 âñëó÷àå ñèãíàòóðû Ìèíêîâñêîãî. Òàêèì îáðàçîì, âñëó÷àå åâêëèäîâîé ñèãíàòóðû ãàóññîâ èíòåãðàëIE = 1p2� +1Z�1 dz � exp�12�z2� (60)1079



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001ïåðåõîäèò â èíòåãðàë Ôðåíåëÿ â ñëó÷àå ñèãíàòóðûÌèíêîâñêîãî:IM = 1p2� +1Z�1 dz exp� i2�z2� ==r i� = (i)"=2 1pj�j ; (61)ãäå " = sign�. Ñäåëàåì â ïðàâîé ÷àñòè (61) àíàëèòè�÷åñêîå ïðîäîëæåíèå �! e�i'�è ïîëîæèì ' = �=2. Òåì ñàìûì ìû âîññòàíîâèìåâêëèäîâó ñèãíàòóðó ìåòðèêè è ïîëó÷èì çíà÷åíèåèíòåãðàëà (60): IE = i("+1)=2 1pj�j : (62)Òåïåðü ïðè ïîìîùè (62) äîîïðåäåëèì íóæíûéíàì èíòåãðàë (58):Y �
	 = onstYq i("q+1)=2j�q j�1=2: (63)Åñëè â òåîðèè èìåþòñÿ �åðìèîííûå ïîëÿ, òîñíà÷àëà ñëåäóåò âû÷èñëèòü �óíêöèîíàëüíûé èíòå�ãðàë ïî �åðìèîíàì. Ïîñëåäóþùåå èíòåãðèðîâàíèåïî 1-�îðìå e îñòàåòñÿ ãàóññîâûì è äàåò â ñòàòèñòè÷å�ñêóþ ñóììó âêëàä âèäà (63). Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàëïî ýëåìåíòàì ãðóïïû ãîëîíîìèè 
, íåñìîòðÿ íà êîì�ïàêòíîñòü ýòîé ãðóïïû, ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñõîäÿ�ùèìñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé �q ïðè îïðåäåëåííûõ êîí�èãóðàöèÿõ ïîëÿ
 ìîãóò áûòü ðàâíûìè íóëþ. Ïîñêîëüêó ïîäûíòå�ãðàëüíîå âûðàæåíèå çàâèñèò îò îòðèöàòåëüíûõ ñòå�ïåíåé âåëè÷èí �q , èíòåãðàë ïî ïîëþ 
 â ýòîì ñëó÷àåìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷�êè çðåíèÿ ýòè ðàñõîäèìîñòè âåñüìà èíòåðåñíû. Çà�ìåòèì, ÷òî ñòðåìëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �q êíóëþ îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë ïî 1-�îðìå ea íàñûùà�åòñÿ ïðè àáñîëþòíûõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïîëÿ ea (èëèíåêîòîðûõ åãî êîìïîíåíò), ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷�íîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,èç òîãî, ÷òî êîìïîíåíòû ïîëÿ èìåþò áîëüøèå çíà�÷åíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî äèíàìèêà ýòèõ êîìïîíåíò êâà�çèêëàññè÷íà. Ïîýòîìó ïðèñóòñòâèå óêàçàííûõ ðàñ�õîäèìîñòåé ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îçíà÷àåò,÷òî ñèñòåìà (49) ý��åêòèâíî ÿâëÿåòñÿ êâàçèêëàñ�ñè÷åñêîé ñ äåéñòâèåì (52) èëè (2). Òàêèì îáðàçîì,âîçíèêàåò êëàññè÷åñêîå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïðîñòðàí�ñòâî-âðåìÿ, â êîòîðîì ìîãóò ïîÿâèòüñÿ óñëîâèÿ äëÿñóùåñòâîâàíèÿ íàáëþäàòåëÿ.

Â ñâÿçè ñ îáñóæäàåìîé ïðîáëåìîé óêàæåì, ÷òîíàëè÷èå äèðàêîâñêèõ ïîëåé â èíòåãðàëå (49) ïðèâî�äèò ëèøü ê óñèëåíèþ ðàñõîäèìîñòè ïðè èíòåãðèðî�âàíèè ïî ïîëþ ea. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå èíòåãðèðî�âàíèÿ ïî �åðìèîííîìó ïîëþ èíòåãðàë ïî ïîëþ eaèìååò âèä (ñð. ñ (60) è (61))I = 1p2� +1Z�1 dzPn(z) exp� i2�z2� ; (64)ãäå Pn(z) � ïîëèíîì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé z ñòå�ïåíè n. Èíòåãðàë (64) ïðè ìàëûõ � ïðîïîðöèîíàëåíj�j�(n+1)=2.Àíàëîãè÷íàÿ �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàñõî�äèìîñòåé ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïîëþ ea â êîíòè�íóàëüíîé êâàíòîâîé B�F -òåîðèè â òðåõìåðíîì ïðî�ñòðàíñòâå-âðåìåíè áûëà äàíà Âèòòåíîì â [15℄.Îáðàòèì âíèìàíèå íà äðóãîé òèï âîçìîæíûõðàñõîäèìîñòåé â äèñêðåòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ãðà�âèòàöèè. Åñëè áû ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà (49) áû�ëà îïðåäåëåíà äëÿ ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðû ìåòðèêè,òî ýëåìåíòû ãðóïïû ãîëîíîìèè ÿâëÿëèñü áû ýëå�ìåíòàìè íåêîìïàêòíîé ãðóïïû Spin(3; 1). Êàëèáðî�âî÷íàÿ ãðóïïà (25) òàêæå îêàçàëàñü áû íåêîìïàêò�íîé, ÿâëÿÿñü ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì V êîïèé ãðóï�ïû Spin(3; 1). Ïîñêîëüêó êàê ìåðà, òàê è äåéñòâèåâ àìïëèòóäå ïåðåõîäà êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíû,�óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë â àìïëèòóäå ïåðåõîäà âî�îáùå íå áûë áû îïðåäåëåí äî �èêñàöèè (õîòÿ áû ÷à�ñòè÷íîé) êàëèáðîâêè. Îäíàêî �èêñàöèÿ êàëèáðîâêèâ �óíäàìåíòàëüíîé àìïëèòóäå ïåðåõîäà ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ íàñòîëüêî èñêóññòâåííûì äåéñòâèåì, ÷òî óíè�÷òîæàåò ñìûñë ñàìîé òåîðèè. Íà íàø âçãëÿä, ýòîîçíà÷àåò, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóì�ìà äëÿ äèñêðåòíîé òåîðèè ãðàâèòàöèè ìîæåò ñòðî�èòüñÿ ëèøü íà îñíîâå åâêëèäîâîé ñèãíàòóðû ìåòðè�êè.Â èçâåñòíîé ðàáîòå Õàðòëà è Õîêèíãà áûëà âû�äâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Âñå�ëåííîé äîëæíà áûòü âû÷èñëåíà ïðè ïîìîùè �óíê�öèîíàëüíîãî èíòåãðàëà íà îñíîâå åâêëèäîâîé ñèãíà�òóðû ìåòðèêè [16℄. �àññóæäåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïóòåìàíàëîãèè ñ îáû÷íîé êâàíòîâîé òåîðèåé ñ ïîëîæè�òåëüíî îïðåäåëåííûìè ãàìèëüòîíèàíîì è åâêëèäî�âûì äåéñòâèåì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïåðåõîä ê åâêëè�äîâîé ñèãíàòóðå ìåòðèêè ïðèâîäèò ê ïðèíöèïèàëü�íîé âîçìîæíîñòè âûäåëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ,÷òî ïðåäïîëàãàëîñü ñïðàâåäëèâûì òàêæå â ñëó÷àåòåîðèè ãðàâèòàöèè, äëÿ êîòîðîé åâêëèäîâî äåéñòâèåíå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Ïî íàøå�ìó ìíåíèþ, àðãóìåíòû â ïîëüçó åâêëèäîâîé ñèãíà�òóðû ìåòðèêè, ïðåäîñòàâëÿåìûå äèñêðåòíîé òåîðè�1080



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è àíîìàëèèåé ãðàâèòàöèè, ãîðàçäî íàäåæíåå àðãóìåíòîâ, ïðåä�ñòàâëåííûõ â [16℄.Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ñèãíàòóðû ìåò�ðèêè êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà êîìïàêòíà, ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí îêàçûâàþòñÿ äèñ�êðåòíûìè (êâàíòîâàííûìè). Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ,â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòàðíûå äâóìåðíûå îáúåìû èëèïëîùàäè. Ïîêàæåì ýòî.Äëÿ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ A;m; i; jââåäåì îáîçíà÷åíèå
Amij = 
Ami
Aij
Ajm = exp�12!ab�ab� : (65)Ýëåìåíò (65) ãðóïïû Spin(4) èìååò òàêæå ïðåäñòàâ�ëåíèå â ãðóïïå SO(4)
abAmij = (exp!)ab = Æab+!ab+ 12!a!b+ : : : : (66)Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó (65) èëè (66)êàê íåêóþ äèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ, à âñå îñòàëü�íûå êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ 
Bkl âìåñòå ñ ïåðåìåí�íûìè e è  � êàê ïåðåìåííûå, íåçàâèñèìûå îò ïåðå�ìåííîé (66) (õîòÿ íå îáÿçàòåëüíî êîììóòèðóþùèå ñâûäåëåííîé ïåðåìåííîé (66)).Ïóñòü âûðàæåíèåsAmij = aAmaAiaAj (67)îáîçíà÷àåò âûäåëåííûé äâóìåðíûé ñèìïëåêñ èsA; sA0 ; : : : � ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõìåðíûõ ñèì�ïëåêñîâ, ïðèíàäëåæàùèõ stK(sAmij) (ñì. Ââåäåíèå).Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåçRAm = �XAmi; XAmj ; XAmk; XAml�;RA0m = �XA0mi; XA0mj ; XA0mk; XA0ml�; (68)è ò. ä. ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåïåðû ñèì�ïëåêñîâ sA; sA0 è ò. ä., ïðè÷åì â ðåïåðàõ (68) ïåðâàÿïàðà 1-ñèìïëåêñîâ îáùàÿ:XAmi = XA0mi = : : : ; XAmj = XA0mj = : : : : (69)Ïîýòîìó 
Amij = 
A0mij = : : : : (70)Âûïèøåì âêëàä â äåéñòâèå (30), ïðîïîðöèîíàëü�íûé ïåðåìåííîé (70) è îïðåäåëåííûé íà ñèìïëåêñåsA. Ýòîò âêëàä â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååòâèä �IA = � 130l2P "abd
abAmij�dAmkl;�dAmkl = 12(eAmkedAml � edAmkeAml): (71)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíè�ÿìè: 
Amij = 
�1Amji;"abd
abAmij = �"abd�
�1Amij�ab:Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü âåëè÷èíó �dAmkl â (71) ïðî�åêöèåé íà ïëîñêîñòü d ïîëîâèíû ïëîùàäè îðèåíòè�ðîâàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà 1-ñèì�ïëåêñàõ �XAmk; XAml�, èëè ïðîåêöèåé ïëîùàäè îðèåí�òèðîâàííîãî 2-ñèìïëåêñà aAmaAkaAl.Ââåäåì äëÿ �dAmkl äóàëüíóþ âåëè÷èíó��abAmkl � 12"abd�dAmkl: (72)Ïðîñóììèðóåì âêëàäû â äåéñòâèå (71) äëÿ âñåõ óêà�çàííûõ 4-ñèìïëåêñîâ sA; sA0 ; : : : è ðåçóëüòàò îáîçíà�÷èì ÷åðåç �I . Èìååì�I = � 115l2P 
abAmij��abmij ;��abmij = ��abAmkl + ��abA0mkl + : : : (73)Ïóñòü lab � íàáîð ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõïîëåé íà ãðóïïå SO(4), ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçóþùèìèàëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû. Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âå�ëè÷èíû lab êàê äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåð�âîãî ïîðÿäêà íà ïðîñòðàíñòâå ãðóïïû SO(4), óäîâëå�òâîðÿþùèå êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì[lab; ld℄ = Æadlb � Æbdla � Æalbd + Æblad: (74)Åñëè 
ab � ýëåìåíò ãðóïïû SO(4) â âåêòîðíîì ïðåä�ñòàâëåíèè, òî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (74) ñî�ãëàñîâàíû ñî ñëåäóþùèì ïðàâèëîì äåéñòâèÿ îïåðà�òîðîâ lab íà ýëåìåíò ãðóïïû SO(4)�1 + 12"dld�
ab = (Æa + "a)
b: (75)Çäåñü ïàðàìåòðû "d ïðåäïîëàãàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìà�ëûìè.Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîðû lab äåéñòâó�þò íà ýëåìåíò 
abAmij â (73) òàê, ÷òî �îðìóëà (75)èìååò ìåñòî, åñëè â íåé ñäåëàòü çàìåíó
ab ! 
abAmij :Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (75) ïîëó÷àåìlab�
dAmij��dmij� == ��amij�
�1�bAmij + �
�1�aAmij��bmij �� 2��abAmij � "abd�dAmij : (76)1081



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001Âåëè÷èíó �dAmij â (76) áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòüêàê ñóììó ïðîåêöèé ïëîùàäåé âñåõ îðèåíòè�ðîâàííûõ äâóìåðíûõ ñèìïëåêñîâ aAmaAkaAa,aA0maA0kaA0l; : : : , äóàëüíûõ ê ñèìïëåêñó aAmaAiaAj .Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ ñèìïëåêñà aAmaAkaAlñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþ�ùèé ðåïåð â (68), ïîñòðîåííûé íà âåðøèíàõaAm; aAi; aAj ; aAk; aAl, îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî.Ïåðåéäåì òåïåðü ê êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîìóðàññìîòðåíèþ. Ñ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë (49) îïðåäå�ëÿåò òðàíñ�åð-ìàòðèöó (àìïëèòóäó ïåðåõîäàâ ñëó÷àå ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðû), ïðè ïîìîùèêîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ýâîëþöèÿ êâàíòîâûõ ñî�ñòîÿíèé. Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ 	f
;  g ÿâëÿþòñÿêàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûìè �óíêöèîíàëàìè îòýëåìåíòîâ ãðóïïû ãîëîíîìèè 
 è äèðàêîâñêîãîïîëÿ  . Ïðè ýòîì ïîëå e (òî÷íåå, íåêîòîðûå åãîáèëèíåéíûå êîìáèíàöèè) èãðàåò ðîëü èìïóëüñíîéïåðåìåííîé ïîëÿ 
, à ïîëå  ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñíîéïåðåìåííîé äëÿ ïîëÿ  . Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ èëèâîëíîâûå �óíêöèè îïðåäåëåíû íàä òðåõìåðíûìèñèìïëèöèàëüíûìè êîìïëåêñàìè. Ïóñòü ãðàíèöà ÷å�òûðåõìåðíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K ñîñòî�èò èç äâóõ íåñâÿçíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ�1 K è �2 K (íåñâÿçíîñòü êîìïëåêñîâ îçíà÷àåò, ÷òî óíèõ íåò íè îäíîãî îáùåãî ñèìïëåêñà). Ïóñòü 	1 �íà÷àëüíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íàäêîìïëåêñîì �1 K, à 	2 � êîíå÷íàÿ âîëíîâàÿ �óíê�öèÿ íàä êîìïëåêñîì �2 K. Òîãäà 	2 îïðåäåëÿåòñÿïðè ïîìîùè �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà (49). Ïðèýòîì íà ãðàíèöå �1 K èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿñ âåñîì 	1f
;  g, íà ãðàíèöå �2 K è òîëüêî íà íåéïåðåìåííûå 
 è  �èêñèðóþòñÿ, è ïî âñåì îñòàëü�íûì ïåðåìåííûì íàä ÷åòûðåõìåðíûì êîìïëåêñîìK âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. �åçóëüòàòîì òàêîãîèíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ 	2,êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 	.Èç �îðìóë (49), (73) è (76) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êâàí�òîâîìåõàíè÷åñêîì ïîäõîäå âåëè÷èíå ��abAmij ñîîòâåò�ñòâóåò îïåðàòîð (15=2)l2P lab. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåä�íåå êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíû (��ab)2,êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ïëîùàäè äâó�ìåðíîãî ñèìïëåêñà �dAmij â (76), íàõîäèòñÿ ñîãëàñíîñëåäóþùåìó ïðàâèëó:h���abAmij�2i = �152 l2P�2 hlab	jlab	ih	j	i : (77)Â (77) îáîçíà÷åíèå h: : : i îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïîïîëþ 
 ïðè ïîìîùè ìåðû Õààðà. Ïîñêîëüêó â ýòîé

ìåðå îïåðàòîðû lab ÿâëÿþòñÿ àíòèýðìèòîâûìè, èç(77) âèäíî, ÷òî êâàäðàòó ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäè12���abAmij�2 (78)ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð�12 �152 �2 l2P l2ab: (79)Òåïåðü èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (74) ïî�ëó÷àåì ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ïëîùàäè A ýëåìåí�òàðíîé ïëîùàäêè:A = �152 � l2Pp2[j1(j1 + 1) + j2(j2 + 1)℄;j1 = 0; 1; : : : ; j2 = 0; 1; : : : : (80)Ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ (80) ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó è âñëó÷àå ëîðåíöåâîé ñèãíàòóðû ìåòðèêè.Âûâîä î êâàíòîâàíèè ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäåé âðåøåòî÷íîé B�F -òåîðèè õîðîøî èçâåñòåí (ñì., íà�ïðèìåð, [8; 9℄ è ññûëêè òàì). Íàøà äåìîíñòðàöèÿýòîãî ðåçóëüòàòà ïîêàçûâàåò åñòåñòâåííîñòü ïðàâè�ëà êâàíòîâàíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäåé â ðàì�êàõ ïðåäëàãàåìîãî çäåñü �îðìàëèçìà.Îáðàòèì, íàêîíåö, âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå âàæ�íîå îáñòîÿòåëüñòâî. Èç òåîðèè óãëîâîãî ìîìåíòà èç�âåñòíî, ÷òî áîëüøèå çíà÷åíèÿ ÷èñåë j1 è j2 â (80) ñî�îòâåòñòâóþò êâàçèêëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ïðåäåëüíûé ñëó÷àé j1 !1, j2 !1 îçíà�÷àåò ñòðåìëåíèå ýëåìåíòàðíûõ äëèí ê áåñêîíå÷íî�ñòè (â åäèíèöàõ ïëàíêîâñêîé äëèíû lP ). Òåì ñàìûìîïðàâäûâàåòñÿ ïðèâåäåííûé âûøå âûâîä î òîì, ÷òîðàñõîäèìîñòè â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå (49) ïðè èí�òåãðèðîâàíèè ïî ïîëþ e, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòüïðè jej ! 1, îçíà÷àþò ðîæäåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêî�ãî è êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà èçïîëíîñòüþ êâàíòîâîãî íåñòðóêòóðèðîâàííîãî ïåðâî�íà÷àëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ðîæäå�íèÿ ïîÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíàÿ Âñåëåííàÿ, ïîä÷èíÿ�þùàÿñÿ óðàâíåíèþ Ýéíøòåéíà, íà �îíå êîòîðîéèìåþò ìåñòî êâàíòîâûå �ëóêòóàöèè.4. ÄÈÑÊ�ÅÒÍÀß ��ÀÂÈÒÀÖÈß ÈÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÀÍÎÌÀËÈÈÈçó÷åíèå êâàíòîâûõ àíîìàëèé íà÷íåì ñ çàìå�÷àíèÿ îá îòñóòñòâèè ðåïàðàìåòðèçàöèîííîé àíîìà�ëèè ïðè ðàññìîòðåííîì çäåñü ïîäõîäå ê äèñêðåò�íîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ëîêàëü�íûå êîîðäèíàòû x� ïîÿâëÿþòñÿ ëèøü êàê ìàðêåðû1082



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è àíîìàëèèäëÿ âåðøèí (ñì. (32)�(35)), îíè ìîãóò áûòü âûáðà�íû ïðîèçâîëüíî (ïðè ñîáëþäåíèè óêàçàííûõ óñëî�âèé íåâûðîæäåííîñòè), è âî âñåõ êâàíòîâûõ âû�÷èñëåíèÿõ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû âîîáùå íå �èãó�ðèðóþò. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü âåðñèÿäèñêðåòíîé ãðàâèòàöèè ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðèçî�âàíà íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ, ñêàçàííîå îçíà÷àåò îò�ñóòñòâèå êâàíòîâîé àíîìàëèè ïî îòíîøåíèþ ê ïðî�èçâîëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò.Êàê èçâåñòíî, ýòî ñâîéñòâî îáùåêîâàðèàíòíûõ òå�îðèé ïîëÿ ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íàðóøàòüñÿ ïðèêâàíòîâàíèè. Íàïðèìåð, â êâàíòîâîé àëãåáðå Âèðà�ñîðî, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò îáùåêîâàðèàíòíûå ïðåîá�ðàçîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå äâóìåðíîé ãðàâèòàöèèèëè íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè ñòðóíû, èìååòñÿ àíîìà�ëèÿ (öåíòðàëüíûé çàðÿä). Äðóãîé ïðèìåð âîçíèêíî�âåíèÿ ðåïàðàìåòðèçàöèîííîé àíîìàëèè ïðè êâàíòî�âàíèè ÷åòûðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè ñîäåðæèòñÿ â ðà�áîòå [17℄. Â îáîèõ óêàçàííûõ ïðèìåðàõ ðåïàðàìåò�ðèçàöèîííûå àíîìàëèè âîçíèêàþò ïðè êâàíòîâàíèèêîíòèíóàëüíûõ òåîðèé. Çäåñü âàæíî çàìåòèòü, ÷òîñóùåñòâóþò òàêæå ïîäõîäû ê êâàíòîâàíèþ êîíòè�íóàëüíûõ îáùåêîâàðèàíòíûõ òåîðèé, ïðè êîòîðûõðåïàðàìåòðèçàöèîííûå àíîìàëèè îòñóòñòâóþò (ñì.,íàïðèìåð, [1, 18�20℄).Áîëåå ñëîæíîé ïðîáëåìîé â ðåøåòî÷íîé òåîðèèÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà àêñèàëüíîé àíîìàëèè è ïðîáëå�ìà ââåäåíèÿ âåéëåâñêîãî ïîëÿ. Ýòè ïðîáëåìû òåñ�íî ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàåìîé ïðîáëåìîé ¾óäâîåíèÿ¿�åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé íà ðåøåòêå. Õîðîøî èçâåñò�íî, ÷òî íà ïåðèîäè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåò�êå, êîãäà âîçìîæíûå èìïóëüñû îãðàíè÷åíû çîíîéÁðèëëþýíà, èìåþùåé òîïîëîãèþ ïðÿìîãî ïðîèçâå�äåíèÿ D êîïèé îêðóæíîñòè S1, èìååò ìåñòî ÿâëåíèå¾óäâîåíèÿ¿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé [21�25℄.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ êóáè÷å�ñêóþ ðåøåòêó, ïîãðóæåííóþ â R4 , ñ âåðøèíàìè, èìå�þùèìè öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû. Êàæäàÿ âåðøè�íà èìååò èíäåêñ n = (na), ñîñòîÿùèé èç ÷åòûðåõ÷èñåë na 2 Z, a = 1; 2; 3; 4. Ïóñòü ea � îáðàçóþ�ùèå ðåøåòêè: e1 = (1; 0; 0; 0), e2 = (0; 1; 0; 0) è ò. ä.Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèîííûõè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé �åðìèîííàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ(30) ïðèíèìàåò âèäI = i2Xn 4Xa=1 na( n+ea �  n�ea): (81)Óðàâíåíèå i2 4Xa=1 a( n+ea �  n�ea) = � n (82)

îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííûå ìîäû äåéñòâèÿ (81), êîòî�ðûå ëåãêî îïèñûâàþòñÿ âñëåäñòâèå òðàíñëÿöèîííîéèíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ (82). Ïóñòü èìïóëüñíûåïåðåìåííûå ka çàïîëíÿþò çîíó Áðèëëþýíà B:�� � ka � �; a = 1; 2; 3; 4: (83)�àçëîæèì �åðìèîííîå ïîëå â èíòåãðàë Ôóðüå n = ZB d4 k(2�)4 eikn ~ (k); kn = kana: (84)Ñïèíîðû (84) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ìîäàìè óðàâ�íåíèÿ (82), åñëè ñïèíîðû ~ (k) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû�ìè âåêòîðàìè ìàòðèöû4Xa=1 a sin(ka); (85)ïðè÷åì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîä îïðåäåëÿþòñÿñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû (85). Èç �îðìó�ëû (85) ñëåäóåò, ÷òî åñëè êîìïîíåíòû èìïóëüñà kaíåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðèíèìàþò ëèøü îäíî èçäâóõ çíà÷åíèé ka = 0; �; (86)òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (85) îáðàùàþò�ñÿ â íóëü. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ââåäåííîå �åðìèîí�íîå ïîëå ñîäåðæèò íåñêîëüêî íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõêîìïîíåíò. Â ÷àñòíîñòè, áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè âçàòðàâî÷íîå äåéñòâèå òåîðèè ââîäèòñÿ îäíî ïðàâîå(ëåâîå) âåéëåâñêîå ïîëå, òî â íèçêîýíåðãåòè÷åñêîìïðåäåëå èìåþòñÿ ïàðû âåéëåâñêèõ ïîëåé, êîòîðûåîáúåäèíÿþòñÿ â äèðàêîâñêèå ñïèíîðû.Â òåðìèíàõ ðåøåòî÷íûõ ïåðåìåííûõ  n îïèñàí�íîå ÿâëåíèå îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Èç ìíîæåñòâà ÷å�òûðåõ èíäåêñîâ a âûáåðåì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâîèíäåêñîâ è îáîçíà÷èì ýòè èíäåêñû ÷åðåç �. Âûáðàí�íîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü êàê ïóñòûì, òàê è ñîäåð�æàòü âñå ÷åòûðå èíäåêñà a. Óñëîâíî ðàçäåëèì âñåóçëû n = (na) ðåøåòêè íà ÷åòíûå è íå÷åòíûå â çà�âèñèìîñòè îò òîãî, ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé ÿâëÿåòñÿñóììà ÷èñåëP� n�. Ïóñòü u� íåêîòîðûé íåíóëåâîéñïèíîð. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå íóëåâûå ìîäû óðàâíåíèÿ(82) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå n = (�1)P� n�u: (87)Íàëîæåíèå äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé íà íóëå�âûå ìîäû (87) ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íèçêîýíåð�ãåòè÷åñêèõ ìîä, âûæèâàþùèõ â ïðåäåëå óñòðåìëå�íèÿ øàãà ðåøåòêè ê íóëþ. Ïîýòîìó îòñóòñòâèå àê�ñèàëüíîé àíîìàëèè â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè, ïîñòðî�åííîé ïóòåì îáîáùåíèÿ äåéñòâèÿ (81) íà ïåðèîäè�÷åñêîé ðåøåòêå íà ñëó÷àé êàëèáðîâî÷íîãî âçàèìî�äåéñòâèÿ, îçíà÷àåò ëèøü, ÷òî àíîìàëèè â äèâåðãåí�öèè àêñèàëüíîãî òîêà, âîçíèêàþùèå îò ðàçëè÷íûõ1083



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001êîìïîíåíò ñïèíîðíîãî ïîëÿ, âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ ìîäè�èêàöèÿ òåîðèè íàïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå, ïðè êîòîðîé â äëèííîâîë�íîâîì ïðåäåëå îñòàåòñÿ ëèøü îäíà êîìïîíåíòà äè�ðàêîâñêîãî ïîëÿ, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ èçâåñòíîéàêñèàëüíîé àíîìàëèè.Âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ: ñîõðàíÿåòñÿ ëè ÿâëå�íèå ¾óäâîåíèÿ¿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé íà íåïðà�âèëüíûõ àìîð�íûõ ðåøåòêàõ è, â ÷àñòíîñòè, â òåî-ðèè ãðàâèòàöèè íà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñàõ?Íàøà ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ñèìïëèöèàëü�íûõ êîìïëåêñàõ, îáðàçóþùèõ ïåðèîäè÷åñêóþ ðåøåò�êó ïðè ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, ÿâëåíèå ¾óäâîå�íèÿ¿ èìååò ìåñòî. Íàïðîòèâ, åñëè ãåîìåòðè÷åñêàÿðåàëèçàöèÿ ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ïðèâîäèòê àìîð�íîé ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå, òî ÿâëåíèå¾óäâîåíèÿ¿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé îòñóòñòâóåò.Ïîÿñíèì ñèòóàöèþ íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå äâó�ìåðíîé ðåøåòêè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì �åðìèîí�íóþ ÷àñòü äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèè íà ýòîé ðåøåòêå. Âýòîì ñëó÷àå èíäåêñû a; b; : : : ïðèíèìàþò äâà çíà÷å�íèÿ 1; 2. Ôîðìóëû (19) ñîõðàíÿþòñÿ, íî -ìàòðèöûèìåþò ðàçìåðíîñòü 2 � 2. Òîãäà �åðìèîííàÿ ÷àñòüäåéñòâèÿ ãðàâèòàöèè èìååò âèäS = 16 XA;m X�(Am) "�(Am)"ab�aAmiebAmj ;�aAij = i2� Aia
Aij Ai �  Aj
�1Aija Ai�: (88)Çäåñü îáîçíà÷åíèÿ ïðåæíèå (ñì. (18)�(31)). Íàïî�ìíèì ëèøü, ÷òî �(Am) îáîçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó âðåïåðå (XA�m�i ; XA�m�j ) è "�(Am) = �1 â çàâèñèìî�ñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ýòà ïåðåñòàíîâêà ÷åòíîé èëèíå÷åòíîé.�àññìîòðèì ñëó÷àé ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êî�ãäà 
Aij = 1; (eaij + eajk + : : :+ eali) = 0: (89)�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âòîðîãî ðàâåíñòâà â (89) ñëå�äóþùèé. Âåëè÷èíó eaij ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàêâåêòîð â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, êîòîðûé íà÷è�íàåòñÿ â âåðøèíå a�i è çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå a�j .Êàæäûé ñëåäóþùèé âåêòîð â ñóììå (89) íà÷èíàåò�ñÿ â òîé âåðøèíå, â êîòîðîé çàêàí÷èâàåòñÿ ïðåäûäó�ùèé âåêòîð. Òîãäà âòîðîå ðàâåíñòâî â (89) îçíà÷àåò,÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî áåç êðó�÷åíèÿ, à ïåðâîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî è êðèâèç�íà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òàêæå ðàâíà íóëþ. Èñõîäÿèç ýòîãî, äàëåå ìû ïîëàãàåì, ÷òî ñèìïëèöèàëüíûéêîìïëåêñ ðåàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå R2 , ïðè÷åì eaijÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â R2 , ñîåäèíÿþùèì ñîîòâåòñòâó�þùèå âåðøèíû.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ,ñîñòîÿùèé èç ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ (ñì.ðèñ. 1). Èíòåðåñóþùèå íàñ âåðøèíû ïðîíóìåðîâà�íû öè�ðàìè îò 1 äî 7.Âåêòîðû, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû 1 è 2, 7 è 3è ò. ä., îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ea12; ea73 è ò. ä., ïðè÷åìea12 = �ea21; : : : . Âûïèøåì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäå�íèÿ íóëåâûõ ìîä äåéñòâèÿ (88). Äëÿ ýòîãî, íàïðè�ìåð, ïðîâàðüèðóåì äåéñòâèå (88) îòíîñèòåëüíî  1 èðåçóëüòàò ïðèðàâíÿåì íóëþ. Òàê ïîëó÷àåòñÿ óðàâíå�íèå â âåðøèíå 1:"aba�[( 2 �  5) + ( 3 �  6)℄eb73 ++ [( 4 �  7) + ( 3 �  6)℄eb35	 = 0: (90)Óðàâíåíèå (90), òàê æå, êàê è âñå îñòàëüíûå óðàâ�íåíèÿ íóëåâîé ìîäû, óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè ïîëî�æèòü  Ai = u 6= 0. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî óðàâíåíèå(90) âìåñòå ñ îñòàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íóëåâîé ìî�äû óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè  Ai = �u 6= 0, ãäå çíàê+ èëè � ñîîòâåòñòâóåò ðàññòàíîâêå çíàêîâ + è � âóçëàõ ðåøåòêè íà ðèñ. 1. Êðîìå óêàçàííîé èìåþòñÿè äðóãèå âîçìîæíîñòè ðàññòàíîâêè çíàêîâ + è � âóçëàõ ðåøåòêè íà ðèñ. 1 è ïðèñâîåíèÿ ñîîòâåòñòâó�þùåãî çíàêà ñïèíîðàì  Ai òàê, ÷òîáû ìîäà áûëàíóëåâîé.Òàêèì îáðàçîì, òàê æå, êàê è â ñëó÷àå êâàäðàò�íîé ðåøåòêè, íà ïðàâèëüíîì ñèìïëèöèàëüíîì êîì�ïëåêñå èìååòñÿ ïðîáëåìà ¾óäâîåíèÿ¿ �åðìèîííûõñîñòîÿíèé. 3 2 714 65+ + ++++ + + + +� � � � �� � � � �
�èñ. 1.+ + +++3 2 714 65+ ++ � � �+++� � �+ + ++ +8+
�èñ. 2.1084



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 5 (11), 2001 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ è àíîìàëèèÒåïåðü ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ,îòëè÷àþùèéñÿ îò êîìïëåêñà íà ðèñ. 1 íà îäíó âåð�øèíó (ñì. ðèñ. 2). Âûïèøåì â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå�íèÿ íóëåâîé ìîäû â âåðøèíàõ 1 è 8:"aba�( 2 �  8)eb83 + ( 4 �  8)eb35 ++( 5� 8)eb46+( 7� 8)eb68+( 3� 6)eb24� = 0;"aba�( 2 �  1)eb71 + ( 7 �  1)eb12� = 0: (91)Ìû âèäèì, ÷òî äîáàâëåíèå òàêèì ñïîñîáîì îäíîéâåðøèíû îùóòèìî óñëîæíÿåò âîçíèêàþùóþ ñèñòå�ìó óðàâíåíèé äëÿ íóëåâîé ìîäû. Òåì íå ìåíååíåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òàêàÿ ðàññòàíîâêà çíàêîâ, êàêíà ðèñ. 2, äàåò íåòðèâèàëüíóþ íóëåâóþ ìîäó.Îñòàíåòñÿ ëè âîçìîæíîñòü ÿâëåíèÿ ¾óäâîåíèÿ¿�åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé, åñëè â ðåøåòêó íà ðèñ. 1áóäóò âíåñåíû äîïîëíèòåëüíûå âåðøèíû â áîëüøîìêîëè÷åñòâå è âåñüìà õàîòè÷åñêè? Îòâåò íà ýòîò âî�ïðîñ íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Îäíàêî,êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî èçëîæåíèÿ, îòñóòñòâèåíåòðèâèàëüíûõ íóëåâûõ ìîä ìîæåò èìåòü ìåñòîëèøü íà äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðèî�äè÷íîñòè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñàõ.Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè çàäà�÷à îá ¾óäâîåíèè¿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé, íà íàøâçãëÿä, äîëæíà áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèìîáðàçîì. Âîçìîæíî ëè îòûñêàòü òàêîé (î÷åâèäíîíåïåðèîäè÷åñêèé) ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, ðåà�ëèçîâàííûé â äåêàðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, íà êîòî�ðîì óðàâíåíèå Äèðàêà èìååò åäèíñòâåííóþ íóëåâóþìîäó. Íàëè÷èå òàêîãî êîìïëåêñà îçíà÷àëî áû îò�ñóòñòâèå ¾óäâîåíèÿ¿ �åðìèîííûõ ñîñòîÿíèé, à òàê�æå îòñóòñòâèå àêñèàëüíîé àíîìàëèè â íåïðåðûâíîìïðåäåëå òåîðèè.Êîíå÷íî, â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå òàêîé òåîðèèäèàãðàììíàÿ òåõíèêà (áîëåå îáùî � òåîðèÿ âîçìó�ùåíèé) ñèëüíî îòëè÷àëàñü áû (íàïðèìåð, îáõîäîìïîëþñîâ) îò äèàãðàììíîé òåõíèêè, èñïîëüçóåìîé âêâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Âîçìîæíî, òåîðèÿ âîçìó�ùåíèé â áåçàíîìàëüíîé íåïðåðûâíîé òåîðèè áûëàáû àíàëîãè÷íà òîé, êîòîðàÿ ðàçâèâàåòñÿ â [1℄. Ýòàçàäà÷à òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.ß áëàãîäàðåí Â. Å. Çàõàðîâó çà ïðîÿâëåííûéèíòåðåñ ê òåîðèè äèñêðåòíîé ãðàâèòàöèè, êîòîðûéÿâèëñÿ ñòèìóëîì äëÿ íàïèñàíèÿ ýòîé ðàáîòû. ßâûðàæàþ òàêæå ïðèçíàòåëüíîñòü Ñ. Ïàðõîìåíêî èÑ. Ñàâ÷åíêî çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæ�êå ïðîãðàììû Âåäóùåé íàó÷íîé øêîëû (ãðàíò�00-1596579).
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