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¾ÔÎÍÎÍÛ¿ Â ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕ ÂÈÕ�ÅÂÛÕ �ÅØÅÒÊÀÕÂ. Â. Ñìèðíîâ, Ê. Â. ×óêáàð *�îññèéñêèé íàó÷íûé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18 ÿíâàðÿ 2001 ã.�àññìîòðåíà ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ äèíàìèêà ðåãóëÿðíûõ ðåøåòîê èç äâóìåðíûõ âèõðåé ðàçëè÷íîé �èçè÷å-ñêîé ïðèðîäû. Âûâåäåíû îïèñûâàþùèå åå ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ è èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà. Îáñóæ-äåíû îáùèå ÷åðòû ýâîëþöèè òàêèõ ñèñòåì è èõ ñïåöè�è÷åñêèå îñîáåííîñòè, êà÷åñòâåííî îòëè÷àþùèåâèõðåâûå àíñàìáëè îò îáû÷íûõ êðèñòàëëîâ.PACS: 47.32.C, 52.35.Lv1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄèíàìèêà äâóìåðíûõ òî÷å÷íûõ âèõðåé, íåñìîò�ðÿ íà ñâîþ óæå ñîëèäíóþ èñòîðèþ, è â íàñòîÿ�ùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïîïóëÿðíîé îáëàñòüþèññëåäîâàíèÿ. Åé íåïðåìåííî óäåëÿþòñÿ öåëûå ðàç�äåëû âî âñåõ ìîíîãðà�èÿõ è îáçîðàõ, ïîñâÿùåí�íûõ âèõðåâûì äâèæåíèÿì â ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõñðåäàõ (ñì., íàïðèìåð, [1�5℄). Ñâÿçàíî ýòî îáñòî�ÿòåëüñòâî, î÷åâèäíî, êàê ñ âàæíîñòüþ ïîäíèìàå�ìîé ïðîáëåìàòèêè (ïåðåõîä îò ïëàâíûõ ðàñïðåäå�ëåíèé ¾çàâèõðåííîñòè¿ â ïðîñòðàíñòâå ê ëîêàëüíî�ìó ñîñðåäîòî÷åíèþ åå â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, íàïðè�ìåð, íåïîñðåäñòâåííî çàòðàãèâàåò ñòðàòåãè÷åñêèéâîïðîñ î êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ êîíòèíó�àëüíûõ ñðåä), òàê è ñî ñâåæåñòüþ è íåîáû÷íîñòüþ¾ìåõàíè÷åñêîãî¿ ïîâåäåíèÿ òàêèõ ñèñòåì (ïðåäñòàâ�ëåíèå âèõðåé â âèäå îòäåëüíûõ ÷àñòèö ïîçâîëÿåòâîî÷óþ óâèäåòü òàêóþ, êàçàëîñü áû, ìàòåìàòè÷å�ñêóþ àáñòðàêöèþ êàê �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî). Â òîæå âðåìÿ, íåñìîòðÿ íà ñòîëü äëèòåëüíîå ïðèñòàëü�íîå âíèìàíèå, èçó÷åíèå, êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàåò�ñÿ êàêèì-ëèáî îäíèì (â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ðàçíûì)òèïîì âèõðåé (ñ �èêñèðîâàííîé ¾ïîòîêîâîé �óíê�öèåé¿, ñì. íèæå), ÷òî ñèëüíî ïðåóâåëè÷èâàåò êîí�êðåòíûå (çà÷àñòóþ ñëó÷àéíûå) îñîáåííîñòè ñèñòåìûè çàòóøåâûâàåò îáùèå çàêîíîìåðíîñòè. Íà ñàìîìæå äåëå âèõðåâàÿ äèíàìèêà â ñàìûõ ðàçíûõ �èçè�÷åñêèõ ¾òåêó÷èõ¿ ñðåäàõ äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿñ åäèíûõ ïîçèöèé, ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêîé áàçîé*E-mail: hukbar�dap.kia.ru

äëÿ íåå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óíèâåðñàëüíîå óðàâíåíèåâìîðîæåííîñòè [6, 7℄.Öåëü äàííîé ðàáîòû � èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêî�ãî ïîâåäåíèÿ áîëüøèõ (çäåñü � áåñêîíå÷íûõ) ðåãó�ëÿðíûõ àíñàìáëåé (ðåøåòîê) ðàçëè÷íîé ñèììåòðèè(ãåêñàãîíàëüíîé, êâàäðàòíîé è òðåóãîëüíîé) îäèíà�êîâûõ âèõðåé ñàìîãî ðàçíîãî òèïà. Èìååòñÿ â âè�äó ýâîëþöèÿ ¾äëèííîâîëíîâûõ¿ âîçìóùåíèé èõ ðå�ãóëÿðíîñòè, àíàëîãè÷íûõ àêóñòè÷åñêèì �îíîíàì âîáû÷íûõ êðèñòàëëàõ, íî îòëè÷àþùèõñÿ îò íèõ ïîðÿäó ñâîéñòâ. Âûâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíå�íèÿ (îïèñûâàþùèå, ìîæíî ñêàçàòü, ¾âòîðè÷íóþ¿ãèäðîäèíàìèêó âèõðåâîé ñðåäû) è îáñóæäàþòñÿ èõñâîéñòâà. Íåñìîòðÿ íà îáíàðóæåííóþ âûñîêóþ ÷óâ�ñòâèòåëüíîñòü ïîâåäåíèÿ âèõðåâûõ ¾êðèñòàëëîâ¿êàê ê ñèììåòðèè ðåøåòêè (ñì. êëàññè÷åñêèå ðàáî�òû [8�10℄), òàê è ê ïðèðîäå âèõðåé (ïîòîêîâîé �óíê�öèè), âûÿâëåííàÿ íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå îáùíîñòüòàêæå íåñîìíåííà. Ìîæíî, âïðî÷åì, ñêàçàòü, ÷òîòàêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ¾äåòàëÿì¿ òàêæå ÿâëÿåò�ñÿ îáùåé è óíèâåðñàëüíîé îñîáåííîñòüþ, ïðèñóùåéèìåííî âèõðåâîé ¾ìåõàíèêå¿.2. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÑÎÎÁ�ÀÆÅÍÈß ÈÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÏðåæäå âñåãî, íàïîìíèì êëþ÷åâûå �àêòû, îïðå�äåëÿþùèå âèõðåâóþ äèíàìèêó. Äâóìåðíûé âèõðüêàê òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà ïîìèìî ñâîèõ êîîðäèíàò r0â ïëîñêîñòè x; y õàðàêòåðèçóåòñÿ èíäèâèäóàëüíîéèíòåíñèâíîñòüþ (çàðÿäîì) q0 è îáùåé äëÿ êîíêðåò�íîé ñèñòåìû (äëÿ âèõðåé äàííîé �èçè÷åñêîé ïðè�10 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 145



Â. Â. Ñìèðíîâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001ðîäû) ïîòîêîâîé �óíêöèåé  (r � r0). Åãî îñíîâíîåñâîéñòâî � ñîçäàâàòü âîêðóã ñåáÿ öèðêóëÿöèîííîåíåñæèìàåìîå òå÷åíèå èñõîäíîé (ïåðâè÷íîé) ñïëîø�íîé ñðåäû ñîãëàñíî �îðìóëåv = q0ez �r (divv � 0), êîòîðîå ñíîñèò âñå îñòàëüíûå (âìîðî�æåííûå â òå÷åíèå) âèõðè. Èíûìè ñëîâàìè, äèíàìè�êà àíñàìáëÿ âèõðåé îïèñûâàåòñÿ ¾ìåõàíè÷åñêèìè¿óðàâíåíèÿìè_ri = ez �rXj 6=i qj (rj � ri) (1)ñ ãàìèëüòîíèàíîìXi>j qiqj (ri � rj)è êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè fqiyi; qixig, ò. å. äåé�ñòâèòåëüíî (ñì. âûøå) êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàí�ñòâî äàííîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ �àçîâûì.Â ñèëó èñõîäíîé èçîòðîïèè ïëîñêîñòè ïîòîêî�âàÿ �óíêöèÿ, êàê ïðàâèëî, çàâèñèò òîëüêî îò ðàñ�ñòîÿíèÿ äî âèõðÿ:  (jr � r0j). Çàìåòíîå èñêëþ÷å�íèå ñîñòàâëÿþò íå ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü âèõðèâ óðàâíåíèè Âëàñîâà (â íàñòîÿùèõ �àçîâûõ ïðî�ñòðàíñòâàõ) � òàê íàçûâàåìûå âîëíû Áåðøòåé�íà��ðèíà�Êðóñêàëà (ñì., íàïðèìåð, [6℄). ×òî æå êà�ñàåòñÿ î÷åâèäíîãî íàðóøåíèÿ ¾êèðàëüíîé¿ ñèììåò�ðèè â (1), òî �èçè÷åñêèå ïðè÷èíû ýòîãî äëÿ ðàçëè÷�íûõ âèõðåâûõ ñðåä ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Äîïóñòèìîâûäåëåíèå äâóõ êëàññîâ âèõðåé. Â ïåðâîì (îáû÷íûåâèõðè) èñòî÷íèêîì ãèðîòðîïèè ÿâëÿþòñÿ îíè ñà�ìè, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé Æ-�óíêöèîíàëüíîå ðàñïðåäå�ëåíèå ðîòîðà îáîáùåííîãî èìïóëüñà æèäêèõ ÷àñòèö(ò. å. rotP / ez �P qiÆ(r� ri) è, ñëåäîâàòåëüíî, çàðÿ�äû qi � ïñåâäîñêàëÿðíûå âåëè÷èíû). �åàëüíî rotPêîíå÷íî íå ñîñðåäîòî÷åí â òî÷êå, à ðàçìàçàí ïî íåêî�òîðîé êîíå÷íîé îáëàñòè, íàçûâàåìîé êåðíîì âèõðÿ,îäíàêî â ñëó÷àå ìàëîñòè åå ðàçìåðîâ ïî ñðàâíåíèþñ ðàññòîÿíèÿìè äî ñîñåäåé ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðàê�òè÷åñêè íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà óðàâíåíèÿõ (1). Âîâòîðîì (äðåé�îâûå âèõðè) êåðíû ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé îáû÷íûå ñèëîâûå öåíòðû (íàïðèìåð, ñîñðåäîòî�÷èå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà èëè ãðàâèòèðóþùåé ìàñ�ñû ñ èñòèííî ñêàëÿðíûìè qi), à ãèðîòðîïíà ñàìà ñðå�äà � ñêàæåì, âñëåäñòâèå íàëîæåíèÿ íà íåå ñèëü�íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èëè äîñòàòî÷íî áûñòðîãî âðà�ùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äîìèíèðóþùèå ñèëû Ëîðåíöàèëè Êîðèîëèñà çàñòàâëÿþò äðóãèå ÷àñòèöû � ñèëî�âûå öåíòðû, èñïûòûâàþùèå âîçäåéñòâèå ñîñåäíèõâèõðåé, � äâèãàòüñÿ äðåé�îâûì îáðàçîì (ïðåöåññè�ðîâàòü) ïåðïåíäèêóëÿðíî äåéñòâóþùåé íà íèõ ñèëå.

Äâóìåðíîñòü äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü ñâÿçàíà êàêñ îòñóòñòâèåì ïðîäîëüíûõ (ïî z) âîçìóùåíèé íà ñà�ìîì äåëå òðåõìåðíûõ áåñêîíå÷íûõ âèõðåâûõ íèòåé,òàê è ñ ðåàëüíîé äâóìåðíîñòüþ ñðåäû, ïðåäñòàâëÿþ�ùåé ñîáîé, íàïðèìåð, ïðåäåëüíî òîíêèé ñëîé (ïëåí�êó). Ïðè ýòîì ïîòîêîâûå �óíêöèè, îïèñûâàþùèå îò�êëèê ñðåäû íà âèõðåâîå âîçìóùåíèå, ìîãóò çàâèñåòüîò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ñðåäà èñòèííî äâóìåðíîéèëè òðåõìåðíîé, ò. å.  , âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåò�ñÿ íå òîëüêî �èçè÷åñêîé ïðèðîäîé âèõðåé, íî è èõãåîìåòðèåé.Äîñòàòî÷íî ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ èíòåðåñíûì ïî�âåäåíèå àíñàìáëåé, ñîñòîÿùèõ èìåííî èç îäèíàêî�âûõ âèõðåé ñ qi = q0. �åàëüíîé ïðè÷èíîé òàêîéèäåíòè÷íîñòè ÷àñòî áûâàþò êâàíòîâûå ý��åêòû(ñì., íàïðèìåð, [3; 4; 8�12℄), íî è â ñóãóáî êëàññè�÷åñêèõ ñèñòåìàõ ýòà ïîñòàíîâêà çàäà÷è âåñüìà ïî�ïóëÿðíà (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 5, 12℄), ïî-âèäèìîìó,âñëåäñòâèå íåêîòîðûõ àíàëîãèé ñ îáû÷íûìè, íüþ�òîíîâñêèìè, ÷àñòèöàìè è äëÿ óäîáñòâà ÷èñëåííî�ãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äåëàåìîåïðè ýòîì äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïðîäâè�íóòüñÿ â òåîðåòè÷åñêîì èçó÷åíèè âèõðåâîé ñèñòåìû,ïî-ïðåæíåìó îáëàäàþùåé íåîáû÷íîñòüþ (è äàæå ýê�çîòè÷íîñòüþ) ïîâåäåíèÿ.Â íàøåé ïîñòàíîâêå ýòè èäåíòè÷íûå âèõðè èñ�õîäíî ðàñïîëàãàþòñÿ â óçëàõ áåñêîíå÷íîé ðåãóëÿð�íîé ãåêñàãîíàëüíîé, êâàäðàòíîé èëè òðåóãîëüíîé ðå�øåòêè (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî âèõðè íàõîäÿòñÿ â âåð�øèíàõ ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ, ïàðêåòíûì îáðà�çîì ïîêðûâàþùèõ ïëîñêîñòü) íà ðàññòîÿíèè a îòáëèæàéøèõ ñîñåäåé (òðåõ, ÷åòûðåõ èëè øåñòè ñîîò�âåòñòâåííî), ÷òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, âñëåäñòâèåñèììåòðèè îáåñïå÷èâàåò ñòàöèîíàðíîñòü ( _ri � 0) òà�êîãî êðèñòàëëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ. Äîñòàòî÷íî, îä�íàêî, ìàëåéøåãî ñìåùåíèÿ êàêèõ-ëèáî âèõðåé ñîñâîèõ ïîçèöèé äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû â äâèæå�íèå. Íàì (êàê è ãîâîðèëîñü âûøå) çäåñü èíòåðåñ�íû ëèøü êðóïíîìàñøòàáíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå íà�ðóøåíèÿ èñõîäíîé ñèììåòðèè (ñ õàðàêòåðíûì ïðî�ñòðàíñòâåííûì ìàñøòàáîì �� a), àíàëîãè÷íûå çâó�êîâûì �îíîíàì â îáû÷íûõ êðèñòàëëàõ, êîãäà òî÷å÷�íûå âèõðè êàê áû �îðìèðóþò íåêîòîðóþ âòîðè÷íóþñïëîøíóþ ñðåäó. Î÷åâèäíî, ýòîò ïðåäåë äîëæåí ñî�îòâåòñòâîâàòü ìèíèìàëüíîìó âëèÿíèþ ìèêðîñêîïè�÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëà íà åãî äèíàìèêó,òåì íå ìåíåå ýòî âëèÿíèå îêàçûâàåòñÿ âåñüìà çíà÷è�òåëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿþùèé âêëàä âñåãäàâíîñèò èñõîäíàÿ äèñêðåòíîñòü ðåøåòêè (ñì. íèæå).Õàðàêòåðíûå îòëè÷èòåëüíûå ñâîéñòâà èçó÷àå�ìûõ  (r) òðåáóþò áîëåå äëèòåëüíîãî îáñóæäåíèÿ.Îñíîâíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ çàêîí óáûâàíèÿ ïðè146



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 ¾Ôîíîíû¿ â äâóìåðíûõ âèõðåâûõ ðåøåòêàõr !1. Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè âèõ-ðåé êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ (ñ íåíóëåâûì êåðíîì) ïðèâî�äèò ê ìîíîòîííîìó óáûâàíèþ  (r), ò. å. ê çíàêîîïðå�äåëåííîìó çíà÷åíèþ  0 < 0 (íåèçìåííîñòè íàïðàâ�ëåíèÿ ïðîäóöèðóåìîé öèðêóëÿöèè ñðåäû) [6, 7, 12℄.Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ íàì �èçè÷åñêèõ òè�ïîâ âèõðåé ïîòîêîâàÿ �óíêöèÿ åùå è âûïóêëà, ò. å. 00 > 0 (ìîíîòîííî óáûâàåò è ñêîðîñòü öèðêóëÿöèè).Ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ýòîãî ñâîéñòâà íå âïîëíå ÿñíû(çäåñü âîçìîæíà àíàëîãèÿ ñ îòñóòñòâèåì óäàðíûõâîëí ðàçðåæåíèÿ â îáû÷íûõ âåùåñòâàõ), íî åãî ïî�ñëåäñòâèÿ âåñüìà è âåñüìà ñóùåñòâåííû (ñì. íèæå).Äîâîëüíî ÷àñòî  îêàçûâàåòñÿ íåêîòîðîé ñòåïåí�íîé �óíêöèåé ðàññòîÿíèÿ ( = 1=r�, âàðèàíò ñ� = 0 âêëþ÷àåòñÿ ñþäà ïîñðåäñòâîì � ln r). Òàêî�âû, íàïðèìåð, ñëó÷àè èäåàëüíîé æèäêîñòè, à òàêæåýëåêòðîííîé ïëàçìû è ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïðè ìàëûõr (� = 0), èëè ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëåíîê (ïëàçìåí�íûõ ñëîåâ) ïðè áîëüøèõ r (� = 1, ñþäà æå îòíîñÿòñÿäðåé�îâûå âèõðè â áûñòðîâðàùàþùèõñÿ ïûëåâûõãðàâèòèðóþùèõ äèñêàõ èëè â çàðÿæåííûõ ïëàçìåí�íûõ ñëîÿõ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå) (ñì. öèòèðó�åìûå îáçîðû). Òàêîé âàðèàíò èíòåðåñåí îòñóòñòâè�åì ñîáñòâåííîãî õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà ó  (òî÷�íåå, îí ïåðåìåíåí: ïîðÿäêà r). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,âñòðå÷àþòñÿ  è ñ âïîëíå îïðåäåëåííûì âíóòðåííèììàñøòàáîì b: íàïðèìåð, ó âèõðåâûõ ëèíèé â ìàñ�ñèâíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ (â áåñêîíå÷íîé ýëåêòðîí�íîé ïëàçìå)  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ Ìàêäî�íàëüäà K0(r=b) ñ ëîíäîíîâñêîé (áåññòîëêíîâèòåëü�íî-ñêèíîâîé) äëèíîé ýêðàíèðîâêè b = =!pe. Ëþáî�ïûòíî, ÷òî îïÿòü-òàêè âî âñåõ èçâåñòíûõ íàì ñëó÷à�ÿõ  jr!0 !1.Èòàê, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, íàì èíòåðåñ�íà âòîðè÷íàÿ ãèäðîäèíàìèêà èëè ìåõàíèêà ðåãóëÿð�íûõ âèõðåâûõ ñðåä, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïèñàíàâ òåðìèíàõ ñìåùåíèÿ êàæäîãî âèõðÿ èç ñîîòâåò�ñòâóþùåãî åìó óçëà ðåøåòêè, ò. å. ïîñðåäñòâîì èñ�õîäíî äèñêðåòíîé �óíêöèè �i(t). Äëÿ íåå â ñëó÷àåj�i � �j j � a â ëèíåéíîì (ïîêà) ïðèáëèæåíèè äè�íàìèêà êðèñòàëëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (ñð. (1))_�i = �ez � q0Xj 6=i ��ri �(�i � �j)� (jri � rj j)�ri � : (2)Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó ýòîé �îðìóëû,íåîáõîäèìîñòü ñóììèðîâàíèÿ ïî áåñêîíå÷íîé, õîòÿè ðåãóëÿðíîé ðåøåòêå âåñüìà ñèëüíî çàòðóäíÿåò ååàíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ  .Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ýòà çàäà÷à äëÿ âèõðåé âèäåàëüíîé æèäêîñòè (òî÷íåå, â ñâåðõòåêó÷åì ãåëèè)áûëà ïîñòàâëåíà è ñòðîãî ðåøåíà Â. Ê. Òêà÷åíêî

â ðàáîòàõ [8�10℄. Îäíàêî, âûðîæäåííîñòü èçó÷åí�íîãî ñëó÷àÿ (ãðóáî ãîâîðÿ, òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî� ln jrj / Æ(r), ñì. íèæå), ñóùåñòâåííî ñïîñîáñòâî�âàâøàÿ àíàëèòè÷åñêîìó ïðîäâèæåíèþ, íå ïîçâîëè�ëà â äîëæíîé ìåðå îöåíèòü ñïåöè�èêó ïîëó÷åííûõîòâåòîâ è ïðèâåëà äàæå ê íåêîòîðûì íå âïîëíå êîð�ðåêòíûì âûâîäàì, áåç îñîáûõ èçìåíåíèé äî ñèõ ïîðïåðåêî÷åâûâàþùèì èç îáçîðà â îáçîð.Äåëî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé �óíê�öèè  ïðîäóöèðóåìîå òî÷å÷íûìè âèõðÿìè òå÷åíèå,ÿâëÿÿñü íåñæèìàåìûì (divv = 0), âîîáùå ãîâî�ðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì (rotv 6= 0!). Ïîýòî�ìó ïðèãîäíûå äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè (äëÿ íååP / v, ò. å. âûïîëíÿåìîå âíå êåðíà âèõðÿ óñëîâèårotP � 0 àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñèòñÿ íà ïîëå ñêîðî�ñòåé: � ln r = 0) ìîùíûå ìåòîäû òåîðèè àíàëèòè÷å�ñêèõ �óíêöèé (äâóìåðíîå âåêòîðíîå ïîëå v ïðåäñòà�âèìî çäåñü â âèäå êîìïëåêñíîé ãîëîìîð�íîé �óíê�öèè), î÷åíü èçÿùíî èñïîëüçîâàííûå Òêà÷åíêî, äëÿóíèâåðñàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ íå ïîäõîäÿò. Áîëåå òî�ãî, çäåñü âîîáùå îòñóòñòâóåò êàêîé-ëèáî åäèíûé ïîä�õîä ê çàäà÷å, ïîñêîëüêó �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà âèõðå�âûõ êðèñòàëëîâ î÷åíü ñèëüíî ðàçíÿòñÿ â çàâèñèìî�ñòè îò ïîâåäåíèÿ  (r). Ïðèõîäèòñÿ â êàæäîì êîí�êðåòíîì ñëó÷àå ïîëüçîâàòüñÿ ñâîèì ïðèáëèæåíèåì,êîòîðîå, ê ñîæàëåíèþ, íå âñåãäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüòî÷íûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ âäóõå Òêà÷åíêî. Â ðåçóëüòàòå ìíîãèå �îðìóëû óäà�åòñÿ âûâåñòè ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîãî êîý���èöèåíòà. Òåì íå ìåíåå èõ �óíêöèîíàëüíûå çàâèñè�ìîñòè è êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ðåøåíèé âïîëíåñòðîãè.Òàêèõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ ìû âûäåëèëè òðè.Ïåðâûé õàðàêòåðåí äëÿ áûñòðîóáûâàþùèõ  (r)(÷òî ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó ñ � > 2 � äëÿ ñõîäè�ìîñòè R  d2r ïðè r ! 1 � äëÿ ñòåïåííûõ ïîòîêî�âûõ �óíêöèé, èëè b � a � äëÿ ýêðàíèðîâàííûõ),êîãäà îïðåäåëÿþùèé âêëàä â äèíàìèêó êàæäîãî âè�õðÿ âíîñÿò ëèøü åãî áëèæàéøèå ñîñåäè. Âòîðîé ñâÿ�çàí, íàîáîðîò, ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè � (èëè ñî ñëó�÷àåì b� �), êîãäà äâèæåíèå âèõðåé çàâèñèò îò âåñü�ìà áîëüøîé ñîâîêóïíîñòè ñîñåäåé, íàõîäÿùèõñÿ íàìàêðîñêîïè÷åñêèõ ðàññòîÿíèÿõ� �. Äëÿ íåãî îãðîì�íóþ ðîëü èãðàþò íåëîêàëüíûå ý��åêòû âçàèìîäåé�ñòâèÿ. È, íàêîíåö, ïðè a� b� � ñîîòâåòñòâóþùèéâàðèàíò ìîæåò áûòü êëàññè�èöèðîâàí êàê ëîêàëü�íûé ìàêðîñêîïè÷åñêèé. Â ëþáîì ñëó÷àå ðåçóëüòà�òîì àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ ý��åêòèâíûå êîíòèíóàëüíûåóðàâíåíèÿ äëÿ �, ðàññìàòðèâàåìîé óæå êàê íåïðå�ðûâíàÿ �óíêöèÿ r è t, îïèñûâàþùèå êàê áû çâó�êîâóþ äå�îðìàöèþ âòîðè÷íîé âèõðåâîé ñïëîøíîéñðåäû (�� a!).147 10*



Â. Â. Ñìèðíîâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 20013. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÁËÈÆÀÉØÈÕÑÎÑÅÄÅÉÈòàê, çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âêëàä â âîçìóùåíèåïîëÿ ñêîðîñòåé, âûçûâàþùåå ñìåùåíèå äàííîãî âèõ-ðÿ, äàþò òîëüêî íàõîäÿùèåñÿ îò íåãî ðîâíî íà ðàñ�ñòîÿíèè a ñîñåäè (3 äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè, 4äëÿ êâàäðàòíîé è 6 äëÿ òðåóãîëüíîé). Òî÷íîñòü ýòîéìîäåëè íåòðóäíî îöåíèòü äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãîñëó÷àÿ, ïðè äîñòàòî÷íî áûñòðîì çàêîíå óáûâàíèÿ (r) (íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëüíîì) îíà ìîæåò áûòüâåñüìà âûñîêîé. Ñîãëàñíî (2) âêëàä ýòîò, âîçíèêàþ�ùèé âñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîñòè äå�îðìàöèè ðåøåò�êè (�i 6= �j ïðè i 6= j), ñîñòàâëÿåòÆv = �ez � q0 "Æ� 0r + rr (Æ� � r)� 0r �0 #�����r=a ; (3)ãäå Æ� � ðàçíîñòü ñìåùåíèé ñîñåäà è äàííîãî âèõðÿ,à r � âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç äàííîãî óçëà ðåøåò�êè â ñîñåäíèé óçåë. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñÿ äèíà�ìèêà ðåøåòêè îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü âñåãî äâóìÿ �èçè�÷åñêèìè ïîëîæèòåëüíûìè (ñì. âûøå) ïàðàìåòðàìèA = � 0=rjr=a è B =  00jr=a.Òåïåðü äëÿ ïåðåõîäà ê íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäå�ëåíèþ � äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü äèñêðåòíóþ ðàç�íîñòü â âèäå ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà (íàïî�ìíèì, ÷òî �� a):Æ� = x���x+y ���y+x22 �2��x2+xy �2��x�y+y22 �2��y2 (4)è ïðîñóììèðîâàòü (3) ïî òðåì, ÷åòûðåì èëè øåñòèâîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì r. Â ïîñëåäóþùèõ �îð�ìóëàõ âñþäó ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäèí èç áëèæàéøèõ óç�ëîâ âî âñåõ òèïàõ ðåøåòîê (ïðàâäà, ñóùåñòâåííî ýòîëèøü äëÿ êâàäðàòíîé) ðàñïîëîæåí â òî÷êå ñ êîîðäè�íàòàìè (a; 0). Îòâåòû ñèëüíî ðàçíÿòñÿ, äåìîíñòðè�ðóÿ áîëüøóþ ðîëü è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çà�äà÷è.Äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè îïðåäåëÿþùèéâêëàä âíîñÿò ëèíåéíûå ÷ëåíû â (4), êâàäðàòè÷íû�ìè æå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ïî ïàðàìåòðó a=� ! 0),è ý��åêòèâíîå óðàâíåíèå â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëåèìååò âèä���t = 34 q0a(A+B)�� �����x�y + ��y�x � ex +����x�x + ��y�y � ey� ; (5)äàâàÿ ñëåäóþùåå (íåñìîòðÿ íà íåñòàíäàðòíîñòü (5)

÷èñòî çâóêîâîå!) äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿäëèííîâîëíîâûõ �îíîíîâ:!2 = 916 q20a2(A+B)2k2: (6)Â ñëó÷àÿõ æå, èìåþùèõ öåíòðàëüíóþ ñèììåò�ðèþ êâàäðàòíîé è òðåóãîëüíîé ðåøåòîê, ëèíåéíûåòåéëîðîâñêèå ÷ëåíû âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ, äåëàÿíåèçáåæíûì ó÷åò êâàäðàòè÷íûõ ïîïðàâîê, ÷òî ñó�ùåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà �óíêöèîíàëüíûõ çàâèñè�ìîñòÿõ âûâîäèìûõ óðàâíåíèé. Òàê, â êâàäðàòíîé ðå�øåòêå àêóñòè÷åñêèå ¾�îíîíû¿ ýâîëþöèîíèðóþò ñî�ãëàñíî���t = q0a2 ��B�2�y�y2 �A�2�y�x2 � ex++ �A�2�x�y2 �B�2�x�x2 � ey� ; (7)è èõ ÷àñòîòà ÿâëÿåòñÿ óæå êâàäðàòè÷íîé îäíîðîä�íîé �óíêöèåé êîìïîíåíò âîëíîâîãî âåêòîðà:!2 = q20a4[(A+B)2k2xk2y �ABk4℄: (8)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò âàðèàíò ¾âòîðè÷íîé¿ ñðå�äû âñåãäà íåóñòîé÷èâ, íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî âîç�ìóùåíèé ñ kx = 0 èëè ky = 0.Èíòåðåñíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ ñèììåò�ðèþ ðåøåòêè, �îíîíû çäåñü âåäóò ñåáÿ àíèçîòðîï�íûì îáðàçîì. Èõ íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû (â êîòî�ðûõ ìàòðèöà ïðàâîé ÷àñòè äèíàìè÷åñêîãî óðàâíå�íèÿ äèàãîíàëüíà) ÿâëÿþòñÿ �x è �y (ò. å. ��x=�t / �yè ��y=�t / �x). Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå, ðåçêî îòëè÷�íîå îò ñòàíäàðòíûõ �îíîíîâ, âñå æå âñòðå÷àåòñÿ óíåêîòîðûõ òèïîâ âîëí â îáû÷íûõ êðèñòàëëàõ ñ ñóùå�ñòâåííûì ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, ÷òî,íàâåðíîå, íå òàê óæ è óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñèì�ìåòðèéíûå ñâîéñòâà âðàùåíèÿ â êâàíòîâîé è êëàñ�ñè÷åñêîé îáëàñòÿõ àíàëîãè÷íû.Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà èç-çà áîëüøåãî êîëè÷åñòâàñîñåäåé òðåáóåò áîëåå ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê, íî îò�âåò ïîëó÷àåòñÿ íå ìåíåå êîìïàêòíûì (è äàæå áîëååñèììåòðè÷íûì):���t = 38 q0a2 �� h�(A� 3B)ez �rd̂� + (3A�B)rr̂�i : (9)Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå èñïîëüçóåìûå è äàëååîáîçíà÷åíèÿ äëÿ äâóõ ñêàëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèêäâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ �: d̂� = div � èr̂� = ez � rot �. ¾Ôîíîííûé¿ ñïåêòð ñíîâà ïîëó÷àåòñÿèçîòðîïíûì:!2 = 964 q20a4(A� 3B)(3A�B)k4: (10)148



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 ¾Ôîíîíû¿ â äâóìåðíûõ âèõðåâûõ ðåøåòêàõÎí óñòîé÷èâ êàê äëÿ ñòåïåííûõ  ñ � > 2, òàêè äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ ñ b � a (äëÿíèõ B � A), íî âåñüìà äàëåê îò îáû÷íîãî çâóêîâî�ãî ! / k. Â êà÷åñòâå íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò çäåñüóäîáíî âûáðàòü êàê ðàç d̂� è r̂�, õàðàêòåðèçóþùèåâñåñòîðîííåå ñæàòèå è êðó÷åíèå (ñäâèã) ðåøåòêè.Èòàê, óæå â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåéâèõðåâûå êðèñòàëëû äåìîíñòðèðóþò î÷åíü ñâîå�îáû÷íûå ïîëÿðèçàöèîííûå è äèñïåðñèîííûå ñâîé�ñòâà, îòëè÷àþùèå èõ îò êëàññè÷åñêèõ íüþòîíîâñêèõóïðóãèõ àíàëîãîâ. Êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ïîâå�äåíèÿ çäåñü ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò äåòàëåé çàâè�ñèìîñòè  (r) (åñëè îíà ïîïàäàåò â òðåáóåìûé êëàññ),à âîò ãåîìåòðèÿ ðåøåòêè ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà.4. ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÅ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅÂ ñëó÷àå îäíîâðåìåííîãî âëèÿíèÿ íà äâèæåíèåìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñîâîêóïíîñòåé âèõðåé äðîáîâûåý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè (àçíà÷èò, è ñ åå ñèììåòðèåé), ÿâíî ïðîÿâèâøèåñÿ âïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âðîäå áû óæå íå äîëæíû âíî�ñèòü ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â �îíîííóþ äèíàìèêóâèõðåâûõ êðèñòàëëîâ. Òàê îíî â îáùåì-òî è îêàçû�âàåòñÿ, íî òîëüêî â íóëåâîì (ïî ïàðàìåòðó a=�) ïðè�áëèæåíèè, êîòîðîå âñëåäñòâèå íåêîòîðîãî ñïåöè�è�÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ, îïèñàííîãî íèæå1), äàëåêî íåâñåãäà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Êîíòèíóàëüíûé ïðå�äåë çäåñü ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷åò ïåðåõîäà îò ñóììèðî�âàíèÿ (3) ñîãëàñíî (2) ê åãî èíòåãðèðîâàíèþ. Â âîç�íèêàþùåì èíòåãðàëå òèïà ñâåðòêè óäîáíî ñíÿòü îáåïðîèçâîäíûå ñ  , îäèí ðàç ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñ-òÿì è âûíîñÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íàðóæó:���t = �q0S ez �r Z d̂�(r0) (jr � r0j) d2r0: (11)Çäåñü S � ïëîùàäü ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, îêðóæàþ�ùåé êàæäûé óçåë (òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé p3 a(ò. å. S = 3p3a2=4) äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè,êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a (S = a2) äëÿ êâàäðàòíîéè øåñòèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 2a=p3 (S = p3a2)äëÿ òðåóãîëüíîé). �àçíîñòü Æ� â ñóììå ïðèâîäèò êèíòåãðàëó â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.Äåéñòâèòåëüíî, íèêàêîé ñïåöè�èêè ðåøåòêè(êðîìå òðèâèàëüíîãî êîý��èöèåíòà S) (11) íåñîäåðæèò (à âîò ñïåöè�èêà  î÷åíü âàæíà), îíî1) Ëþáîïûòíî, ÷òî â [8�10℄, ðàâíî êàê è ïîñëåäóþ�ùèõ îáçîðàõ, íåò íèêàêèõ óêàçàíèé íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî,ïî-âèäèìîìó, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûìèêðèñòàëëàìè ñîîòíîøåíèå ! = 0 íå êàæåòñÿ ðåøåíèåì.

âïîëíå óíèâåðñàëüíî è èçîòðîïíî, îäíàêî �îíî�íû ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó âûðàæåíèþ îáëàäàþòäèñïåðñèåé ! = 0. Òåì íå ìåíåå, â îòëè÷èå îò äè�íàìèêè îáû÷íûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê, òàêîéçàêîí íå îçíà÷àåò îòñóòñòâèÿ ýâîëþöèè ñèñòåìû(��=�t 6= 0!), à ëèøü óêàçûâàåò íà åå ñòåïåííîé, àíå ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð (� / t).Ïðè÷èíà ýòîé âûðîæäåííîñòè âïîëíå ïîíÿòíà:óðàâíåíèå (11) èìååò èíòåãðàë d̂� = onst (ò. å. åãîïðàâàÿ ÷àñòü åñòü çàäàííàÿ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëå�íèåì äå�îðìàöèè áåçäèâåðãåíòíàÿ âåêòîðíàÿ �óíê�öèÿ òîëüêî r), ïîñêîëüêó íåñæèìàåìîå â äàííîì (íó�ëåâîì ïî a=�) ïðèáëèæåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêîå òå÷å�íèå íå âûçûâàåò èçìåíåíèÿ âìîðîæåííîé â íåå âèõ-ðåâîé ïëîòíîñòè. Ê ïðîáëåìå ìîæíî ïîäîéòè è ñäðóãîé ñòîðîíû. Èññëåäóåìàÿ âòîðè÷íàÿ íåëîêàëü�íàÿ âèõðåâàÿ ñðåäà ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðå�íèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîå ïëàâíîå ðàñïðåäåëå�íèå çàâèõðåííîñòè (rotP äëÿ îáû÷íûõ âèõðåé), íåñîñðåäîòî÷åííîå â êåðíàõ îòäåëüíûõ âèõðåé, à êàêáû ¾ðàçìàçàííîå¿ ïî ïëîñêîñòè, òàê ÷òî ïðè âû÷èñ�ëåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî æå ïîëÿ ñêîðîñòåé íåîáõî�äèìî ñâîðà÷èâàòü ïîòîêîâóþ �óíêöèþ ñ íåïðåðûâ�íîé ïëîòíîñòüþ ýòîé çàâèõðåííîñòè �(r; t)ez . Èñõîä�íûé îäíîðîäíûé �îí �0 = q0=S ñòàöèîíàðåí è äàåòvmaro � 0 (ðåàëüíîå ïîëå ñêîðîñòåé ìåæäó âèõðÿ�ìè, êîíå÷íî, îòëè÷íî îò 0, íî â ìåñòå èõ ðàñïîëî�æåíèÿ âñëåäñòâèå ñèììåòðèè âêëàäû ñîñåäåé ñêîì�ïåíñèðîâàíû) � âñå îïðåäåëÿåòñÿ åãî íåîäíîðîäíî�ñòÿìè, ðàâíûìè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñîãëàñíîóðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòèÆ� = �div (�0�) = ��0d̂� (12)(ñð. (11)), ò. å. ëèøü îáëàñòè ñ íåíóëåâûì âñåñòî�ðîííèì ñæàòèåì ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè ìàêðîñêî�ïè÷åñêèõ òå÷åíèé. Ïðè ýòîì âñëåäñòâèå íåñæèìàå�ìîñòè (âðàùàòåëüíîñòè) ïðîäóöèðóåìîãî èìè äâè�æåíèÿ îíî ïðèâîäèò ëèøü ê ìåäëåííîìó ðàâíîìåð�íîìó (/ t) íàðàñòàíèþ ñäâèãîâûõ äå�îðìàöèé, íåâëèÿþùèõ íà ïåðâè÷íûå èñòî÷íèêè.Òàêèì îáðàçîì, ìàêðîñêîïè÷åñêè â êîíòèíóàëü�íîì ïðåäåëå ó âèõðåâûõ ðåøåòîê îêàçûâàåòñÿ ðà-çîðâàííîé ñâÿçü ìåæäó èõ ñæàòèåì è êðó÷åíèåì,è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýâîëþöèÿ äëèííîâîëíîâûõ âîç�ìóùåíèé íîñèò õàðàêòåð íå áåãóùèõ âîëí, à íåîä�íîðîäíûõ òå÷åíèé (÷òî óêàçûâàåò íà õîðîøóþ àäå�êâàòíîñòü èñïîëüçóåìîãî òåðìèíà âòîðè÷íàÿ ãèäðî�äèíàìèêà).149



Â. Â. Ñìèðíîâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 20015. ÂËÈßÍÈÅ ÌÀËÎÉ ÑÆÈÌÀÅÌÎÑÒÈÅñòåñòâåííî, ó÷åò èñõîäíîé äèñêðåòíîñòè ñòðóê�òóðû êðèñòàëëîâ â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè ìåíÿ�åò ñóùåñòâî äåëà. Äåéñòâèòåëüíî, õîòÿ íåñæèìàå�ìîñòü ïîëÿ èñòèííîé ìèêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòèåñòü îáÿçàòåëüíûé àòðèáóò ëþáîé ñèñòåìû òî÷å÷�íûõ âèõðåé, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå çàïðåùàåò âçà�èìíîãî ñáëèæåíèÿ òî÷å÷íûõ ñîñåäåé è, êàê ñëåä�ñòâèå, âîçìîæíîãî óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ ìà�êðîñêîïè÷åñêîé ïëîòíîñòè çàâèõðåííîñòè �, ò. å. ý���åêòèâíîé ñæèìàåìîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî æå òå�÷åíèÿ. Ýòîò ý��åêò âîññòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäód̂� è r̂�, òàê ÷òî ìàëàÿ (ïî ïàðàìåòðó (a=�)2) ñæè�ìàåìîñòü ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â (11) äîïîëíèòåëü�íûõ ÷ëåíîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ âîëíîâîé õàðàêòåð �î�íîííîé ýâîëþöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî âñëåäñòâèå îïðå�äåëÿþùåé ðîëè äèñêðåòíîñòè ýòè ÷ëåíû îïÿòü-òàêèîáëàäàþò âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê ìèêðîñêî�ïè÷åñêîé ñèììåòðèè ðåøåòêè, ñóùåñòâåííî ìîäè�è�öèðóÿ óíèâåðñàëüíîñòü (11).Ìàòåìàòè÷åñêè ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ ïîïðàâîê äîâîëüíî ïðîñò: äîñòàòî÷íî ñðàâíèòüèíòåãðàë 1S Z Z f(x; y) dx dyñ èíòåðïîëèðóþùèì åãî ðÿäîìXi;j f(rij)(âåêòîð-�óíêöèÿ f çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè�åì (3), i è j íóìåðóþò óæå íå îòäåëüíûå âèõðè,à äâóìåðíûé ìàññèâ óçëîâ, ïðè ýòîì óäîáíî ïîëà�ãàòü, ÷òî âèõðü, ÷üå äâèæåíèå èññëåäóåòñÿ, ïðèíàä�ëåæèò óçëó (0; 0)). Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì äå�ëî ñ íîðìèðîâàííûì íà S àëãåáðàè÷åñêèì îáúåìîìáåñêîíå÷íîé (ïî x; y) �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ïî z ïî�âåðõíîñòÿìè z = 0 è z = fx(x; y) èëè z = fy(x; y), àâî âòîðîì � ñ àíàëîãè÷íûì îáúåìîì áåñêîíå÷íîãîíàáîðà ïðÿìûõ òðåõ-, ÷åòûðåõ- èëè øåñòèóãîëüíûõïðèçì, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ (ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè âóêàçàííîì âûøå ñìûñëå) îêðóæàþò óçëû ðåøåòêè,à âûñîòû ðàâíû çíà÷åíèÿì êîìïîíåíò f â öåíòðåîñíîâàíèÿ.�àçíèöà ýòèõ âåëè÷èí, î÷åâèäíî, ðàâíà1S Xi;j ZZ [f(rij)� f(r)℄ dx dy; (13)ãäå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî êàæäîé ýëåìåíòàðíîéÿ÷åéêå. Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïëàâíîãî (â ñðàâíåíèèñ a) ðàñïðåäåëåíèÿ f (êîòîðîå, íàïîìèíàåì, ÿâëÿåò�ñÿ êîìáèíàöèåé äåéñòâèòåëüíî ïëàâíîé � ìàñøòàáà

� � �óíêöèè � è  ) äîïóñòèìî ñíîâà âîñïîëüçîâàòü�ñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà è îöåíèòü ÷ëåíû ðÿ�äà (13) êàê��f jij2S ZZ (x� xij)2 dx dy = �C�f jij(ãäå C = a2=24 � äëÿ ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëüíèêà,a2=(3 � 23) � äëÿ êâàäðàòà è 5a2=(32 � 25) � äëÿ øå�ñòèóãîëüíèêà, äðóãèå ïåðâûå ÷ëåíû òåéëîðîâñêîãîðàçëîæåíèÿ íå äàþò âêëàäà èç-çà ñèììåòðèè ýëåìåí�òàðíûõ ÿ÷ååê). Ñëåäîâàòåëüíî,Xi;j f � 1S ZZ f dx dy � CXi;j �f : (14)Â ïðàâîé ÷àñòè òåïåðü ñíîâà äîïóñòèìî â êîíòèíó�àëüíîì ïðåäåëå ïåðåéòè îò ñóììû ê äâîéíîìó èíòå�ãðàëó (âíîñèìàÿ îøèáêà èìååò ñëåäóþùèé ïîðÿäîêìàëîñòè). Îäíàêî âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ ïîä ýòèì èí�òåãðàëîì ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïîïðàâêà äëÿ ëîêàëè�çîâàííûõ âîçìóùåíèé (jf j ! 0 ïðè jrj ! 1)) òîæäå�ñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íóëü, ðàâíî êàê è âñå îñòàëü�íûå ïîïðàâêè âûñøèõ ñòåïåíåé ïî ïàðàìåòðó a=�(èëè a=b).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå ïëàâíîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ f (êîòîðûé òðåáóåò ïëàâíîñòè ïîòîêîâîé �óíê�öèè, �èçè÷åñêèå ïðèìåðû ÷åãî, êàê óêàçûâàëîñü âðàçä. 2, íàì íåèçâåñòíû) ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ñæèìà�åìîñòü ðåøåòêè ìàëà íå ñòåïåííûì, à ýêñïîíåíöè�àëüíûì îáðàçîì. Óâèäåòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæ�íî ïðè èñïîëüçîâàíèè è äðóãîãî ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ.Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäíî äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèåçàâèõðåííîñòè �0 = q0Xi;j Æ(r� rij)ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóìåðíîãî ðÿäà Ôóðüå�0 = q0S Xi;j os(kijr+ 'ij)ñ äèñêðåòíûì íàáîðîì kij (çàâèñÿùèì, åñòåñòâåííî,îò òèïà ðåøåòêè) ñ äëèíàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìèn=a (n = 0; 1; 2; : : : ). Êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë â ýòîìïðåäñòàâëåíèè äîñòèãàåòñÿ îòáðàñûâàíèåì ñòàðøèõ÷ëåíîâ ðÿäà (÷òî ñîîòâåòñòâóåò õóæå ñõîäÿùåìóñÿðàçëîæåíèþ ïî ïàðàìåòðó a=n�, à íå (a=�)n, êàê ðà�íåå). ×ëåí ñ n = 0 äàåò, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðè èñ�ïîëüçîâàíèè (12) óðàâíåíèå (11), à ñëåäóþùèå ïðèñâîðà÷èâàíèè ñ ïëàâíîé  � ýêñïîíåíöèàëüíî ìà�ëóþ ñæèìàåìîñòü.150



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 ¾Ôîíîíû¿ â äâóìåðíûõ âèõðåâûõ ðåøåòêàõÎäíàêî âñå èçâåñòíûå íàì �èçè÷åñêèå ïðèìåðûõàðàêòåðèçóþòñÿ íåðåãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì  â òî÷�êå r = 0. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñ�ïå÷èâàåò ñòåïåííóþ ìàëîñòü ñæèìàåìîñòè äèñêðåò�íîé ðåøåòêè â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, à ñ äðó�ãîé � çàïðåùàåò çàìåíó ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè (14)íà èíòåãðàë. Áîëåå òîãî, â áëèæàéøèõ ê íóëþ ÿ÷åé�êàõ (à èìåííî îíè è äàþò îñíîâíîé ý��åêò) âêëàäîòáðîøåííûõ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà äëÿ f íåìàë, è ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä òðåáóåò ïðÿ�ìîãî ñóììèðîâàíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, íàì íå óäàëîñüíàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó, îáåñïå÷èâàþùóþêîìïàêòíûé îòâåò â òàêîì âàðèàíòå (äëÿ âñåõ âîç�ìîæíûõ âåñüìà ðàçëè÷íûõ  ).Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿëèøü îöåíêîé (� 1) ïîïðàâêè, äàþùåé ïðàâèëüíîå�óíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ �îíîííîãî óðàâíå�íèÿ, íî íå ïîçâîëÿþùåé òî÷íî âû÷èñëèòü â íåì êî�ý��èöèåíòû, ò. å. îòâåò çäåñü ïîëó÷àåòñÿ ñ òî÷íî�ñòüþ äî çíàêà (÷òî âàæíî äëÿ ïðîáëåìû óñòîé÷èâî�ñòè) è ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû.Íàèáîëåå ïðîñòî âûãëÿäèò ñëåäóþùàÿ ïðîöåäó�ðà. Â íóëåâîé ÿ÷åéêå, â öåíòðå êîòîðîé è íàõîäèòñÿîñîáàÿ òî÷êà  , íèêàêîå òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèåíåâîçìîæíî, è çäåñü íåîáõîäèìî ÷åñòíîå âû÷èñëå�íèå èíòåãðàëà� ZZ "Æ�  0r + rr (Æ� � r)� 0r �0# dx dy (15)(âûñîòà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèçìû åñòü òîæäåñòâåí�íûé íóëü). Åñòåñòâåííî, îçíà÷åííûé èíòåãðàë ñóùå�ñòâóåò äëÿ ñòåïåííûõ  ëèøü ïðè � < 2 (ãåêñàãî�íàëüíàÿ ðåøåòêà òðåáóåò çäåñü áîëüøåé âíèìàòåëü�íîñòè), íî íàðóøåíèå ýòîãî óñëîâèÿ àâòîìàòè÷åñêèïåðåâîäèò �èçè÷åñêóþ ñèñòåìó â ñëó÷àé, ðàçîáðàí�íûé â ðàçä. 3.Äàëåå, ñðàâíèìûé ñ äàííûì âêëàä â äèñêðåò�íóþ ïîïðàâêó äàþò, î÷åâèäíî, ëèøü áëèçêèå ÿ÷åé�êè (÷òî âèäíî è èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ïðèìå�íåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ê ìåäëåííîóáûâàþùåé ïîíàøåé òåðìèíîëîãèè ñòåïåííîé �óíêöèè ïåðåâîäèòåå â ðàçðÿä áûñòðîóáûâàþùèõ), äëÿ êîòîðûõ â êà÷å�ñòâå îöåíêè âñå æå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìó�ëàìè òèïà (14). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðè ïðîâåäå�íèè âû÷èñëåíèé, âî-ïåðâûõ, ðàñêëàäûâàòü Æ� â ðÿäÒåéëîðà, îãðàíè÷èâàÿñü ëèøü êâàäðàòè÷íûìè (äëÿãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè, ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè êî�òîðîé íå îáëàäàþò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé, � ëè�íåéíûìè) ÷ëåíàìè (åñòåñòâåííî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâîèñïîëüçóåòñÿ è ïðè âçÿòèè (15)), è, âî-âòîðûõ, â ïî�ïðàâêå â (14) ñíîâà ñóììèðîâàòü âêëàäû òîëüêî áëè�

æàéøèõ ñîñåäåé2). Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ïîïðàâêè èê óæå ïðèñóòñòâóþùåìó â (11) êðóòÿùåìó ÷ëåíó,êîòîðûå â ñðàâíåíèè ñ íèì äîëæíû áûòü îïóùåíû.Åñòåñòâåííî, â ñèëó óêàçàííûõ âûøå ïðè÷èí îñòàâ�ëÿåìûå ÷ëåíû, îòâåòñòâåííûå çà êîíå÷íóþ ñæèìàå�ìîñòü ðåøåòêè, îáëàäàþò òåìè æå ñèììåòðèéíûìèñâîéñòâàìè, ÷òî è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (5), (7)è (9), ò. å. âòîðè÷íàÿ ãèäðîäèíàìèêà âèõðåâûõ ðåøå�òîê äàæå â íåëîêàëüíîì ïðåäåëå îáëàäàåò âûñîêîé÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê èõ ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå (ñì.òàêæå [9℄).Â ðåçóëüòàòå äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé è êâàäðàòíîéðåøåòîê ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå çäåñü ïî ïðè�÷èíå ãðîìîçäêîñòè �îðìóëû (ïîñêîëüêó äîïîëíè�òåëüíûå ÷ëåíû ó íèõ ñòðóêòóðíî îòëè÷íû îò èçî�òðîïíîãî / d̂�). Êâàäðàòíàÿ ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿíåóñòîé÷èâîé ñ �îíîííûì ñïåêòðîì (ñð. (8))!2 =  k(C1k2xk2y � C2k4); (16)ãäå C1 è C2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû� q20 j (a)j=a2 (÷òî, âïðî÷åì, ïî êðàéíåé ìåðåäëÿ  = � ln r, ò. å.  k = 2�=k2, õîðîøî èçâåñò�íî, ñì. [8, 9℄). Òàêàÿ äèíàìèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿìàëîèíòåðåñíîé.À âîò äëÿ íàèáîëåå ñèììåòðè÷íîé òðåóãîëüíîéðåøåòêè ïîëó÷àåòñÿ âïîëíå èçîòðîïíîå âûðàæåíèå,êàê áû íå ñîäåðæàùåå ÿâíî èí�îðìàöèè î âíóòðåí�íåé ãåîìåòðèè êðèñòàëëà:���t == �q0S ez �r Z d̂�(r0) (jr�r0j)d2r0+Kq0rr̂�; (17)ãäå K � j (a)j, ò. å. åå �îíîííûé ñïåêòð!2 = q20S K kk4; (18)÷òî äàåò ! / k äëÿ ñòåïåííîé ïîòîêîâîé �óíêöèèñ � = 0 ( k = 2�=k2) è ! / k3=2 äëÿ � = 1( k = 2�=k). Åñòåñòâåííî, â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷åí�íûé îòâåò ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì ðàíåå ñïåêòðîì¾âîëí Òêà÷åíêî¿. Ïðè ýòîì, êàê óæå ãîâîðèëîñü âû�øå, â îòëè÷èå îò íàøåé ðàáîòû â [9, 10℄ êîý��èöè�åíò áûë âû÷èñëåí òî÷íî: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íàøèõ2) Ìû èñïîëüçîâàëè è äðóãèå îöåíî÷íûå ìåòîäû, íàïðèìåð,çàìåíó P�f íà èíòåãðàë ïî ïëîñêîñòè ñ ¾âûêîëîòîé¿ íóëå�âîé ÿ÷åéêîé (åå âêëàä ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿëñÿ (15)), êîòî�ðûé ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà ïåðåõîäèë â ëèíåé�íûé èíòåãðàë ïî ãðàíèöàì ýòîé ÿ÷åéêè. Íèêàêèõ êà÷åñòâåí�íûõ ðàçëè÷èé â îòâåòàõ íå íàáëþäàëîñü.151



Â. Â. Ñìèðíîâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001òåðìèíàõ çäåñü K = 1=8 (íî äëÿ êàæäîãî äðóãîãî� 6= 0 îòâåò ñâîé)3).Îäíàêî, �îíîííûå óðàâíåíèÿ, âûâåäåííûå íà�ìè è âûïèñàííûå â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, ñóùåñòâåí�íî ðàçëè÷àþòñÿ. Èñõîäÿ èç î÷åâèäíîãî ñîâïàäåíèÿñïåêòðà (18) äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñòàíäàðò�íûì çâóêîâûì !2 = k22S , â [9, 10℄ ïðåäëàãàëîñü (èäî ñèõ ïîð ïðåäëàãàåòñÿ â îáçîðàõ) èñïîëüçîâàòüäëÿ îïèñàíèÿ äëèííîâîëíîâîé äèíàìèêè òðåóãîëü�íîé ðåøåòêè âèõðåé â ñâåðòåêó÷åì ãåëèè îáû÷íîåâîëíîâîå óðàâíåíèå�2��t2 + 2S�� = 0: (19)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óæå èç ñàìîé ïîñòàíîâêèâèõðåâîé çàäà÷è (ñì. (1)) ý��åêòèâíîå óðàâíåíèåäîëæíî èìåòü ïåðâûé, à íå âòîðîé ïîðÿäîê ïî �=�t.Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî (ñì. (11)), ÷òî äëÿ  èç äàííî�ãî êëàññà îíî îáÿçàíî áûòü íåëîêàëüíûì. Ëþáîïûò�íî, îäíàêî, ÷òî äëÿ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò d̂�; r̂�è  = � ln r îíî ñòàíîâèòñÿ ëîêàëüíûì, ïîñêîëü�êó � R d̂� d2r0 = �2�d̂� ! Èíûìè ñëîâàìè, óðàâíå�íèå (19) âïîëíå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî, íî èìåí�íî äëÿ d̂� è r̂�, à íå ñàìîé �. Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òîâ ñèëó ëèíåéíîñòè ý��åêòèâíûõ óðàâíåíèé ìîæ�íî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òðàíñ�îðìèðîâàòü èõ ññîõðàíåíèåì ñïåêòðà, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå�íèÿ äëÿ ðàáîòû íå ìåíåå âàæíû ñïåöè�è÷íûå íà�÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è, ðàçëè÷íûåäëÿ (17) è (19). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå íóæíî áûëîáû ïîäðîáíî èññëåäîâàòü ïîëÿðèçàöèè íîðìàëüíûõêîëåáàíèé ðåøåòêè, ÷òî áûëî ñäåëàíî â [9℄, ïîñêîëü�êó â (19) â îòëè÷èå îò (17) îòñóòñòâóåò âñÿêàÿ ñâÿçüìåæäó �x è �y.�åçþìèðóÿ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñîõðàíåíèèêà÷åñòâåííûõ ðàçëè÷èé ïîâåäåíèÿ âèõðåâûõ ðåøå�òîê è â íåëîêàëüíîì ïðåäåëå (äà åùå è ñ íîâîé ñïåöè��èêîé). Çäåñü èõ àêóñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ñóùåñòâåí�íî çàâèñèò è îò âèäà ïîòîêîâîé �óíêöèè, è îò âíóò-ðåííåé ãåîìåòðèè êðèñòàëëà.3) Â âû÷èñëåíèÿõ Òêà÷åíêî íàðÿäó ñ íåïðèìåíèìûì äëÿïðîèçâîëüíûõ  ÒÔÊÏ-ìåòîäîì ñîäåðæàëîñü åùå îäíî (íàíàø âçãëÿä, íåñóùåñòâåííîå) îòëè÷èå îò íàøåãî ïîäõîäà. Îíðàññìàòðèâàë âîëíû íà �îíå âðàùàþùåéñÿ êàê öåëîå ðåøåò�êè. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñïåöè�èêîé êðàéíå ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ�óíêöèè � ln r, íàëè÷èå ñêîëü óãîäíî äàëåêèõ ãðàíèö ó ðå�øåòêè ïðèâîäèò åå â ¾òâåðäîòåëüíîå¿ âðàùåíèå ñ óãëîâîéñêîðîñòüþ 
 = �q0=S. Äðóãèå  , ðàâíî êàê è � ln r, îáðåçà�åìûé �óíêöèåé Ìàêäîíàëüäà, òàêîé ñïåöè�èêîé íå îáëàäà�þò. Â ëþáîì ñëó÷àå äëÿ áåñêîíå÷íûõ ðåøåòîê ñòàöèîíàðíîåðåãóëÿðíîå ñîñòîÿíèå (ò. å. Æ� � 0) åñòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà�÷è.

6. ËÎÊÀËÜÍÎÅ ÌÀÊ�ÎÑÊÎÏÈ×ÅÑÊÎÅÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ. Ó×ÅÒÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÈÑîâñåì ïðîñòî è óíèâåðñàëüíî âûãëÿäèò �îíîí�íîå óðàâíåíèå äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè âèõðåé ñìåäëåííî óáûâàþùåé ñòåïåííîé �óíêöèåé  , îáðå�çàåìîé íà ðàññòîÿíèÿõ b (ñêàæåì,  = K0(r=b)), ïî�ïàäàþùèõ â èíòåðâàë a � b � �. Îíî ñðàçó ìîæåòáûòü íàïèñàíî íà îñíîâå (17):���t = �R ez �rd̂� +Drr̂�: (20)Çäåñü R è D � äåéñòâèòåëüíûå êîý��èöèåíòû îä�íîãî çíàêà, îïðåäåëÿþùèå äèíàìèêó ñîîòâåòñòâåí�íî êðó÷åíèÿ è ñæàòèÿ, ïðè÷åì R = (q0=S) R  d2r èD=R � (a=b)2 � 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â äàííîìñëó÷àå ñíîâà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñâîéñòâî ïðàêòè÷å�ñêîé íåçàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ îò äåòàëåé  (r).Äëÿ âûÿâëåíèÿ êà÷åñòâåííûõ îòëè÷èé âòîðè÷�íîé ãèäðîäèíàìèêè � ìåõàíèêè âèõðåâûõ ðåøå�òîê � îò ïðîñòîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõâîëí â îáû÷íûõ êðèñòàëëàõ èçó÷èì áîëåå ïîäðîá�íî ñâîéñòâà èìåííî ýòîãî, íàèáîëåå ñèììåòðè÷íî�ãî è êîìïàêòíîãî èç ïðåäñòàâëåííûõ ý��åêòèâíûõóðàâíåíèé (íåêîòîðûå èç íèõ, âïðî÷åì, ñîâïàäàþòñî ñâîéñòâàìè (17)).Èç-çà íàëè÷èÿ â íåì óêàçàííîé âûøå ìàëî�ñòè â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî âðåìåíè ýâî�ëþöèÿ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé ðåãóëÿðíîñòè íîñèòìåäëåííûé ñòåïåííîé õàðàêòåð ñ ëèíåéíûì ïî âðå�ìåíè íàðàñòàíèåì äå�îðìàöèè êðó÷åíèÿ ðåøåòêè.Îäíàêî äàëåå ýòîò ðîñò ïðåêðàùàåòñÿ è óñòàíàâ�ëèâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííîå âîëíîâîå äâèæåíèå ñ! = �pRDk2, â êîòîðîì õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿñäâèãîâûõ äå�îðìàöèé r̂� â pR=D ðàç ïðåâûøàþòñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû äëÿ ¾âñåñòîðîííåãî ñæà�òèÿ¿, d̂�.Â ðàìêàõ ðàçâèâàåìîãî êîíòèíóàëüíîãî ïîäõîäàïðè j�j � a (òî÷íåå, ïî-ïðåæíåìó ïðè jÆ�j � a, ò. å.ïðè ìàëîé ðàçíîñòè ìåæäó ñìåùåíèÿìè âèõðåé, íà�õîäÿùèõñÿ â äàííîì ñëó÷àå íà ñóùåñòâåííî íå ïðå�âûøàþùèõ b ðàññòîÿíèÿõ è åäèíñòâåííî äàþùèõâêëàä â (20)) íåòðóäíî ó÷åñòü è íåëèíåéíûå ý��åê�òû, äîñòàòî÷íî ëèøü äîáàâèòü â ðàçëîæåíèå (2) åùåè ñëåäóþùèé (êâàäðàòè÷íûé ïî ñìåùåíèþ) ÷ëåí èïîâòîðèòü ïðîöåäóðó çàìåíû ñóììû èíòåãðàëîì, ðà�íåå ïðèâîäèâøóþ ê (11) (èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Æ�â ðÿä Òåéëîðà). Â ðåçóëüòàòå â ïðàâîé ÷àñòè (20)ïîÿâèòñÿ íîâûé ÷ëåíR2 ez �r �(d̂�)2 + ����x ���x� � (21)152



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 ¾Ôîíîíû¿ â äâóìåðíûõ âèõðåâûõ ðåøåòêàõ(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ãðå÷åñêèì èíäåêñàì, ïðîáåãàþ�ùèì çíà÷åíèÿ 1; 2, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå).Âñëåäñòâèå ìàëîñòè êîý��èöèåíòà D íà ïðàê�òèêå âïîëíå ìîæåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ñëó÷àé, êîãäàðîëü ñæèìàåìîñòè â äèíàìèêå ðåøåòêè îêàçûâàåòñÿìíîãî ìåíüøå ðîëè íåëèíåéíîñòè (ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèÿ b � pa�). Íàèáîëåå èíòåðåñíûì çäåñü ÿâ�ëÿåòñÿ âîïðîñ, îñòàíàâëèâàåò ëè ïðè ýòîì íåëèíåé�íîñòü íàðàñòàíèå r̂�, ïðîäóöèðóåìîå ïåðâûì (ëèíåé�íûì) ÷ëåíîì â (20)? Îòâåò íà íåãî â îáùåì ñëó÷àåîòðèöàòåëåí, áîëåå òîãî, (21) ñïîñîáåí äàæå óñêî�ðÿòü ýòîò ïðîöåññ, âïîëíå ñàìîñòîÿòåëüíî äîâîäÿåãî äî âçðûâíîãî ðåæèìà.Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ÷èñòî ñäâèãîâûõ äå�îðìà�öèé � = ez � r� (ò. å. ñ d̂� � 0) ñîîòíîøåíèÿ (11)è (21) äàþò ïîñëå îäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîr (ñíÿòèÿ ez �r) óðàâíåíèå���t = R "�2��x2 �2��y2 �� �2��x�y�2# ; (22)îïèñûâàþùåå ñëåäóþùèé ý��åêò îáðàùåíèÿ àìïëè�òóäû âîçìóùåíèé â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðå�ìÿ (ïðè t! t0) âáëèçè ñåäëîâîé òî÷êè (ðàñïîëîæåí�íîé â (0; 0)) ïîëÿ �:� = � x2y212R(t0 � t) :�àçóìååòñÿ, âáëèçè t = t0 ñäåëàííîå ïðè âûâîäåäîïóùåíèå (j�j � a) ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ, òàê÷òî ðå÷ü èäåò îá îñîáåííîñòÿõ ý��åêòèâíîãî óðàâ�íåíèÿ, à íå �èçè÷åñêîé ñèñòåìû, îäíàêî, âî-ïåðâûõ,çàïàñ ïðèìåíèìîñòè �îðìóë ìîæåò áûòü äîñòàòî÷�íî áîëüøèì, à âî-âòîðûõ, è ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèåñâîéñòâà âòîðè÷íîé ãèäðîäèíàìèêè òàêæå ïðåäñòàâ�ëÿþòñÿ íàì èíòåðåñíûìè.Âûâåäåííîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò òàêæå âû÷èñ�ëèòü, íàïðèìåð, òàêóþ âàæíóþ äëÿ ýâîëþöèè âîç�ìóùåíèé âåëè÷èíó êàê íåëèíåéíóþ äèñïåðñèþ ðàñ�ñìàòðèâàåìûõ �îíîíîâ. Îäíîìåðíàÿ áåãóùàÿ âîëíà�(x� ut) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé�u dd̂�dx = D d2r̂�dx2 ;u dr̂�dx = R d2[d̂� � (d̂�)2℄dx2 ;êîòîðàÿ ïîñëå ñíÿòèÿ äâóõ ïðîèçâîäíûõ äàåò[d̂� � (d̂�)2℄00 + u2RDd̂� = 0: (23)

Ïðîâîäÿ ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ ïî ñòå�ïåíÿì ìàëîé àìïëèòóäû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîêê ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå (ñì., íàïðèìåð, [13℄):d̂� = d os(kx� !t); ! = ku = k2pRD (d� 1);íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïåðâàÿ íåèñ÷åçàþùàÿ äîáàâ�êà ê ÷àñòîòå ñîñòàâëÿåò Æ!=! = �d2=3.Äàëåå ìîæíî, îòêàçàâøèñü îò ïðåäïîëîæåíèÿ îïðåíåáðåæèìîé ìàëîñòè íåëèíåéíîñòè, ñòðîèòü ðå�øåíèå â âèäå êíîèäàëüíîé âîëíû. Áîëåå òîãî, (23)ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:(d̂�)02 = u2RD (4=3)(d̂�)3 � (d̂�)2 + onst(2d̂� � 1)2 :Ïîñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå r̂� è ñàìîãî � äîñòèãàåòñÿïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé.Ëþáîïûòíî, ÷òî ñòðóêòóðíî ïîõîæåå íà (23)óðàâíåíèå (ïðàâäà, ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ)âûâåäåíî â [14℄ äëÿ (ïîòåíöèàëüíîãî!) ýëåêòðè�÷åñêîãî ïîëÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ (âáëèçè !pi) èîí�íî-çâóêîâûõ âîëí â ïëàçìå (îáëàäàþùèõ ñîâñåì äðó�ãîé äèñïåðñèåé: �àêòè÷åñêè âðåìåííîé, èëè ÷àñòîò�íûé, è äèñïåðñèîííûé ÷ëåíû ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè, èòîëüêî âåñüìà íåîáû÷íàÿ íåëèíåéíîñòü (21) âîññòà�íàâëèâàåò ñòàòóñ-êâî, åñòåñòâåííî, òîëüêî â ñìûñëåìàòåìàòèêè).Èç ïðèâåäåííûõ ïðîñòûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òîïðåäëàãàåìîå ý��åêòèâíîå óðàâíåíèå õîòÿ è íåñòàí�äàðòíî, íî âïîëíå ïðèãîäíî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ èñ�ñëåäîâàíèé è äîñòàòî÷íî èí�îðìàòèâíî.7. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ �ÅØÅÒÊÈ ÑÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÌÈ ÒÅ×ÅÍÈßÌÈÏðîäîëæèì èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé âòîðè÷íîéãèäðîäèíàìèêè, ðàññìîòðåâ âîïðîñ î âçàèìîäåé�ñòâèè àíñàìáëåé òî÷å÷íûõ âèõðåé ñ ðàñïðåäåëåííû�ìè ìàêðîñêîïè÷åñêèìè âèõðÿìè. Ïîñëåäíèå ïðîäó�öèðóþò íåîäíîðîäíûå áåçäèâåðãåíòíûå òå÷åíèÿ òå�êó÷åé ñðåäû, î÷åâèäíî, óâëåêàþùèå èõ òî÷å÷íûåàíàëîãè è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçìóùàþùèå èñõîäíóþðåãóëÿðíîñòü ðåøåòîê. Ýòè òå÷åíèÿ ñëåäóåò àääè�òèâíûì îáðàçîì äîáàâèòü â ïðàâóþ ÷àñòü (20) (âðå�ìåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñìåùåíèÿ êàæäîãî âèõðÿðàâíà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ â ìåñòå åãî ðàñïîëîæåíèÿâíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîìv). Ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü îáðàòíûì âëèÿíèåì äè�íàìèêè ðåøåòêè íà ðàñïðåäåëåííûé âèõðü, ñ÷èòàÿåãî ïëîòíîñòü çàâèõðåííîñòè �, à çíà÷èò, è ñîçäàâà�åìîå èì òå÷åíèå (v = ez �r R � d2r0 / ez �r� �èíòåðåñíî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ëþáûå äîñòàòî÷íî153



Â. Â. Ñìèðíîâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001ïëàâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ � âïîëíå ñòàöèîíàðíû, ñð.ñ ýâîëþöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýëåêòðîííîé ïëàç�ìå [7℄), çàäàííûìè �óíêöèÿìè r. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå,íàñ èíòåðåñóþò õàðàêòåðíûå ÷åðòû äèíàìèêè èìåí�íî âèõðåâûõ êðèñòàëëîâ, è èõ �îíîííûé îòêëèê íàíåîäíîðîäíûå òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå îòâå�÷àþùèì ïîñòàâëåííîé çàäà÷å. Â ìíîãîêîìïîíåíò�íîé ïëàçìå òàêîé ðåæèì ñ çàäàííûìè êàê áû âíåø�íèìè íåñæèìàåìûìè ïîòîêàìè ìîæåò áûòü ðåàëè�çîâàí è â ÷èñòîì âèäå � çà ñ÷åò ïðîíèçûâàþùèõ ååïó÷êîâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (ñì. [7℄).Âûáåðåì ïðîñòåéøóþ ãåîìåòðèþ òàêîãî òå÷åíèÿ:v = v(y)ex = v0 os(ky)ex:Ëèíåéíîå (ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé ñëó÷àé ìîæíî ðàñ�ñìàòðèâàòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôó�ðüå) óðàâíåíèå (20) ñ óêàçàííîé ìîäè�èêàöèåé, ñíî�âà çàïèñàííîå â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ïåðåõî�äèò â ñèñòåìó �d̂��t = D�r̂�; (24)�r̂��t = �R�d̂� + kv0 sin(ky): (25)Ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (ò. å. åñëè ïðèt = 0 äå�îðìàöèÿ ðåøåòêè îòñóòñòâóåò) îíà èìååòñëåäóþùåå ïðîñòîå ðåøåíèå:d̂� = v0kR [os(!t)� 1℄ sin(ky);r̂� = v0kpRD sin(!t) sin(ky);îòêóäà� = v0! (sin(!t)ex+rDR [1� os(!t)℄ey) os(ky);ãäå, åñòåñòâåííî, ! = pRDk2. Ïîäîáíûé æå òèïðåøåíèÿ ñ ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ äå�îðìàöèé v(y)íàáëþäàåòñÿ è ïðè v(y) / exp(�ky). Äëÿ ïðîèçâîëü�íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé îòâåòû íåìíîãèì ñëîæíåå.Òàêèì îáðàçîì, íåîäíîðîäíûå ñòàöèîíàðíûå òå�÷åíèÿ èñõîäíîé ñïëîøíîé ñðåäû äåéñòâèòåëüíî âîç�áóæäàþò âïîëíå ïåðèîäè÷åñêèå âî âðåìåíè êîëåáà�íèÿ âìîðîæåííûõ â íåå ðåøåòîê èç òî÷å÷íûõ âèõ-ðåé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ââå�äåííîå Â. Ê. Òêà÷åíêî (åñòåñòâåííî, äëÿ íåëîêàëü�íîãî ñëó÷àÿ) ïîíÿòèå óïðóãîñòè âèõðåâûõ êðèñòàë�ëîâ [10℄, õîòÿ è äîïóñòèìî, íî äîñòàòî÷íî ñèëüíî îò�ëè÷àåòñÿ îò ïðèâû÷íûõ àíàëîãîâ.

8. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÂÈÕ�ÅÂÛÕ ÖÅÏÎ×ÅÊÅùå îäíèì ïðèìåðîì îáùíîñòè ïîâåäåíèÿ âèõðå�âûõ àíñàìáëåé îäíîâðåìåííî ñ íàëè÷èåì ñïåöè�è�÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ èõ �èçè÷åñêîéïðèðîäîé (ïîòîêîâîé �óíêöèåé), ìîæåò áûòü ýâî�ëþöèÿ ëèíåéíûõ îäíîìåðíûõ öåïî÷åê � ðàñïîëî�æåííûõ, ñêàæåì, âäîëü ïðÿìîé y = 0 íà ðàññòîÿ�íèè a äðóã îò äðóãà áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ îäèíàêîâûõâèõðåé (êàê áû äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ òàíãåíöèàëü�íûõ ðàçðûâîâ â îáû÷íîé ãèäðîäèíàìèêå). Íåñæè�ìàåìîñòü ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òå÷åíèÿ çäåñü íå ïðè�âîäèò ê âûðîæäåíèþ äàæå â íåëîêàëüíîì ïðåäåëå(äâóìåðíûé âåêòîð �(x; t), ïðèâÿçàííûé ê îñè àáñ-öèññ îòíþäü íå îáÿçàí áûòü áåçäèâåðãåíòíûì), òàê÷òî ñëó÷àè ðàçëè÷íûõ  (r) âûãëÿäÿò áîëåå ïîõîæè�ìè, ÷åì ó äâóìåðíûõ àíñàìáëåé.Âàðèàíò ñ äîìèíèðîâàíèåì âëèÿíèÿ äâóõ áëè�æàéøèõ ñîñåäåé îïèñûâàåòñÿ òåïåðü ñèñòåìîé (óñëî�âèå �� a ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì)��x�t = q0a2A �2�y�x2 ; (26)��y�t = q0a2B �2�x�x2 (27)(çäåñü ó÷òåíî, ÷òî �2 =�y2jy=0 = (1=x)� =�xjy=0),à íåëîêàëüíûé ñëó÷àé (äëÿ ñòåïåííûõ  ãðàíèöåéìåæäó ðåæèìàìè ÿâëÿåòñÿ òåïåðü çíà÷åíèå � = 1)��x�t = �q0a Z �y(x � x0) 1x0 � (x0)�x0 ����y=0 dx0; (28)��y�t = �q0a Z �x(x� x0) �2 (x0)�x02 ����y=0 dx0 (29)(çäåñü â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ �îðìóë íå èñïîëü�çîâàíà çàìåíà x ! r â  jy=0, ïîñêîëüêó x ìîæåòïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ), ãäå èíòåãðà�ëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.Ïåðåõîä ê ëîêàëüíîìó ìàêðîñêîïè÷åñêîìó âàðè�àíòó îò (28), (29) òðèâèàëåí:��x�t = q0aC3�y; (30)��y�t = �q0aC4 �2�x�x2 : (31)ÇäåñüC3 = � Z 1x � �x ����y=0 dx; C4 = Z  jy=0 dx� äâå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ñ ñîîòíîøåíèåìC4 � C3b2 (âîçìîæíûå ðàñõîäèìîñòè â íóëå ñíè�ìàþòñÿ çà ñ÷åò ñòàíäàðòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èíòåð�ïðåòàöèé ¾ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ¿).154



ÆÝÒÔ, òîì 120, âûï. 1 (7), 2001 ¾Ôîíîíû¿ â äâóìåðíûõ âèõðåâûõ ðåøåòêàõÂî âñåõ ñëó÷àÿõ öåïî÷êè ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâû�ìè îáðàçîâàíèÿìè. Ïðè  = � ln r èíêðåìåíò, ñëå�äóþùèé èç (28), (29), åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ êëàñ�ñè÷åñêèì ãèäðîäèíàìè÷åñêèì âûðàæåíèåì (ñì., íà�ïðèìåð, [1℄, íà ñàìîì äåëå ÒÔÊÏ-ìåòîäû ïîçâîëÿ�þò çäåñü ïîëó÷àòü îòâåò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷å�íèé �). 9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.1. Äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ âèõðåé (îïðåäåëÿåìûõîñîáåííîñòÿìè ïîòîêîâûõ �óíêöèé) âûâåäåíû ëè�íåéíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ äëèííî�âîëíîâûõ âîçìóùåíèé â ðàçëè÷íûõ æå äâóìåðíûõðåøåòêàõ. Ñ èõ ïîìîùüþ ïðîàíàëèçèðîâàíû äèñïåð�ñèîííûå è ñèììåòðèéíûå ñâîéñòâà ýòèõ âîçìóùå�íèé, ñõîæèõ ñ àêóñòè÷åñêèìè âîëíàìè â îáû÷íûõêðèñòàëëàõ.2. Âûÿâëåíû ïðè÷èíû îïðåäåëÿþùåé ðîëè ìè�êðîñêîïè÷åñêîé äèñêðåòíîñòè âòîðè÷íûõ âèõðåâûõñðåä â �îðìèðîâàíèè àêóñòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ äàæåâ ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðåäåëå.3. Äëÿ íàèáîëåå óñòîé÷èâîé è ñèììåòðè÷íîé òðå�óãîëüíîé ðåøåòêè âèõðåé ñ ïîòîêîâûìè �óíêöèÿìèèç ëîêàëüíîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî êëàññà âûâåäåíîíåëèíåéíîå �îíîííîå óðàâíåíèå, îáëàäàþùåå î÷åíüñâîåîáðàçíîé èåðàðõèåé íåëèíåéíîñòè è äèñïåðñèè,à òàêæå èññëåäîâàíû åãî ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.4. Èçó÷åí îòêëèê âèõðåâûõ ðåøåòîê íà ïîïûòêóèõ äå�îðìàöèè íåîäíîðîäíûìè òå÷åíèÿìè ïåðâè÷�íîé ñðåäû, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ãåíåðàöèåé �îíîíîâäàæå â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ,ïîäîáíî çâó÷àíèþ ñêðèïè÷íîé ñòðóíû ïðè ðàâíî�ìåðíîì äâèæåíèè ñìû÷êà.Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé åùå ðàç ïîä÷åðê�íåì, ÷òî äîñòèãíóòàÿ íàìè ëèøü ïðèáëèæåííàÿîöåíêà îäíîãî èç êîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ (17)è (20) íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íè íà èõ âèäå, íè íàîáñóæäàåìûõ çäåñü èõ êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåí�íûõ ñâîéñòâàõ. Äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîé  ýòîò êîý���èöèåíò, êñòàòè, ìîæåò áûòü âåñüìà áûñòðî âû÷èñ�ëåí ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäå�ìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ðàçâèòàÿ èäåîëîãèÿ, äåêëà�ðèðóþùàÿ åäèíûé ïîäõîä ê âèõðåâûì çàäà÷àì,äåéñòâèòåëüíî ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü îáùèå çàêîíî�ìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ àíñàìáëåé òî÷å÷íûõ âèõðåéîäíîâðåìåííî ñ âûÿâëåíèåì âûñîêîé ÷óâñòâè�òåëüíîñòè êàðòèíû ïðîöåññîâ ê �èçè÷åñêèì èãåîìåòðè÷åñêèì îñîáåííîñòÿì êîíêðåòíûõ ñèñòåì.
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