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Исследована связь между диффузией и проводимостью при блуждании частицы по

средством прыжков Леви. Показано, что из-за необычного характера прыжков Леви по

движность частицы оказывается нелинейной функцией электрического поля в сколь угод

но слабых полях. Рассмотрен переход к обычной диффузии путем введе\lИЯ конечного 

смешения на каждом шаге. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1999 

КJiассическая диффузия, когда диффундирующая частица блуждает только по бли

жайшим соседям, достаточно хорошо изучена, и разработаны различные методы ее ис
следований. Менее известными й исследованными являются случайные блуждания, 

когда броуновские частицы диффундируют не только по блиЖайшим соседям. К TaKO~ 
му классу диффузионных задач относятся случайные блуждания посредством прыжков 

Леви. Особенностью прыжков Леви является возможность частицы на каждом шаге 

смещаться на сколь угодно большие расстояния, так что среднеквадратичное смеще

ние за единичный промежуток времени оказывается бесконечным [1]. Численное мо
делирование диффузии посредством прыжков Леви показало, что посещенные во время 

диффузии точки объединяются в кластеры, хорошо разделенные в пространстве. При 

более подробном рассмотрении оказывается, что каждый из кластеров, в свою очередь, 

состоит из совокупности кластеров. Таким образом, образуется иерархическая струк

тура из самоподобных кластеров [2]. Следовательно, диффузия Леви представляет слу
чайное блуждание по самоподобнь~м кластерам. Функция распределения вероятности 

в фурье-представлении имеет вид 

P(k, t) = ехр( -А/k/J.Lt), ( 1) 

где А и IL - положительные величины, 1 < J1 < 2. Такие распределения называются 
распределениями Леви. Более подробно о полетах Леви см. также в [3]. 

Исследование диффузии Леви представляет как самостоятельный интерес - мик

роскошlческая модель с необычной диффузией, - так и в связи с ВОЗМОЖjiЫМ прило

Жением к задачам прыжковой проводимости в неупорядоченных средах [4], когда ве
роятность совершить прыжок и его длина не ско~релйрованы между собой. 
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Целью настоящей работы является исследование связи между диффузией и про

водимостью при диффузии Леви. В случае оqычной диффузии и линейного отклика 

(закона Ома) она известна как соотношение Эйнштейна. Однако, каким оно будет в 

общем случае, заранее не очевидно. Ниже проведено обобщение на случай прыжков 

Леви и показано, что при диффузии Леви дрейфовая скорость частицы оказывается 
нелинейной функцией электрического поля: 

(2) 

Подчеркнем, что эта нелинейность имеет место в сколь угодно слабых полях и явля

ется следствием необычного характера диффузии. Степень нелинейности описывается 

критическим индексом JL прыжков Леви. Иными словами, закон Ома (линейный от
клик на поле) является следствием обычного характера диффузии, при ином характере 

диффузии - при прыжках Леви - закон Ома не выполняется. Наиболее наглядно это 

видно, когда наряду с прыжками Леви частица может также диффундировать обычным 

образом. Тогда в соответствии с двумя предельныМИ способами поведения для случай

ного блуждания скорость частицы также имеет два асимптотических режима: линейный 

и нелинеЙныЙ. Дана скэйлинговая интtiрпретация полученных результатов. Частично 

результаты данной статьи бьmи опубликованы в коротком сообщении [5]. 
Нелинейность функции (2) можно также пояснить следующим образом. Из уравне

ния (1) с учетом полевого тока в обычном виде легко получить уравнение для диффузии 
по самоподобным кластерам в электрическом поле в виде уравнения непрерывности: 

[8/8t + (AJkJIL + ikV)] N(k, t) = О. (3) 

Здесь N(k, t) - плотность диффундирующих частиц в фурье-представлении, ток имеет 

диффузионную и полевую составляющие, полевой ток J = NV имеет обычный вид. 
Далее воспользуемся известными рассуждениями Эйнштейна. В равновесии диф

фузионный ток Jd компенсируется полевым Jj , а функция распределения должна иметь 

больцманоJ3СКИЙ вид: 

Jd + Jj = О, 

N = exp(-U/kТ), 
(4) 

где И - потенциальная энергия. 

Воспользовавшись определением производной дробного порядка в виде ряда [6], 

(5) 

получим общее выражение для дрейфовой скорости: 

(6) 

для однородного электрического поля И = -qЕх получим результат (2). 
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2. ДИСКРЕТНОЕ РАСПРЕдFЛЕНИЕ ПРЫЦОВ ЛЕВИ 

Рассмотрим одномерный дискретный аналог прыжков Леви [1]. Обозначим веро
ятность частицы оказаться на 1-0М узле после n шагов через Pn(l), а распределение 
вероятности прыжков по длинам - через Л1): 

00 

(7) 
т=-оо 

В качестве функции f(l) выберем 

00 

f(l) = L а-n(8/,_ьn + 8/,ьn ), (8) 
n=О 

где 8n,т - символ Кронекера. Тогда структурная функция для такого случайного блуж-
дания есть 

I 

л(k) = / f"(l) exp(ikl)dl = f: а-n cos(kbn ). 

n=О 

(9) 

Заметим также, что структурная функция л(k) удовлетворяет функциональному урав

нению 

л(k) = ал(kЬ) + cosk. (10) 

Следовательно, при k -+ О она должна вести себя степенным образом с показателем 

J.L = lna/ lnb. Неаналитическое поведение вида Ikl JL при k -+ О с показателем J.L можно 
получить посредством преобразования Меллина или с помощью формулы суммирова

ния рядов Пуассона. Подробнее см. в [1]. 
Введем в рассмотрение случайного блуждания по самоподобным кластерам анизо

тропию. В силу специфики прыжков Леви частица за один шаг может смещаться на 

любое расстояние ьn , поэтому малая анизотропия 1 + о: с о: = qEs/kT при смещении 
на малое расстояние s оказывается экспоненциально большой на больших расстояни
ях ьn • Поскольку при каждом шаге диФФундирующая частица покидает узел, сумма 

вероятностей движения по полю, W+, И против поля, W_, должна равняться едини
це: W+ + W_ = 1. Orсюда получим выражения для вероятностей движения по полю и 
против поля: 

(11) 

Следовательно, структурная функция л(k; Е) при диффузии посредством прыжков Леви 

в электрическом поле имеет вид 

00 

2л(k; Е) = L а-n [cos(kbn ) + i sin(kbn)(W+ - W_)] . (12) 
n=О 

Как и при обычной диффузии, второе слагаемое при k -+ О содержит дрейфовую ско

рость: 

V = i дл(k; Е) I = f: (~.) n (1 + о:)ьn - (1 - о:)ьn ~ f: (~.) n th(o:bn). (13) 
Bt k ..... O n=о а (1 + о:)ьn + (1 - о:)ьn n-о а 
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Легко также видеть, что дрейфовая скорость удовлетворяет функциональному уравне

нию: 

ь 
V(a) = - V(ab) + ctha. 

а 
(14) 

Следовательно, в сколь угодно слабых полях скорость должна зависеть от электрическо

го поля степенным образом с показателем f.L-l. Для точного вычисления воспользуемся 
формулой Пуассона: 

00 '1 100 00 L лn) = 2 f(O) + f(t)dt + 2 L f(t) cos(2Jrmt). 
n=О о т=1 

в нашем случае 

Сделав замены t' = tlnb и z = expt', получим f(z) = z-p. th(az). Следовательно, 

V(o) ~ ~ + 0'-' [j:::~ 1 th(z)z-'-dz + i th(Z)Z-'.'dZ] , (15) 

где 1т = f.L + 2Jrmi/ 1n Ь. 
Нетрудно видеть, что второе слагаемое в скобках в (15) t;tало по сравнению с первым 

по параметру а. Таким образом, в сколь угодно слабых электрических полях получаем 

для скорости нелинейную по электрическому полю зависимость (2). Orметим также, 
что как неаналитическое поведение структурной функции при k --+ О, так инелинейная 

зависимость скорости от электрического поля в сколь угодно слабых полях являются 

асимптотическими. 

З. КОНТИНУАЛЬНЫЙ ПРЕДЕЛ ПРЫЖКОВ ЛЕВИ 

Рассмотрим непрерывное распределение по длинам прыжков и найдем скорость 

частицы в элеКТI>Ическом поле В этом случае. При прыжках Леви в континуальном 

пределе функция распределения по длинам имеет степенной вид 

f(L) сх: 1/ Lp.+l (16) 

и вероятность частицы оказаться в точке х после n шагов определяется интегральным 
уравнением 

(17) 

-00 
После несложных преобразований его можно представить в виде 

00 -1 ау Рn+1 (х) - [Рn(х + у) + Рn(х - у)] 1. 1 +1 • 
Х - у р. 

о '. 
(18) 
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Введем в рассмотрение анизотропию при блуждании со степенным распределением 
по длинам прыжков по аналогии с дискретным случаем (11) с заменой дЛИНЫ Ь" на 
'Х - yl. Используя (11) в континуальном пределе и (18), нетрудно получить уравнение 
для плотности частиц в электрическом поле: 

Рn+ 1 (х) = /00 [(1 + a)t Р,,(х+ у) + (1 - a)t Р,,(х - У)] dy. 

[(1 + a)t + (l - a)t] 'Х - ylJl+l 
О 

(19) 

Разложив функции Рn(х ± у) в ряд Тейлора и выделив четные и нечетные степени t, 
получим 

(20) 

Первое слагаемое в правой части уравнения (20) соответствует диффузионному вкладу, 
а второе содержит вклад от полевого тока. Соответственно, поЛучим выражение для 

полевого тока: 

(21) 

Введя переменную z = ау и приведя выражение (21) к безразмерному виду, получим в 
сколь угодно слабых полях Q -+ О искомую нелинейную зависимость тока от поля (2). 

4. ПЕРЕХОД ОТ ОБЫЧНОЙ ДИФФУЗИИ К ДИФФУЗИИ ЛЕВИ 

Ниже наряду с прыжками Леви также будет учтена обычная диффузия и рассмотрен 

переход к линейной зависимости скорости от электрического поля вследствие обычной 

диффузии. Наиболее просто это сделать путем введения конечной длины прыжка ~ на 

каждом шаге. Получится случайное блуждание, в котором обычная диффузия переме

жается прыжками Леви. Однако из-за суперлинейной зависимости среднеквадратично

го смещения о .. времени для диффузии Леви на малых масштабах (временах) основной 
вклад в случайное блуждание будет давать обычная диффузия, и только на больших 

временах смещение будет определяться в основном прыжками Леви. Соответственно, 

функция распределения прыжков по длинам будет иметь вид . 

00 
f(l) = L а-n [О[,_(ьп +{) + ОЩn+€)] . (22) 

n=о 

Следовательно, структурная функция л(k, О будет равна: 

00 
л(k,О = L а-" cos(kbn + kO· (23) 

,,=0 
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в пределе малых длин Ь ~ о она переходит в выражение, соответствующее обычной 
диффузии: 

liт л(k,О = (а -l)соs(kО/а. 
ь ..... о 

(24) 

АНизотропия случайного блуждания вводится вышеописанным СПQсобом с заменой 

длины прыжка ЬN на величинуЬn +~. Таким образом, структурная функция л(k,~; а) 

в электрическом поле при конечной длине прыжков имеет вид 

00 

л(k,~; а) = L а-n [coS(kbn + kO + i sin(kbn + kO(W+ - W_)] . (25) 
n=о " 

Соответственно, для скорости получим выражение 

v = i 8Л(k; Е) I = f ьn + ~ th(abn + а:о. 
8t k-+O n=О аn 

". 
(26) 

Суммирование проведем методом Пуассона. Нетрудно видеть, что скорость оказывается 
нелинейной по полю (2) в сколь угодно слабых полях (qЕЦkТ «: 1) и линейной в 
достаточно сильных полях (qE~/ kT.» 1): 

v IX Ее-I1 • (27) 

Таким образом, скорость частицы в электрическом поле имеет два асимптотических 

предела в соответствии с двумя режимами диффузии: прыжки Леви и обычная диффу

зия. 

Полученный результат для подвижности частиц 1] можно представить в скэйлин

говом виде 

1] IX е-I1 f(qE~/kT), (28) 

где скэйлинговая функция лх) имеет следующие асимптотики: 

f( ) = { 1, х «: 1, 
х "11-2 ">.. 1 

х ,х.&"'. 
(29) 

На малых масштабах, где преобладает обычная диффузия (LE «: О, подвижность ча
стиц зависит только от длины однородности ~, на больших масштабах, где основными 

являются прыжки Леви (LE »0, подвижность перестает зависеть от длины однород
ности и становится функцией полевого размера L Е С тем же показателем. Другими 
словами, в таких полях подвижность «забывает. о масштабе однородности и начинает 

нелинейным образом зависеть от электрического поля. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Исследованию нелинейныx свойств HeoдHopoдHыx материалов посвящено значи

тельное количество теоретических и экспериментальных работ [7-12]. Как правило, в 
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теоретических работах используется разложение тока по сТепеням электрического поля 

с учетом кубической нелинейности: 

(30) 
, 

Полученные нами результаты существенно отличаются от результатов этих исследова

ний. В рамках микроскопической модели диффузии Леви показано, что при прыжках 

Леви ток оказывается существенно нелинейной функцией электрического поля из-за 
необычного характера диффузии в пространстве, т. е. нет вообще линейного члена в 

разложении тока по полю (30). Рассмотрен переход от обычной диффузии к прыжкам 
Леви путем введения конечной длины смещения ~ на каждом шаге. Показано, что в 

задаче возникает новый параметр q E~ / kT, величина которого и определяет нелинейное 
или линейное поведение подвижности частиц. Другими словами, в задачах диффузии в 

электрическом поле возникает новая длина LE, которая задается внешним полем [13]: 

LE = kT/qE. (31) 

Чтобы понять смысл этой величины рассмотрим обычное случайное блуждание во 

внешнем электрическом поле. Мысленно разобьем среду на блоки порядка длины L Е И 
проследим поведение частицы внутри блока. С вероятностью порядка единицы частица 

выйдет из блока такого размера по полю, а против поля не пойдет. Другими словами, 

на размерах L Е направленное движение начинает преобладать над диффузионным. Это 
дает возможность оценить скорость частицы: 

(32) 

где tE - время диффузионного смещения на длину LE. При обычной диффузии tE = 
= L'i;/ D, и снова получим известный результат Эйнштейна: 

(33) 

в случае прыжков Леви эти же оценки приводят к результату (2) и при наличии двух 
диффузионных пределов к формуле (29). Ранее зависимость вида (29) бьmа предсказа
на в рамках феноменологического описания аномальной диффузии на перколяцион

ных кластерах в приближении эффективной среды [6]. В качестве размера однородно
сти выступал корреляционный'радиус перколяционных кластеров. Orметим также, что 

аномальная диффузия на перколяционных кластерах в отличие от прыжков Леви носит 

су6линейный характер, поэтому при смешанном случайном блуждании (аномальная + 
обычная диффузия) основной вклад на малых временах вносит аномальная, а на боль

ших - обычная. Попытка обнаружить нелинейность путем численного моделирования 

дрейфа на кластерах не удалась [14], поскольку само электрическое поле в неоднород
ных средах в искомой области полей индуцирует ловушки. Ими оказываются участки 

токовых путей, направленные против электрического поля. Поэтому вопрос о нелиней

ной зависимости скорости от электрического поля вследствие аномального характера 

диффузии оставался открытым. В данной работе нелинейная зависимость скорости от 

электрического поля впервые установлена для модели диффузии посредством прыжков 

Леви. Кроме того, вывод о нелинейном поведении скорости вследствие необычного 

характера зависимости (2) был недавно подтвержден при численном моделировании 
дрейфа частиц при диффузии Леви [15]. 
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Что касается экспериментальных результатов, то имеется достаточно много работ, 

где наблюдалась нелинейная степенная зависимость тока в неоднородных материалах с 

показателями близкими к индексу аномальной диффузии и этому давались различные 

объяснения (см., например, [11,12]). На наш взгляд, нелинейное поведение действи
тельно должно наблюдаться, и существует универсальное объяснение нелинейного по

ведения вследствие аномального характера случайного блуждания в неоднородных сре

дах. Однако вопрос сопоставления с экспериментальными результатами требует даль

нейшего исследования. 

Данная работа инициирована многочисленными интересными дискуссиями с 

Э. Г. Батыевым и Э. М. Баскиным. Автор также выражает признательность А. А. Снар- i 

скому за любезно предоставленные оттиски. 
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