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Использование магнитной ЖИДКОСТИ в качестве материала капли дает уникальную 

ВОЗМOJкносгь моделирования движения объема ОдНой жидкости в другой. Мы исследовали 

низкочастотное вращательное движение магнитной капли, взвещенной в вязкой жидко­

сти. В данной области частот форма капли не зависиг от чаСТ01Ы поля и определяется 

лишь его амплитудой. В приближении Стокса задача, являющаяс;я обобщением класси­

ческой задачи Джеффри на случай жидкой эллипсоидальной частицы, имеет аналигиче­

ское решение, включающее: расчет полей скорости внугри И снаружи жидкой частицы, 

определение момента вязких сил, действующих на каплю, опредеJlение ее коэффициента 

вращательной подвижности. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1997 

в классической работе Джеффри [lJ, вышедшей в конце первой четверти века, ана­
литически решена задача о медленном (стоксовом) движении в вязкой жидкости твер­

дой эллипсоидальной частицы. В последующем результаты I1} многократно использо­
вались при описании различных дисперсных систем и жидких кристаллов (см., напри­

мер, [2, 3J). Значительно позднее стали исследоваться жидкости, содержащие дефор­

мируемые частицы, такие как растворы полимеров, суспензии жидких капель, кровь. 

Так, в [4} изучена реология полимерного раствора, моделируемого суспензией вязкоnла­
стических сфер, помещенных в вязкой ньютоновской жидкости. В [5] определялось 
поведение в сдвиroвом потоке эритроцита, рассматриваемого как ограниченная легко­

деформируемой оболочкой жидкая частица. Основной задачей данных исследований 

являлось выяснение механизма взаимодействия жидкой частицы с окружающей жид­

костью и его влияние на структуру и свойства рассматриваемой системы. Отметим, что 

в цитированных работах каплям отводилась пассивная роль: форма частиц и характер 

их движения, включая внутреннее, определялись в конечном счете внешним потоком 

вязкой жидкости. Данное обстоятельство затрудняет про ведение экспериментальных 

исследований и их интерпретацию. 

Интересная возможность, устраняющая указанные трудности, открывается при ис­

пользовании в качестве материала капли магнитной жидкости - коллоидной дисперсии 

магнетиков в обычной жидкости [6]. Основным достоинством данного подхода являет­
ся возможность управления жидкой частицей внешними магнитными полями, включая 

приведение ее в движение и создание различных стабильных конфигураций капли. Та­

кой подход был реализован недавно в [7J. Капля магнитной жидкости взвешивалась в 
растворе электролита. В отсутствие магнитного поля капля была, конечно, сферой диа­

метром '" 1 мм. В постоянном магнитном поле капля вытягивается. Форма капли в 
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этом случае определяется в результате конкуренции магнитных и поверхностных сил и 

с высокой точностью может быть аппроксимирована эллипсоидом вращения [8]. Если 
теперь заставить поле вращаться, то вместе с ним будет вращаться и капля. В [7] ис­
следовалось низкочастотное вращение поля (частота f s 1 Гц). При таких частотах 
капли участвуют в простом вынужденном движении - длинные оси капель вращают­

ся с угловой скоростью О = 211"f. При этом каких-либо изменений формы капли по 
сравнению со случаем стационарного поля не наблюдается. 

Таким образом, варьирование амплитуды магнитного поля позволяет исследовать 

вращательное движение жидкой эллипсоидальной частицы. Внешне это движение вы­

глядит как твердотельное вращение (магнитная жидкость непрозрачна), однако между 

вращением твердой и жидкой частиц имеется существенное различие, заключающее­

ся во внугрикапелъном движении в последнем случае. Изучение низкочастотного вра­

щательного движения капли и является предметом настоящей работы. Если размеры 

капель достаточно малы, то в расчетах можно воспользоваться приближением малых 

чисел Рейнольдса. Сформулированная таким образом проблема является обобщением 

задачи Джеффри [1] на случай жидкой эллипсоидальной частицы. 
Структура следующего ниже изложения такова. В разд. 2 определен интервал па­

раметров жидкостей и значений внешнего магнитного поля, при которых форма капли 

остается эллипсоидальной, а также выписаны и решены уравнения движения. В разд. 3 
выполнен расчет внугрикапельного движения. В разд. 4 и 5 приведено уравнение ба­
ланса моментов сил и определена вращательная подвижность капли. В Приложении 

показана эквивалентность уравнения баланса энергии в системе и интегрального усло­

вия для вязких касательных напряжений на поверхности капли. 

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И их РЕШЕНИЕ 

Прежде чем выписать систему уравнений движения для капли, выполним оценку 

некоторых параметров задачи с целью пояснения причины стабильности формы кап­

ли при низкочастотном вращении магнитного поля. В поставленной задаче имеют­

ся два физических механизма, определяющих форму жидкой магнитной частицы, -
магнитное поле и течение, возникающие внугри и снаружи капли при ее вращении. 

Эффективность каждого механизма определяется по значению соответствующего без­

размерного параметра - магнитного числа Бонда Во = G2 R/ u и частоты От, где G -
амплитуда внешнего магнитного поЩl, R - радиус капли в отСУТСfвие поля, u - по­

верхностное натяжение на границе раздела, т = r/lR/u, 'fJ1 - вязкость жидкости внугри 

капли. Используя типичные (см. данные опыта [7]) значения входящих в Во и От ве­
личин ('Г}l ....., 10 сПз, О S 10 c-1), находим, ч:го вклады обоих механизмов становятся 
одного порядка только в чрезвычайно слабых (G '" 1 Э) полях, лишь немного превы­
шающих магнитное поле Земли. Из-за квадратичной зависимости числа Бонда от G 
уже в поле", 10 Э первый механизм становится доминирующим. Ниже мы полагаем 
условие Во » От выполненным. 

Величина От, выражающая отношение характерного времени релаксации формы 

капли т к периоду поля, и сама оказывается малой, т.е. От ~ 1. Действительно, под­
ставляя в определение т типичное для жидкостей значение q ....., 10 дин/см, для капель 
с R S 1 мм находим От S 10-2. Последнее неравенство равнозначно малому отстава­
нию длинной оси капли от направления внешнего магнитного поля (см. разд. 4), так 
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Рис. 1. Эллипсоидальная магнитная 

капля (1) в вязкой жидкости (2) во вра­
щающемся магнитном поле G; xyz и 
х' у' z - оси вращающейся и лабора-

торной систем координат 

что проекция поля на длинную ось капли практически совпадает со своим стационар­

ным (при f = О) значением. Таким образом, если частотный диапазон и параметры 

капли удовлетворяют условиям От < < 1 и От «: Во, то форма капли не зависит от О 
и определяется лишь одним параметром - числом Бонда. В указанной области пара­

метров каплю магнитной жидкости можно считать эллипсоидом вращения с полуосями 

а > Ь = С, что согласуется с наблюдениями [7]. 
На рис. 1 изображена эллипсоидальная магнитная капля и связанная с ней си­

стема координат xyz. Длинная ось капли, х, в постоянном поле совпадает с его на­
правлением, во вращающемся однородном магнитном поле G отстает от него на угол 
0:. Вектор G вращается относительно лабораторной системы координат х'у' z с угло­
вой скоростью n, направленной вдоль оси Z, т. е. против часовой стрелки. Ось z -
общая для обеих систем координат. Под действием момента магнитных сил (о: =j О) 

происходит увлечение капли; оси системы координат, свяаанной с каплей, вращаются 

относительно лабораторной системы координат с той же угловой скоростью n. Капля 
магнитной жидкости (область 1) находится в неограниченном объеме вязкой жидко­
сти (область 2), покоящейся на бесконечности. Во вращающейся системе координат 
xyz форма жидкой частицы фиксирована, т. е. отсутствуют нормальные составляющие 
скорости на поверхности капли. Между тем тангенциальные составляющие не равны 

нулю: благодаря тому, что рассматриваемый во вращающейся системе координат эл­

липсоид находится во внешнем потоке с завихренностью -n (показано стрелкой на 
рис. 1 в области 2), внутри него возникает течение с отрицательной завихренностью 
(по часовой стрелке на рис. 1). 

Уравнения движения во вращающейся системе координат в приближении Стокса 

имеют вид 

1]1,2~y(l,2) = V'P1,2. (1) 

Здесь v(l,2), Р1,2 и 1]1,2 - поля скоростей, давлений и вязкости двух рассматриваемых 
областей - внутри и снаружи капли. Отсутствие объемных магнитных сил в правой 

части (1) связано с однородностью магнитного поля внутри эллипсоида. Граничные 

условия на поверхности капли -

v(l) = v(2) = О 
v v , (2) 
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- выражают отсутствие нормальных и равенство тангенциальных компонент скорости 

на границе жидкостей. На бесконечности поле скоростей должно определяться лишь 

внешним потоком 

у(2)(т -t 00) = -[Ог]. (3) 

Поскольку форма капли в нашем рассмотрении задана, то постановка точных усло­

вий для компонент напряжений на границе раздела жидкостей становится избыточной. 

Вместо условия непрерывности нормальных составляюших напряжений мы использу­

ем интегральное соотношение - условие экстремума суммы магнитостатической и по­

верхностной энергий эллипсоида, взятое в нулевом порядке по От. Последняя ситуация 

отвечает случаю капли магнитной жидкости в постоянном поле и подробно рассмотре­

на в [8], где для эксцентриситета эллипсоида е = Jl - (Ь/а)2 как функции магнитного 
числа Бонда получено следующее выражение: 

(4) 

Здесь J..L - магнитная проницаемость капли, n 1 - размагничивающий фактор вдоль оси 

Х. 

Граничное условие для касательных напряжений на поверхности раздела также за­

меняется на интегральное соотношение, вытекающее из баланса энергии в системе (см. 

разд. 3 и Приложение). 
Уравнения (1) с дополнительными условиями (2) и (3) для жидкого эллипсоида 

удается свести к задаче Джеффри для твердой частицы. Действительно, будем искать 

решение во внутренней и внешней областях в виде 

V~l) = -(уа/Ь, v~1) = (хЬ/а, V(l) = о z , Рl = const, (5) 

V~2) = и) - (уа/Ь, V~2) = VJ + (хЬ/а, V(2) = I..V z J, Р2 = P.J, (6) 

где ( - подлежащий определению параметр, характеризующий завихренность внутри 

капли. Тогда для полей скорости У] = (UJ,VJ,I..VJ) и давления Р) в области 2 имеем 
уравнение аналщичное (1) и тривиальные условия У) = О на поверхности эллипсои­
да. Следовательно, У] и Р] есть поля скорости и давления из задачи Джеффри [1] 
для неподвижного твердого эллипсоида, находящегося во внешнем потоке с заданным 

на бесконечности тензором градиентов скоростей avi /aXk == 'Yik + l..Vik. для нетриви­
альных компонент симметричной 'Yik и антисимметричной l..Vik частей этого тензора из 

выражений (3) и (6) следует 

(7) 

ВыражениЯ (5) и (6) представляют собой формальное решение системы (1)-(3) в 
терминах величин V J, Р J И единственного неизвестного параметра (, описывающего 
однородную и. отрицательную завихренность внутри эллипсоида. Определение ( дано 
в разд. 3. 

Здесь мы не будем приводить явные, но очень громоздкие выражения для V J и Р] 

из [1]: для нашего последующего рассмотрения будет существенно лишь значение силы 
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F j , действующей на единицу площади твердой частицы. Согласно [1] (см. также [3]) 
величина (Fj)i == G'ikVk (G'ik - тензор напряжений, Vk - компоненты вектора нормали, 

внешней по отношению к эллипсоиду) равна 

(8) 

Здесь р - не которая постоянная, 7] - вязкость жидкости, окружающей твердую части­

цу. Матричные величины Aik представляют собой линейную комбинацию компонент 

тензора градиентов скоростей внешнего потока. В нашей з~щаче из-за соотношений (7) 
отличны от нуля лишь элементы A I2 и А21 , причем 

(9) 

Значения А21 получаются из A I2 простой заменой 1 ..... 2, а.· ... Ь. Величина n2, входящая 

в (9), - размагничивающий фактор эллипсоида вдоль оси у. 

Объединяя (6) и (8), найдем силу F, действующую со стороны немагнитной жид­
кости (область 2) на единицу поверхности капли: 

(10) 

3. РАСЧЕТ ВНУГРИКАПEJIЪНОГО ДВИЖЕНИЯ 

для определения параметра (, характеризующего интенсивность внУгРикапельного 
движения, используем следующее интегральное условие: 

(11 ) 

, 
где интегрирование выполняется по поверхности эллипсоида, G'ik - тензор вязких на-

пряжений. 

В нашей задаче, где форма жидкой частицы считается ЭJШИПСОИДальной, интеграль­

ное соотношение (11) заменяет собой точное условие непрерывности тангенциальных 
(согласно (2) v" = О на поверхности капли) составляющих напряжений на границе жид­

костей. В Приложении показано, что уравнение (11) представляет собой форму записи 
условия баланса энергии в системе. 

Выполним расчет по формуле (11). Из (10) для свертки G':~2)Vk следует 

(12) 

По определению вязких напряжений [9] и учитывая равенства (5) и (7), находим для 
внутренней области 

(13) 
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о 0.2 0.4 0.6 0.8 е 

Рис. 2. Абсолютное значение парамет­

ра внутрикапельной завихренности в еди­

ницах Q как функция эксцентриситета 

для шести значений 'rJ1/rJZ, указанных У 
соответствуюших кривых 

Подставив (12) и (13) в (11), после интегрирования находим уравнение для опре­
деления ( 

(14) 

Как следует из (14), ( является линейной функцией угловой скорости вращения О 
длинной оси частицы. Здесь мы не будем приводить ее явного громоздкого выражения 

(см. соотношения (7) и (9), определяющие A l2 и А21 ) и ограничимся указанием зна­

чений (/0 в двух предельных ситуациях - малых (е --+ О, квазисферическая капля) и 

больших (е --+ 1, капля - вытянутый цилиндр) эксцентриситетов 

1
-1 + е4 (~ + ~) , е --+ О 

.f = 8 6'ТJ2 

О 8~ 'ТJ2 
е--+l 

ln(1-e) 'ТJI +'ТJ2' 

(15) 

Как и ожидалось, значения ( всегда отрицательны. Результат расчета по форму­

ле (14) модуля !(I/О как функции эксцентриситета е капли показан на рис. 2 для не­
скольких значений отношения 'ТJ1/'ТJ2, указанных У соответствуюших кривых. Предел 

'ТJl/'ТJ2 --+ 00 отвечает, разумеется, случаю отсутствия «( = О) внутрикапельного движе­

ния: задача сводится к задаче Джеффри (см. (5) и (6» для твердой частицы. 

4. УРАВНЕНИЕ БAJIАНСА МОМЕНТОВ СИЛ 

Вычислим момент сил L вязкого трения, действующих на эллипсоидальную каплю 
при ее вращении. Из соображений симметрии ясно, что единственной нетривиальной 
его компонентой будет L z == L равная 

7 ЖЭТФ, Ng4(10) 

L = J (хРу - yFx)dS, 
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где dS - элемент площади поверхности эллипсоида. Подставляя в (16) величины Fi 

из (10) и выполняя интегрирование, находим 

(17) 

где V - объем капли. 

Момент сил вязкого трения (17) уравновешивает момент L m сторонних (магнит­

ных) сил: L + L m = О. Рассчитать L m можно бьmо бы по аналогии с L, т. е. из рассмо­
трения магнитных (максвелловских) напряжений на поверхности эллипсоида. Однако 

результат для момента магнитных сил, действующих на эллипсоид в однородном внеш­

нем поле, хорошо известен [10] 

(18) 

Здесь под /1 мы понимаем ту же статическую магнитную проницаемость, что и ранее 
в (4), поскольку дисперсия /1 на низких частотах пренебрежимо мала [11]. Компонен­
ты Нх и Ну однородного магнитного поля внутри эллипсоида связаны с величиной 

внешнего поля G соотношениями [10] 

НХ = G cosa:/(1 + (/1- l)n\), Ну = Gsina:/(1 + (/1- 1)n2). (19) 

Окончательно условие баланса моментов вязких и магнитных сил, действующих на 

жидкую частицу, запишется в виде 

(20) 

Это уравнение определяет угол а: отставания длинной оси эллипсоида (оси х) от на­

правления внешнего поля G. Расчет угла а: невозможно выполнить в общем виде для 

произвольных эксцентриситетов капли, так как с ростом е, а значит, и внешнего поля G 
(см. выражение (4», необходимо учитывать зависимость магнитной проницаемости от 
внутреннего поля Н [6]. Укажем здесь лишь характерное значение sin 2а: для слабовы­
тянутых (е -t О) капель, для которых указанная зависимость /1 = /1(Н) несущественна 

. 5( ТJ2) sш2а:-t 4 2+3ТJ\ Пт,е-tО. (21) 

Как уже отмечалось в разд. 2, величина угла отставания формы капли от внешнего поля 
определяется малым параметром !)т. 

5. ВРAIЦAТFЛЬНАЯ подвижноcrЬ КАПЛИ 

По аналогии с известными задачами обтекания твердых тел в приближении СТОК­

са [2] рассмотрим подвижность В видимого вращательного движения капли относи­
тельно направления, перпендикулярного оси ее симметрии, т. е. относительно оси z 
в нашем рассмотрении. Используя определение подвижности как отношения угловой 

скорости вращения капли n к моменту внешних магнитных сил L m и соотношения (7) 
и (20), получим 

а2n + Ь2n 
В = 3BHS а2 + Ь2\ + 2ab~/n' (22) 
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Вращение капли . .. 

Рис. З. Подвижность ЖИДКОЙ кашш В по 

отношению к подвижности BHS твердой 

сферической частицы как функция экс­

центриситета для тех же значений '1)1/'1)2, 

что и на рис. 2 

Здесь В н S = 1 /6ТJ2 V - вращательная подвижность твердой сферической частицы. Если 

положить ( = О, то формула (22) сведется, конечно, к результату Джеффри для подвиж­
ности твердой эллипсоидальной частицы [1-3]. В рассматриваемом случае жидкой кап­
ли с нетривиальным внутренним движением отношение (/ n должно браться из решения 
уравнения (14). В предельном случае квазисферических частиц из (22), (14), (9) и (7) 
следует 

В = 12ТJ2 B Hs 
-=--"7- ---, е ~ О. 
2ТJ 1 + 3ТJ2 е4 

(23) 

Этот результат выглядит парадоксально. Действительно, в отличие от твердого эл­

липсоида, для которого В ~ B HS при е ~ О, врашательная подвижность капли не­

ограниченно возрастает при любом конечном значении ТJl/ТJ2' Это означает, что уже 
бесконечно слабого поля достаточно, чтобы вызвать вращение капли с конечной ско­

ростью П. Последнее же, на первый взгляд, противоречит закону сохранения энергии. 

Данный «парадокс» имеет простое объяснение: под вращением капли мы понимаем ее 

видимое движение - вращение длинной оси капли в лабораторной системе координат 

х' у' z (см. рис. 1). Скорости v' материальных частиц в лабораторной системе координат 
связаны со скоростями v, найденными во вращающейся системе координат, обычным 
кинематическим соотношением v' = v+[Qr] и, как следует из выражений (5), (6) и (15), 
неограниченно убывают при е ~ О. 

в предельном случае сильновытянутых частиц, в силу того что внутреннее движение 

с ростом е исчезает (см. рис. 2), подвижность капли В приближается к своему твердо­
тельному значению. На рис. 3 приведены результаты расчета по формулам (22), (14), (9) 
и (7) вращательной подвижности капли В в единицах В н s в зависимости от эксцентри­
ситета эллипсоида. Подвижность вычислена для пяти значений отношения ТJl/ТJ2, ука­

занных у соответствующих кривых. Твердому эллипсоиду отвечает предел ТJl/ТJ2 ~ 00. 

Отличия в характере вращения жидкого и твердого эллипсоидов связаны, конечно, с 

внутрикапельным движением. 
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

в настоящей работе бьm затронут только один аспект вращательного движения кап­

ли, взвешенной в вязкой жидкости, а именно: исследовался характер взаимодействия 

внутрикапельного движения с внешним потоком, форма капли при этом оставалась не­

изменной. Областью применимости представления о капле как о недеформируемой ча­

стице является диапазон низких частот: в эксперименте [7.1 показано, что форма капли 
не меняется вплоть до некоторой частоты 1\. При 1 = 11 капля скачкообразно вытяги­
вается в нес~олько раз, превращаясь в «гантель». При дальнейшем увеличении частоты 

поля до значения 1* (которое, однако, чрезвычайно мало отличается от 1\) в системе 
устанавливается динамическое равновесие: капля-гантель делится на две равные части, 

имеющие ту же форму, что и исходная капля, эти отдельные капли совершают от од­

ного до нескольких полуоборотов и снова сливаются в одну каплю-гантель, которая, в 

свою очередь, после нескольких оборотов снова делится на две и т. Д. Дальнейший рост 

частоты все больше смещает данное динамическое равновесие в сторону конфигурации 

с двумя каплями вплоть до частоты 12, начиная с которой «возврата» К капле-гантели 
не происходит. Образовавшиеся капли подобны исходной и с ростом частоты также 

могут претерпеть деление [7]. 
Частоты 1\, при которых возникают большие деформации капель радиусом от од­

ного до нескольких миллиметров, составляли 1-3 Гц [7]. При таких частотах числа 

Рейнольдса для внутрикапельного течения Re = pQR2/ry\ уже не являются малыми. 
Изучение поведения капли в области высоких частот следует проводить поэтому вне 

рамок приближения Стокса, а постановка и решение задачи устойчивости требуют от­

дельного рассмотрения. 

Автор выражает искреннюю благодарность А Ф. Пшеничникову за полезные заме­

чания и обсуждение результатов работы. Работа выполнена при финансовой поддержке 

Российского фонда фундаментальных исследований (проект 95-01-00408). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Покажем эквивалентность интегрального соотношения (11) и условия баланса энер­
гии в системе. Пусть W\ и W2 - энергии, диссипируемые в единицу времени внутри 

и снаружи капли. Обозначая через А мощность внешних магнитных сил, записываем 

уравнение баланса энергии в системе 

(А1) 

Из соотношений (17) и (18) для величины А имеем 

(А2) 

Вычислим W\ И W 2• Согласно [9] диссипируемая в капле энергия равна 

W\ = 1]\ J (av~\) + aVk\») 2 dY 
2 aXk aXi 
Е 

(А3) 

Здесь интегрирование выполняется по объему капли, на что указывает обозначение Е 

ниже знака интеграла. Используя уравнения движения (1), стандартным образом [2,9] 
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сводим объемный интеграл в (АЗ) к поверхностному: 

J '(1) 
W1 = Vi(O"ik - Рlбik)VkdS. (А А) 

Е 

Верхний индекс у поля скорости в (А4) не поставлен: в силу граничных условий (2) 
под v можно понимать общее для обеих жидкостей значение скорости на поверхности 
капли. Поскольку V" = О (см. (2)). диссипация энергии в капле выражается лишь через 

тензор вязких напряжений 0";i1) == 'Г/l (DV~I) /DXk + Dvi1) /DXi): 

-J '(1) W1 - ViO"ik Vk dS. (А.5) 

Е 

По аналогии с W 1 диссипацию энергии в окружающей каплю жидкости представим в 

виде двух интегралов - по поверхности сферы большого радиуса Л (Л» а) и поверх­

ности эллипсоида, 

W - J (2) '(2) б I '(2) 
2 - V i (O"ik - Р2 ik)Vk dS -. ViO"ik Vk dS. (А6) 

л Е 

Знак минус перед вторым слагаемым связан с тем, что под Vk В (А4) и (А5) понимается 

вектор внешней нормали к эллипсоиду и сфере. 

Итак, для вычисления W2 необходимо знать поведение полей у<2) и Р2 вдали от эл­
липсоида. Асимптотические зависимости скорости и давления с точностью до величин 

соответственно порядка т- 2 и т- 3 , как следует из (6), (7) и аналитического решения 
Джеффри [1], таковы: 

2 
(2) - с Х У D У V -Оу- -- -
х т5 Зr3 ' 

(А7) 

2 
(2) ху Х 

V =-ох-с-+п-
у т5 Зr3 ' 

(А8) 

(А9) 

(AIO) 

где использованы следующие обозначения: 

(А 11) 

Первые слагаемые в правой части (А 7) и (А8) представляют собой невозмущенное поле 
скорости во вращающейся системе координат, все остальные члены в (А7)-(АI0) суть 

возмущения, вызванные каплей. 

Вычисление интеграла в (А6) по удаленной: сфере (ниже мы обозначаем его WЛ ) 

удобно выполнить в сферических координатах т, 'Р, (), в которых поля скорости и дав­
ления переписываются в виде 

V(2) = - с sin2 () sin 'Р cos 'Р 
т т 2 ' 

(АI2) 
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'и(2) = (-от + ~) sin8 
<р 3т 2 ' 

V(2) = о 
11 , 

V r 
Р2 = 2112-' 

r 

(A.13) 

(A14) 

Как видно из выражений (А7)-(А9) или (A12)-(A14), компоненты тензора вязких на­
пряжений имеют порядок т- 3 . Поскольку после вычисления WЛ будет сделан предель­
ный переход Л ...... 00, в интеграле по удаленной сфере нужно сохранить лишь слагаемые 

порядка т- 2 • Отсюда WЛ выражается через единственную компоненту тензора вязких 
напряжений 

WЛ = J v~)rr~;)dS. 
л 

Вычислим a~;). Согласно [9] 

'(2) _ <Р + r 'Р ( 
aV(2) 1 aV(2) v(2) ) 

rr - 112 -- ----- - _.-
<рТ дт r sin 8 aip т . 

Подставляя сюда значения компонент скорости из (A12)·-(A14), получим 

'(2) 112 sin 8 
rr <рТ = - --3 -(D + С cos 2ip). 

r 

Интегрирование в (A15) с учетом соотношений (АlЗ) и (A16) дает 

(A15) 

(A16) 

(A17) 

Сравнение последнего результата с (А2) показывает, чтоWл = А. В результате выра­
жения (Al), (А5) и (А6) окончательно приводятся к интегральному условию (11). 
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