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ПРОCfPАНСТВЕ РАЗМЕРНОcrи d - 4 - Е 
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ПOC1yПИJlа в редакцию S ноября 1996 г. 

Получены асимптотическн точные результаты для средней функции Грина и плот­

ности состояний электрона в гауссовском случайном потенциале для размерности про­

странства d = 4 - f во всей области энергий, включая окрестиость порога ПОДВИJICНости. 

При N '" 1 (N - порядок теории возмущений) учитываются лишь паркетные члены, 

соответствующие старшим степеням I/f. При больших N учитываются все степени I/f 
с вычислением коэффициентов при них в главной асимптотике по N. это вычисление 
проводнтся путем комбинирования условия перенормируемости теории С асимптотикой 

Липатова. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

@1997 

Согласно общепринятым представления м [1, 2], одноэлектронная плотность состо­
яний не имеет особенности в точке перехода Андерсона в отличие от npоводимости 

и радиуса локализации волновых функций [~]. Тем не менее ее вычисление имеет 

ПРИНЦIfПИальное значение, так как все известные методы отказывают в окрестности пе­

рехода. Кроме тою, плотность состояний и проводимость, определяемые соответствен­

но средней функцией Грина (G(x, х'») и коррелятором (GR(jA), не ЯВЛЯЮТСЯ вполне 
независимыми. Исследование в паркетном приближении показывает [7], что матема­
тические трудности в обоих случаях имеют одну природу и связаны с npоблемой «лож­

ною» полюса. С дрyroй стороны, для удовлетворения тождества Уорда, связывающе­

ю собственно-энергетическую часть с неприводимой вершиной, входящей в уравнение 

Бете-Солпитера [8], требуется cтporoe соответствие диаграмм, учитываемых при вычис­
лении проводимости и плотности состояний: это обстоятельство не контролируется ни 

в одной из существующих теорий [7] за исключением недавно предложенной в [9]. 
для слабого беспорядка порог подвижности лежит в окрестности затравочной rpa­

ницы спектра, в которой случайный потенциал может считаться гауссовским ввиду воз­

можНости усреднения по масштабам, малым по сравнению с длиной волны электро­
на, но большим по сравнению с расстоянием между рассеивателями (так называемый 

гауссовский участок спектра [10]). Вычисление средней функции Грина для уравнения 
Шредингера с гауссовским случайным потенциалом сводится к задаче о фазовом пере­

ходе BToporo рода сп-компонентным параметром порядка IP = (1P1, 1P2, .•• , <рn) в пределе 
n -. О [11,12]. При этом коэффициентыI в гамильтониане Гинзбурга-Ландау 

Н{<р} = f ddx (~CI\71P12 + ~1\:~11P12 + ~UIIP14) 
1896 

(1) 



ЖЭТФ, 1997, 111, 8Ьtn. 5 ПЛотность состояний . .. 

связаны с параметрами неупорядоченной системы соотношениями 

c{j = 112т, II:~ = -Е, и = -аgW212, (2) 

где d.- размерность пространства, m и Е - масса и энергия частицы, ао - постоян­

ная решетки, W - амплитуда случайного потенциала (в дальнейшем полагаем c{j = 1). 
«Неправильный» знак коэффициента при IIPI4 приводит К неприменимости обычной 
теории среднего поля и необходимости флуктуационного рассмотрения [11, 13] во всей 
области параметров; функциональные интегралы при и < О понимаются в смысле ана­
литического продолжения с положительных и, которое для запаздывающей функции 

Грина проводится через нижнюю полуплоскость [12]. 
Настоящая работа завершает программу построения (4 - f)-разложения, начатую 

в работах [14-16]. Размерность пространства d = 4 выделена для гамильтониана (1) из 
соображений перенормируемости: при d > 4 теория неперенормируема и дискретность 
решетки имеет принципиальное значение, обеспечивая наличие параметра обрезания 

Л '" аоl на больших импульсах [14]; при d = 4 имеет место логарифмическая ситуа­
ция, допускающая существование как неперенормируемы:х [15], так и перенормируе­
мых моделей [16]; при d < 4 теория перенормируема при помощи одного вычитания и 
возможен переход к континуальному пределу ао ..... О, agw2 ..... const. Использование 
упрощений, возникающих при высоких размерностях, для построения (4 - f)-мерной 

теории требует последовательного рассмотрения всех четырех перечисленных типов тео­

рий; это сделано соответственно в [14-16] и настоящей работе. В кратком изложении 
результаты работы опубликованы в [17]. 

2. СГРУКТУРА ПРИБЛИЖЕНИЯ 

Вычисление средней функции Грина (С(р, 11:») (р - импульс, 11: - перенормирован­

ное значение величины 11:0) стандартным способом сводится к вычислению собственной 
энергии 1:(р, 11:), для которой структура ряда теории возмущений в четыIехмерномM про­
странстве при р = О имеет вид [15] 

00 N (Л)К 
1:(0,11:) - 1:(0, О) = 11:2 L uN L A~ lп;: 

N=l К-О 

(3) 

В [16] установлена структура приближения, позволяющего получить асимптотически 
точные (в пределе слабого беспорядка) результаты для пере нормируемого класса мо­
делей, являющегося нулевым приближением для (4 - f)-мерной теории. При N ""' 1 
достаточно учесть коэффициенты A~, соответствующие «главным логарифмам»; при 
больших N этого приближения недостаточно ввиду более высокой скорости роста по 
N коэффициентов при младших логарифмах: поэтому нужно учитывать, вообще го­
воря, все коэффициенты A~, но вычислять их достаточно в главной асимптотике по 
N. Последнее возможно путем комбинирования условия перенормируемости теории 
с асимптотикой Липатова [18]. Суммирование далеких членов ряда теории возмуще­
ний дает непертурбативный вклад, связанный с расходимостью ряда и существенный 

лишь при отрицательных и; последнее объясняет, почему в обычной теории фазовых 

переходов возможно ограничиться главным логарифмическим приближением [19,20]. 

13 ЖЭТФ, N~5 1897 
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При d = 4 - е разложение, аналогичное (3), имеет вид 

00 N [(л/)f 1] к ~2+:Е(О,~)-:Е(О,о)==~2У(~)=I\,2~)uл-·)NLА~(Е) ~e - , 
N-O к-о 

(4) 

где коэффициенты A~(e) конечны при е -+ О и A~(E) == 1. Разложение (4) следует из 
того, 'что величина У в N -м порядке теории возмущений является однородным полино­
мом степени N, составленным из Л -. и ~-': действительно, при переходе от диаграммы 
N -го порядка к диаграмме (N + 1 )-го порядка размерность по импульсу уменьшается на 
е [21], что дает множитель л-Е или ~-E В зависимости от того, каJ(ИМИ импульсами -
большими или малыми - определяется соответствующий вклад. Выделение из коэф­

фициентов A~(E) множителей е-К обеспечивает предельный переход в (3) при Е -+ О. 
Стандартная процедура е-разложения [11,13] соответствует разложению коэффи­

циентов A~(e) в ряды по е 

00 

A~(E) = L A~,LEL (5) 
L-O 

И сохранению в каждом порядке теории возмушений нескольких старших степеней 1/ Е; 
первое е-приближение соответствует учету лишь коэффициентов A~'O, совпадающих 
с коэффициентами при главных логарифмах в (3). Аналогично случаю d = 4 такого 
приближения недостаточно при и < О из-за более высокой скорости роста по N коэф­
фициентов при младших степенях l/е: ограничение коэффициентами A~'O возможно 
лишь при N '" 1, тогда как при больших N нужно учитывать все A~,L с вычислением 
их в главной асимптотике по N. 

Согласно (4) величина У является функцией go == uЛ-' и Л/~; она удовлетворяет 
уравнению К!\ЛЛана-Симанчика 

(дl~Л +w(go,e)a~o +v(go,e»)Y=o, (6) 

выражающему условие перенормируемости теории и получаемому аналогично уравне­

нию (15) работы [16]. Функции W(go, е) и V(go, е) раскладываются в ряды 

00 00 00 

W(go,e) = LWм(Е)gОЧ" = L L WM,M,g(fe M', 
M~l M-1M'-O 

00 00 00 
(7) 

V(go,E) = LVM(E)g(f = L L VM,M,g(fe M', 
М-l M-1M'-O 

первые коэффициенты которых вычислены в [21]: 

W1(E) = -Е, W2,o = К4(n + 8), Wз,о = -3Кl(Зn + 14), Vi,o = -К4(n + 2) (8) 

(согласно [16] функция V(go, е) совпадает с введенной в [21] функцией 712(go, е»; вели­
чина К4 определена в (14). Подстановка (4) и (7) в (6) приводит к системе уравнений 
для коэффициентов А ~ (Е) : 

N-K 

(К + I)A~+I(E) = (N - K)eA~(e) - :L [(N - M)WM+l(E) + VM(~)]A~_M(e), (9) 
М-l 

1898 
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или Д1ЦI коэффициентов A~,L : 

(К + I)A~+I,L = (N - K)A~,L-l(1 - БL,О) -
N-K L 

'"' '"' к L-M' - ~ ~ [(N - M)WM+l,M' + VM,M'] AN:"'M . 
М-l М'-О 

(10) 

'Ме'rОД Вильсона Jll, 13] основан на том, что в n-м f-приближении требуется знать 
коэффициенты А ~ - ,L С К + L :5 n - 1, для которых из (1 О) следует замкнутая система 
разностных уравнений 

-(N - I)YN = [W2,0(N - 1) + Vi,o] YN-l + [Wз,о(N - 2) + \12,0] XN-2, (11) 

(где XN == A~'O, YN == A~-l,o, ZN == A~,l, .. . ), решаемая методом вариации по­
стоянных [22J; задание начальных условий к ней и определение W2,0, Vi,O ... требует 
вычисления нескольких низших порядков теории возмушениЙ. В частности, для ко­

эффициентов A~'O легко получить 

N,O = N r(N - /30) 
AN (-W2,o) r(N+ l)Г(-/30)' 

Vio n+2 
/30 = --' = --о 

W2,0 n + 8 
(12) 

для исследования высших порядков по f метод Вильсона оказывается неэффек­
тивным и удобнее исходить из системы уравнений (9). Информация о коэффициентах 
A~(E) с N ~ 1 может быть получена методом Липатова [18J, согласно которому дале­
кие коэффициенты разложения по и функциональных интегралов с гамильтонианом (1) 
определяются перевальными конфигурациями - инстантонами - и имеют фактори­

альный рост по N. для факториальных рядов сушествует простая алгебра, позволяющая 
манипулировать ими так же просто, как конечными выражениями [15J, что позволяет 
находить коэффициенты разложения произвольных М -точечных функций Грина, пе­

реходить от них к собственной энергии и вершинным частям и т. д. Согласно разд. 6, 
N -й коэффициент разложения I(p,II:) по степеням и имеет вид 

где 

00 

[I(P,II:)]N = C2r (N + b)aN f dlпR2R-2(Ф~)Rр(Ф~)_Rр Х 
О 

( 1 - (ЛR)-<) 
х ехр -Nf(II:R) + NflnR + 2KdI 4(II:R) f ' 

а= -3К4 , Ь= d+2 
2 ' 

1899 
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(14) 

С - постоянная Эйлера, К! (х) - функция Мак-Доналъда, константа с определена ниже 
в разд."6. Переразлагая ряд (4): 

(15) 

так что коэффициенты B~(f:) связаны с A~(e) соотношением 

к 

А~И = L C~=~,B~' (f)f:K-К', (16) 
К'=О 

полаr:aя в (13) р = О, делая замену R ~ R/ к, и преобразуя экспоненту 

ехр { 2Kd I4(R)1 - (л:/к,)-<} = 

= exp{2KdI4(R) 1- R-<} f: {2КdI4i~R-<}К [1- (л/к,)-Е] К, (17) 
f: К-О . f: 

получаем для коэффициентов B~(e) при больших N 

00 

В~И = C2r (N + b)aN ~! J dlпR2R-2 (2KdI4(R)R-Е( х 
О 

( 1 R-E) 
хехр -Nf(R) +Nf:lnR+ 2Kd I 4(R) f: ' (18) 

где С2 = С2(Ф~)~. Аналогично случаю d = 4 [16], метод Липатова хорошо воспроизводит 
коэффициенты B~ (f) лишь для К ~ N, что связано с их быстрым убыванием по 
К и оrpаниченной точностью (- I/N) главной асимптотики. Подставляя (18) в (16), 
получаем для коэффициентов Af$(f) с N» 1 результат 

(19) 

следующий из (18) при условии, что сумма в (16) определяется значениями К' ~ N. 
Сохраняя в сумме (9) лишь член с М = 1, легко убедиться, что полученное уравнение 
удовлетворяется результатом (19) при К ~ N в случае Nf: $1 идлявсехКприNf:» 1; 

1900 
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последнее связано с тем, что при Nf» 1 сумма в (16) определяется значениями К' '" 
'" K/fN ~ N при всех К, лежащих в области применимости формулы (18). Указанная 
редукция уравнения (9) возможна при больших N ввиду факториального роста A~(f) 
в предположении, что WN(f) и VN(f) растут медленнее, чем A~(f); последнее можно 
считать следствием справедливости (19) при К = О, 1,2 (см. подробнее в [16]). 

Система уравнений (9) определяет А~И с К > О по заданным A~(f); поскольку 
формула (19) справедлива для последних при всех N » 1, ее можно использовать в 
качестве граничного условия к (9), что позволяет определить все A~(f) с большими N. 
Тогда, сохраняя при N '" 1 лишь главный порядок по l/f, определяемый коэффици­
ентами (12), нетрудно найти сумму ряда (4). 

3. ИСCJIFДОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ A~(E) 

Ограничимся в сумме (9) членами с М = 1 и М = 2: 

здесь 

(21) 

Мы полагаем по определению, что A~+l(f) = О, чтобы учесть отсутствие последнего 
члена в уравнении (20) с К = N. Последний член в (20) имеет малость", I/N по 
сравцению с предыдущим и взят в низшем порядке по 1/ N; необходимость его учета 
связана с тем, что для вычисления A~(f) с К '" N по заданным A~(f) требуется", N 
итераций, и при точности каждой итерации", I/N происходит накопление ошибок. В 
дальнейшем аргументы f в промежуточных формулах опускаем. 

Делая в (20) замену 

к _ к r(N - (3) о 
. AN - (,--W2) Г(К + l)r(N _ К _ (3)AN- K X N,N-K 

и вводя обозначения 

получаем уравнение 

с граничным условием 

Переписывая (24) в виде 

Wз A~_l 
1м = W2 A~ (М - 1 - (3), 

XN,N = 1. 

XN,M = (iM + бм) XN,M+l, 

1901 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 
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где 

~ = 1м e-2ip 
иМ - N ' (27) 

а e-:ii> - оператор сдвига на -1, действующий на оба аргумента, легко получить с уче­
том (25) 

XN,M = иМ + 8м) (iM+1 + 8M+l)'" (iN- 1 + 8N- 1) XN,N = 
N-l 

= iMiM+1 ... i N- 1 1 + 2: [М ... ip,-18p,lp,+I'" iN- 1 1 + 
р,-М 

N-2 N-l 

+ 2: 2: [М ." iРгI8р,lр,+l'" i p,-18p,ip,+1 ... iN- 1 1 +... (28) 
р,=М р,=р,+l 

Мы не указываем для оператора 8 зависимость от аргуменга N, который определяется 
значением N в левой части. Основной вклад в сумму дают члены с небольщим числом 
операторов 8, которые нетрудно вычислить. По ИндуКции доказывается результат 

М'-М 
А А А _ "'" L -iLjJ 
lMlM+l" .1M'-1 - L.J CM'_MhMhM+l'" hM'-L-lе , (29) 

L=O 

определяющий член нулевого порядка по Б. для произведений с одним оператором Б 
имеем 

(30) 

Замечая, что в силу (23) 

(31) 

приведем (30) к виду 

( fWЗ) "'" h h -i(L+2)р "'" cL, CL-L, Рl - L 1 
- W2 L.J М··· М'-L-зе L.J р,-М М'-р,-l N _ L . 

2 L L, 1 

(32) 

Сумма.по L1 имеет перевал в точке Lc = L(Pl - М)/(М' - М - 1); заменяя L1 на Lc 

в последней дроби (32) и пользуясь теоремой сложения ДШI биномиальных коэффици­
ентов [22, стр. 745], получаем 

( fWЗ ) "'" C L h h -i(L+2)р Рl - (Рl - М)т I . (33) - W22 L.J
L 

М'-М-l М··· М'-L-зе N (р М) 
- 1 - Т .,.-L/(M'-M-l) 

1902 



ЖЭТФ, 1997, 111, 8Ыn. 5 Плотность состоянии . .. 

Результат (33) имеет ту же структуру, что (29), и по индукции нетрудно найти произ­
ведения с небольшим числом 8 операторов б; из (28) получим 

00 ( W) s min{N-М-s,N-2s} 

XN,M = L -~g L C~_M_shM'" hN-L-2s-1 Х 
.-0 2 L=O 

N-s N-s+1 
Х ~ PI - (РI - М)т ~ Р2 - 2 - (Р2 - М - 1)т ... 

L..J N - (РI - М)т L..J N - 2 - (Р2 - М - 1)т 
р,=М р,=р,+1 

N-I I Р. - 28 + 2 - (р. - М - 8 + l)т 
... _L +1 N - 28 + 2 - (р. - М - 8 + l)т -r-L/(N-M-s) 

Ра P,:.t-I 

(34) 

Вычисляя сумму по PI,P2, ... ,Р. в двух перекрывающихся областях параметров, 
получаем для нее результаты (т' == 1 - т): 

1 {М + т' (N - М) 1 N т' (N - М) }. { , 
:;! (1 - т')2 n т' N + (l _ т')М .- 1 _ т' ' mах т N, М} :» 8, (35) 

- In - T'N,...., М,...., 8. 
1 r(M+T'N+ 1) { N T'N }" 
8! Г (М + т' N - 8 + 1) т' N + М - 8 т' N + М ' 

(36) 

В первом случае можно пренебречь величинами,...., 8 В дробях и пределах суммирования 

и перейти от сумм к интеrpалам, во втором - последовательно вычислить суммы, вы­

деляя две старшие степени больших логарифмов. Формула (36) справедлива буквально 
при 8 :» 1, тогда как при 8 ...... 1 отличие выражения в фигурных скобках от In N является 
превышением точности. 

Входящее в (34) произведение 

( €) N-L-2s-M A<]Y-L-2s Г(М -fЗ) r(N -L-28+1) 
hMhM+1 ... hN-L-2.-1 = -W2 A~ Г(М+l) Г(N-L-28-f3) (37) 

зависит от коэффициентов А<]у, которые предполагаются известными. Аналогично слу­
чаю d = 4 [16], в плоскости (N, К) можно выделить область 1 (рисунок), в которой 
сумма в (34) определяется значениями N - L - 28 :» 1, так что для коэффициентов 
А<]у справедлива асимптотика Липатова, и область 11 (М « lnN,N€« 1), «управля­
емая» тривиальным коэффициентом Ag = 1. Между областями 1 и 11 лежит область 
неуниверсальности 111 (М ...... lnN,N€:S 1), в которой существенна информация о ко­
эффициентах А<]у с N ...... 1; область III не дает существенного вклада в сумму (4). 

В области 1 при N € ~ 1 выполнены условия N - L - 28 :» 1, mах { т' N, М} :» 1 
и N - М - L :» 8, что позволяет использовать результат (19) для А<]у, результат (35) 
для суммы по Pi, пренебречь в (34) величиной 8 в пределах суммирования и медленно 

меняющихся функциях и просуммировать по 8; после подстановки в (22) получим 

N-M 
AZ-M = _€--с2Г(N - f3)a N х 

М! 

х N~ (N - L)! (_ W2) L J(N _ L)(N _ L)b+{3eS(L) (38) 
L..J L!(N - L - М)! a€ ' 
L-O 
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где 

Области 1 и 11, дающие непертур­
бативный и квазипаркетный вкла­

ды в сумму (4); параметр t ~ f: 

определен в (42). Непертурбатив­

ный вклад эффективно оценивает­

ся при N = кЕ /аu; неравенство 

кЕ /аu > l/t соответствует поло­
житеЛЬНОСТИ величины ~ (см. (45» 

/

00 ( 1 R-O) 
J(N)= dlпR2R-2 ехр -N!(R)+NflпR+ 2КdI4(R) -Е ' 

О 

WЗ (N-L-M)2 [ (N-L)(N--M) N-L] S(L) = - 1 + ln -- . 
Еа2 L N - L L(N - М -- L) N 

(39) 

(40) 

При N - М « N или N f » 1 сумма по L в (38) определяется значениями L « N 
и (38) переходит в (19). При М'" 1 результат (38) пре06разуется к ВИдУ 

A~-M (€) = ~!fN-М ё2Г(N - (3)aN у'Ц27Гехр [!ooi[NtlnN - 1) + ~] х 

х 1 dxexp [-~ (N - ~ - х) '] xM+"'-f~N< J(x), (41) 

где 

f = WЗ ~ 3n+ 14 
00 aW2 n+8 

(42) 

Предположения, сделанные при выводе (41), выполнены в области Nt > 1 или 
1 - Nt « fl/2. 

При N f « 1 сумма по L в (34) определяется окрестностью верхнего предела сум­
мирования, так что 7' « 1; при М » lnN и М '" 10N используются соответственно 
формулы (35) и (36). для М «loN доминируют члены с 82:: м, L = N - 28 И В силу 
А8 = 1 имеем результат для области 11 

N-M _ N r(N - ) L 1 W) . M+L {3 00 ()M+L 
4N (f)-(-W2) Г(N+l)г<-{3)f;f M!L! -wj (NloN) , (43) 

который можно получить из системы уравнений (11), въщеляя для A~-K,L главную 
асимптотику по N. для N f 10 N « 1 доминируют члены с 8 ~ М И для произвольных 
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М имеем результат 

х = Г(М - (3) ~ A'k_. ~ (W3 lп N ) S et(N-М)М (44) 
N,M A'k ~ Г(М - s - (3) в! W2 М - S + 1 ' 

область применимости которого при f - О неограниченно расширяется и он переходит 

в формулы (42), (43) работы [16] для d = 4. 

4. ПЕРЕНОРМИРОВКА ЭНЕРГИИ И ЗАТУХАНИЕ 

Аналогично случаю d = 4 [16] имеются два сушественных вклада в сумму (4) -
непертурбативный и квазипаркетный, возникающие соответственно от областей 1 и 11 
(рисунок). Мы ограничимся рассмотрением континуального предела Л - 00, когда в (4) 
остаются лишь коэффициенты A~(E). Квазипаркетный вклад вычисляется на основе 
формулы (43) и имеет вид 

_ [ W з(f) _< ] (3«) 
[Y(h;)]qu4siparq - /1 + W2(f) Uh; ln/1 , (45) 

где коэффициенты W2(f), Wз(f), (3И можно брать в нулевом порядке по Е. В пределах 
точности вычислений величина /1 под логарифмом может быть заменена на свое ми­
нимальное значение ~ "" f ln f (определяемое приведенными ниже уравнениями (51), 
(52», так как при /1 > ~ логарифмический член несушествен. Поэтому результат (45) 
переписывается в виде 

_ _ [ Wз,о -] 
U = U 1 + W 2 flп/1 , 

2,0 

отличающемся от паркетного [23] лишь заменой U на и. 

для вычисления непертурбативного вклада положим 

(46) 

(47) 

и просуммируем (4) от некоторого большого No до бесконечности по формуле (46) ра­
боты [16J: 

[""О)] - ." ( 2) -' - 2 «/ )Ь -К! /аир «/ ) "'" ,h; nonpert = ~.L О h; - ИГС2h; h; аи е h; аи . (48) 

Непеpiypбативный вклад связан с расходимостъю ряда и формально возникает от обла­
сти сколь угодно больших N, однако он должен вычисляться на основе формулы (41), 
а не (19), так как поправочный множитель, отличающий (41) от (19), эффективно оце­
нивается при N = h;< / аи и оказывается сушественным; это обстоятельство не было 
осознано в заметке автора [17J, поэтому формулы (22), (23) в ней отличаются от при­
веденных ниже, см. (52), (53), (55). 

л'nпроксимируя ряд (4) суммой вкладов (46) и (48), получаем уравнение 

h;~ - I\;~ = h;2 [1 + 8K4ul\;-< / Е] 1/4 + irO(h;2), 
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где I\;~ = ~(O, О) и учтено, что 1\;5 = 1\;2 + ~(O, 1\;). Уравнение (49) решается аналогично 
уравнению (93) работы [15]. Полагая 

(50) 

и вьщеляя действительную и мнимую части (49), получаем СIВЯЗЬ затухания Г и пере нор­
мированной энергии Е с затравочной энергией Ев = -1\;5 в параметрической форме: 

( €X)2/E (€X)2/E· 
Г = Гс 1 + "2 sin<p, Е = -Гс 1 +"2 cos<p, 

_ ( €X)2/E ( €x/2 ) 1/4 
- Ев + Ее - Гс 1 +"2 1 + €x/2 х 

(51) 

х [cos (<р + .:) - tg <р(1 ~ 2€x) sin (<р + JзJ] , 
где Ее определяется формулой (108) работы [15], а х(<р) - однозначная функция в ин­

тервале О < <р < 1Г, аналогичная показанной на рис. 2 работы [15] и определяемая 
уравнением 

. ( <р ) е-4х /З <р(1 + 2€x) 
slП <р + 4х = ---;J741(x)cos 3 ' (52) 

где 

1(х) = ё2 (~) 1/4 (~t) 1/2 ехр { _ 100 + 100 (1 + €;) lп [~( 1 + €;) /t]} х 
00 

х f dzexp [-~ C~ -Z)2] zЬ+/Э-!оо(l+<х/2)J(z). (53) 

о 

Формулы (51), (52) существенно упрощаются в двух перекрывающихся областях. При 
х :» lп(1/€), Т.е. в области больших IEI, когда правая часть (52) мала и величина <р 
близка к О или 1Г, для зависимости Г(Е) получаются асимптотики 

Е:» Г, 

--Е:» Г, 
(54) 

создаюшие иллюзию ложного полюса [7] (Го(Е) == r o(l1\;1 2»; при больших положитель­
ных Е воспроизводится результат кинетического уравнения, при больших отрицатель­

ных Е затухание становится чисто непертурбативным. 

В области малых энергий, х .$ €-1/2, имеем уравнение 

. ( <р ) е-4Х/З <р 
slП <р + 4х = 1(0)---;J74 cos З' ( )

17/12 
1(0) '" €-7/12 lп ~ , (55) 

описывающее окрестность ложного полюса и по функциональной форме совпадающее 

с четырехмерным (см. формулу (51) в [16] при х « хо и формулу (100) в [15]). Ми­
нимальные значения величин ~ и х достигаются OДHOBpeMC~HHO и с логарифмической 
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точностью равны 

(56) 

так что ложный полюс обходится на расстоянии порядка € ln(1/€). 

5. ПЛОТНОСТЬ состояний 

для вычисления плотности состояний требуется знание собственной энергии :Е(р, 11':) 
при конечных импульсах [15J; так же как при р = О, эта величина состоит из непертурба­
тивного и квазипаркетного вкладов, Квазипаркетный вклад определяется паркетными 

формулами [15, разд. 7] с заменой и на й; доказательство этого совершенно аналогично 
случаю d = 4 [16, разд. 5]. Непертурбативный вклад оказывается сушественным лишь в 
области больших отрицательных Е, где он непосредственно определяется асимптотикой 

Липатова и может быть вычислен на основе (13) (при N = K/jau » 1/€ поправочный 
множитель, отличающий друг от друга результаты типа (41) и (19), равен единице) 

ь 00 

[:E(p,II':)]nonpert = i7rC211':2 (::) е-К" /аи J dJnR2 R-2(Ф~}РR/К (Ф~}-рR/К х 
О 

Х ехр {- 11':< [f(R) _ €lnR] + 2KdI4(R)}. (57) 
аu € 

При р = О интеграл определяется окрестностью перевальной точки Ro. являющейся 
корнем уравнения 

€ = 6Rб(-lnRo + lп2 - С - 1), (58) 

так что Ro r::::"v€/31n(1/€); прир ~ II':RQI выражение (57) не зависит отр, прир;:: II':Ro1 

быстро убывает с ростом р. Ввиду логарифмической точности последующих вычисле­

ний [15, разд. 8] достаточно результата 

[:Е(р, lI':)]nonpert ~ [:Е(О, 1I':)]nonpert 8(II':RQI - р). (59) 

с учетом сказанного, окончательное выражение для :E(p,II':) имеет вид 

2{ 3 [t(x) ]-1/4 1 [t(X) ]-3/4} . 2 1 
:Е(р, 11':) - :Е(О, 11':) = 11': 1 - 2 t(xoo ) + 2 t(xoo ) - zro(1I': )8(р - II':RQ ) (60) 

(ср. с формулой (116) работы [15]), где 

хоо = 11':-<. (61) 

Подставляя (60) в формулы (117), (118) работы [15] для d = 4 - €, получим 

ГС ( €X)Ц<{( 2)-1/4( щ). ( 'Р) v=--_ 1+- 1+- 1--- 810 'Р+- -
47rlul 2 €x 2 + €x 4х 

( 2 ) -3/4 ( 3) } 1 + €x 8in 'Р + 4: ' (62) 
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что совместно с (51), (52) определяет плотность состояний lI(E) в параметрической фор­
ме. Обратим внимание на наличие скейлинга: при измерении энергии в единицах Гс, а 

плотности состояний в единицах rc/lul все зависимости ОПРI~деляются универсальными 
функциями, не зависящими от степени беспорядка. При 'ЕI » Г имеем асимптотики 

lI(E) = 

[ </2] -1/4 
~К4Е(d-2)/2 1 - (~) - , 

ГO(~) {1 _ но (@1) -</2 _ [1 _ (IEI) -</2] 1/2} , 
41rlul 2 ГС Гс 

Е»Г, 

(63) 

-Е» Г, 

показывающие ложный полюс. При больших положительных Е функция lI(E) пере­
ходит в плотность состояний идеальной системы, при больших отрицательных Е по­

лучается результат для флуктуационного хвоста 

энергетическая зависимость которого совпадает с полученной в [25-27] и соответствует 
известному закону Лифшица [28]; расходимость при f -+ О устраняется для конечно­

го параметра обрезания А. Любопытно, что при ЕХ « 1, формулы (51)-(53), (62) по 
функциональной форме совпадают с таковыми для d = 4 [16], т. е. поведение всех 

физических величин в окрестности порога подвижности эффективно оказывается че­

тырехмерным. Аналогично [15, 16] точка фазового перехода смещается в комплексную 
плоскость, что обеспечивает регулярность плотности состояний при всех энергиях. 

Отличие но от единицы существенно лишь при К! / и » 1 / Е, когда происходит по­
чти точная компенсация членов в фигурных скобках в (63). Замена Ro -+ 1 в (60) соот­
ветствует полному пренебрежению величиной [I:(p, 1I:)]nonpert, так как интегрирование 

в формуле (118) работы [15] происходит по области р .:::: 11:; таким образом, величина 
[I:(p, 1I:)]nonpert существенна лишь при больших отрицательных 'ЕI и может вычисляться 
по асимптотике Липатова. 

6. АСИМПТОТИКА ЛИПАТОВА 

Вычисление асимптотики Липатова в (4 - f)-мерной тс:ории близко следует схе­

ме для d = 4, подробно описанной ранее [16]. Поэтому обсудим лишь возникающие 
отличия, отмечая цифрой 1 ссылки на формулы работы [16]. 

В безмассовой четырехмерной теории существует специфическая нулевая мода -
дилатационная, соответствующая изменению радиуса R инстантона [16, 18,29]. Так же 
как в массивной четырехмерной теории [16], при d = 4 - f эта мода становится мяг­
кой и интегрирование по ней носИт существенно негауссовский характер; корректное 

проведение этого интегрирования необходимо для того, чтобы обеспечить правильный 

предельный переход при d -+ 4. 
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Аналогично (1.82) введем под функциональный интеграл три разложения единицы: 

1 = (! ddхlЧ?(х)14) d J ddxo Ц Ь (- J ddх lЧ?(х)14(х - Хо),. ) , 

1 ~ J d"xl<p(x)l' 1 dlпR'б (-J d"xl<p(x)l' lп (х ~ х,)') , (65) 

1 = J dnub (u - v{ч?}) , 

и вместо (1.82) сделаем замену 

х - хо = Rx, 

В результате приходим к выражению 

00 

[GM]N-l = J dlпR2Zо(II:R)-1 J ddxo J dnuR-4-(d-2)М/2 J ::i J D<p Х 
о 

Х Ц Ь (-J ddхlЧ?(х)14х,. ) Ь ( - J ddхlЧ?(х)1410х2) b(u - у) Х 

(! d 4)d+l (Х 1 - хо ) (хм - хо ) Х d хlЧ?(х)1 Ч?а, R "'<Рам R Х 

(66) 

Х ехр [-Н{II:R,g,Ч?} - Nlog + NfloR] , (67) 

основное отличие которого от (1.83) состоит в появлении члена N f 10 R в экспоненте. 
Выбор инстантона по-прежнему фиксируется уравнением (1.94), которое после перехода 
к функции фс(х) согласно (1.72) принимает в сферических координатах вид (Т == Ixl) 

3 - f 3 2 
ф~(r) + --Ф~(r) - II:kфс(r) + ф;(х) - JLофс(r)lоr = О. 

r 
(68) 

В области r <t:: II:R1 члены с Е, II:R, JLO рассматриваются как возмущение и аналогично 
(1.99) получим 

2.)2 [ 1 - z ] фс(r) = --=;:-1 1 + -1 + v(z) , 
z z z=r' 

z J (l + ZJ4 
v(z) = dz (l _ z)2Z2 Х 

О 

(69) 

{ z2(z-З) II:k [ Z+2z2] [loZ Z+3] 2} 
Х f 12(1 + Z)3 + 4"'" -10(1 + z) + (l + z)2 + JLo (z + 1)4 - 6(z + 1)3 z . 

Вычисление асимптотики v(z) при z » 1 с учетом лишь растущих по z членов дает для 
области 1 <t:: r <t:: 11: R 1 
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2V1 { 1 2 2 .[ 1 3 2 1] 2 Ф (Т) = -- 1 + -к,Rr Inr + -j.Lа - -к,R - -Е r + 
с т2 2 6 4 12 

2 2 [ 11 2] 1} + 3к, R In r + 2j.La - 2' к, R In r - т2 • (70) 

в области r » 1, рассматривая как возмущение нелинеЙl1lые члены в (68), получаем 
после выделения асимптотики для r « к, R 1 

Условие сшивки (70) и (71) имеет вид 

(72) 

Используя (69) для вычисления интеграла в (1.70) (с заменой d4x _ dd x ), получаем 

(73) 

где f(x) и 14 определены в (14). По сравнению со случаем d = 4 функция f(x) изме­
няется 'на константу ,...., Е. 

Еще одна модификация возникает при выделении расхо~имостей из детерминан­

тов, определяемых правилом сумм (ср. с (1.114» 

(74) 

для N-ro коэффициента разложения функции Грина вместо (1.113) получим 

(4) N+(M+d+l)/2 ( М + n + d) 
[GM(xl,al, ".,xM,aM)]N = c(-I)N 14 r N + 2 х 

00 

Jdn 1:(1 1 Jd R2Jdd R-d-М(d-2)/2ф (Х1 -ХО ) (ХМ-ХО ) х иu u -1)ио ,,,,иом In Ха с ----я:- ... R Х 

о 

{ n + 8 1 - (АЩ-' } 
Х ехр -Nf(к,R) + NflnR + -4-КdI4(к,R) f ' (75) 

где константа с вычисляется в низшем порядке по f и дается 4юрмулой (1.114). Переходя 
к верIIЩННОЙ части, вместо (1.127) получаем 
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2 11,/2 ( 4 ) N+M+S/2 ( 2М + + d) 
[Г<0,2М)(Рl, ... ,Р2М)]N =c(-1)N 2MГ(~+n/2) i4 Г N+ 2n х 

00 

х J dlnR2R-d+(~-2)М (Ф~)RРI ... (Ф~)RР2М Х 
О 

{ n + 8 1 - (ЛR)-f } 
Х ехр -Nj(к,R)+N€lnR+ -4-КdI4(к,R) € ' (76) 

где (ф~)р - фурье-компонента функции ф~(х), в низшем порядке по € определяемая 
выражением (14). Вершина г<О,2) совпадает с собственной энергией и при М = 1, n=О 
из (76) следует (13). 

7. инcrАНТОННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДIIЯ Е "" 1 

для сопоставления с результатами дрytих авторов [7, 25-27] обсудим инстантонные 
вычисления при d < 4 без предположения близости d к 4. Такие вычисления близко 
следуют схеме для d > 4, описанной в [15] (отмечаем цифрой 11 ссылки на соответствую­
щие формулы), с заменой Еж -+ J dd Х И €(p) -+ р2. Различие связано с необходимостью 
выделения нарЯду с вращательными модами нулевых трансляционных мод; дилатаци­

онная мода в отличие от предыдущего раздела рассматривается на общих основаниях. 

Соответственно, из трех разложений единицы (65) используются лишь первое и тре­
тье, а замена переменных (66) проводится с R = 1. Дополнительно к (11.65) требуется 
преобразование детерминанта D L: 

Jdd (дфс(х»)2 
, d Х --

D L = D(l) П aX/-I 

Do /-1-1 3 J ddхф~(х) (д:~~») 2' 

D(1) = п' (1 -~) 
s Jts 

(77) 

(штрихом отмечаем исключение вклада трансляционных мод). Уравнение инстантона 

заменой переменных приводится к виду 

(78) 

где к, - произвольный параметр (см. ниже). для коэффициентов разложения функции 

Грина получаем 

где 

Ip = J ddхф~(х). 
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При d = 4 - f эквивалентность (75) и (79) имеет место лишь при Nf» 1, когда инте­
грирование по R в (75), соответствующее дилатационной моде, может быть выполнено 
в перевальном приближении. Перевал имеет место при "'-R = Ro, где Ro - корень 

уравнения (58); при этом в силу (72) оказывается J.to = О и уравнение инстантона (68) 
сводится к (78) с к, = Ro. Выражение (79) с к, = Ro после: оценки предэкспоненты в 
нулевом порядке по f отличается от результата перевального приближения в (75) по­
стоянным множителем 

ло ~'1J d L 2 ~'1J - Р пр 
[ 

\ L + 7:12 J ] 1/2 [ 7:12 2 1 ] 1/2 
ЗI4.m(-lпRo+lп2-С-З/2) dx[eo(x)] ~ .т IOf ' 

(81) 

где >.() == -~ и е{)(х) - собственное значение и собственная функция оператора 
-д - Зф~(х), соответствующие дилатационной моде; нормировка функции е{)(х) вы­
брана так, что она совпадает с [дФс(х)/дR]R=1 в области 1:z:1 ;s 1. Величина (81) равна 
единице при р '" f или - >.() "" Е2; из теории возмущений лелю убедиться, что вклад в >.() 
первого порядка по f обращается в нуль из-за расходимости нормировочного интеграла 

для е{)(х) при d = 4. 
При 2 ::; d < 4 детерминанты D(1) и DО/З) содержат расходимости [25J, которые 

устраняются их перенормировкой согласно (11.75) с одновременным переходом к пере­
нормированной энергии Е ( метод Томаса-Ферми дает J.ts '" s2/d при 8 » 1 и в (11.69) 
расходится первая сумма). Полагая к, = 1 и суммируя далеКИI~ члены ряда теории возму­
щений для двухточечной (М = 2) функции Грина по формуле (11.90), нетрудно получить 
выражение для флуктуационного хвоста плотности состояний: 

1/ = (4-d)2d- 1 (16 - 14 )d/2 IDR(1/3)1'/2 (d-2)/2 (14IEI(4-d)/2) (d+I)/2 
(Е) (211")(d+I)/2 14d D R(1) IEI 2agW2 х 

( 
14IEI(4-d)/2) 

х ехр - 2adW2 
о 

(82) 

(учтена связь 412 = (4-d)14), энергетическая зависимость которого совпадает с получен­

ной Карди [27J. Нормировка на невозмущенную плотность состояний l/о(Е) и переход 
от перенормированной энергии Е к затравочной Е в со сдвинутым началом отсчета (см. 

формулу (12) в [26J) дает результаты Брезана и Паризи [26] 1) 

I/(Ев) = (16 - 14)3/2114 DR(1/3) 11/2 IEBI х 
I/о(-Ев ) 3 D R (1) (agW2)2 

( 14 14IEBI1/2) _ ' 
Х ехр - 1611" - 2agW2 ' d - 3, 

I/(Ев ) = 16 - 14114 DR(1/З) 11/2 (411"IEB I)3/2-14/81r Х 
I/о(-Ев) 811"2 D R (1) agW2 

(83) 

х ехр (- 14 _ 14 1EBI) d = 2 
811" 2agW2' . 

J) В первых частях окончательных формул (16) работы [26) имеются явные опечатки; подстановка 
в (83) численных значений параметров, полученных в [25), дает коэффициенты, приведенныe в [26) 
во вторых частях формул (16). 
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При d < 2 расходимости в детерминантах отсутствуют и результат (82) справед­
лив в терминах затравочных величин (т.е. с заменой Е - Ев, DR(l) - D(l), 
DR(l/3) - D(1/3». При d = 1 уравнение (78) с к, = 1 имеет Решение фс(х) = Л/ сЬх, 
а уравнение (11.64) . 

" /1-8 О У -у+--у= 
сь2 х 

(84) 

имеет собственные значения /1-. = 8(8 + 1),8 = 1,2, ... , так как заменой у = ii cb-8 Х оно 
приводится К виду, аналогичному (1.121». Вычисление входящих в (82) параметров 

D(l) = fi (8 + 3)(8 - 2) =_! D(l/3) = fi (8 + 2)(8 - 1) =! 
8=1 8(8 + 1) 5 ' 8=2 8(8 + 1) 3' 
."/2 (85) 

14 = 16 16 = 128 
3 ' 15 

дает результат 

(Е ) - 4 !EBI {8IЕвIЗ/2 } 
V В - - dW2 ехр - 3 dW2 ' ffao ао 

(86) 

совпадающий с точным решением Гальперина [10,30). 
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