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ОБ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОМ СПЕКТРЕ СВЕРХПРОВОДНИКОВ 

Л. я . Горькое 

Предложен метод, использующий аппарат квантовой теории поля, для вычисления 
свойств системы частиц Ферми, взаимодействующих по закону притяжения. 

В работе Купера 14 было показано, что если взаимодействие электронов 
в металле приводит к эффективному взаимному притяжению для двух 
электронов вблизи ферми-поверхиости, то пара частиц, обладающих взаимно 
противоположными импульсами и спинами, мол^ет иметь связанное состоя-
ние с отрицательной энергией связи. В работах Бардина, Купера и Шриф-
фера Р' ®j и Боголюбова [̂ 1 на этой основе была развита последовательная 
теория явления сверхпроводимости. Оказалось, что основное состояние 
системы взаимодействующих ферми-частиц расположено ниже нормаль-
ного состояния с заполненной сферой Ферми и вследствие этого отделено 
от возбужденных состояний щелью, по порядку величины равной энергии 
.связи отдельной пары. 

В настоящей работе предложен метод, основанный на физической идее 
Купера, позволяющий при помощи аппарата квантовой теории поля полу-
чать все результаты кратким и простым путем. 

Будем исходить из гамильтониана в форме l̂ J, за записанного во вторичном 
квантовании: 

где 
\ {-{г + Т (Ф' (Ф' Ф) Щ ( I ) 

ka he 

удовлетворяют обычным соотношениям коммутации: 

{фЛх), ф+(х')} = 0, (2) 

Взаимодействие будем считать равным нулю всюду, кроме области энергий 
частиц 2)с около границы Ферми sp от sp — х до ер + к. 

Перейдем к гейзенберговскому представлению, в котором операторы 
ф и ф"̂  зависят от времени и удовлетворяют следующим уравнениям: 

{id /dt + ^ / 2т} (ф-̂  (х) ф (х)) ф - О, 
{id/dt^ А/2т}ф-^ (х) + й^ф^(х) (ф^{х)ф {X)) = 0. 

(3) 

Определим функцию Грина Go:^{x~x') как среднее по основному состоя-
нию системы: 

(х - д:') = - i {Т (ф« ф^ {X'))). (4) 

где Т — хронологизирующий оператор. ' 
При выводе уравнений для функции Q{x — x') примем во внимание, 

что основное состояние системы отличается от обычного состояния с за-
полненной сферой Ферми присутствием связанных пар электронов. В основ-
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ном состоянии все пары как целое покоятся. (Это означает, что взаимо-
действие между частицами учитывается только в той мере, в какой оно 
приводит к образованию связанных пар. Эффектами рассеяния^ пренебрегаем.) 
Происходит своего рода «бозе-конденсация» пар при равном нулю импульсе 
их движения как целого, подобно тому, как в бозе-газе такая конденсация 
имеет место в силу статистики уже для самих частиц. Это обстоятельства 
позволит .нам определенным образом расписать средние вида Т ( ф X 
X 'V (^2) ' Г (^з) Y' появляющиеся в уравнениях для G{x — х') 
в силу (3). 

Имеем, например: 

= " <т (Хг) ̂ t iXs))} ^Т (Фз {X,) (Х4))> 

+ (^i)) ^t ix,))) (Т (фз {х^) ф+ {X,))) 4-

•-ViN\T {х^) фз {X,)) \N ^ 2; Ш + 2 I Т (ф+ (Хз) ^t (^4)) IЛ^ >, (5) 

где и 1Л/' + 2 ; — основные состояния системы с числом ^частиц 
N я N + 2. Величина 

<ЛА I Т (фф)\N + 2;(N + 2\Т ф^) I 

очевидно, имеет порадок плотности числа пар, тогда как (Т (фф"^)) — 
плотности числа частиц. 

Легко убедиться, что введенные таким образом величины можно за-
писать в виде: 

I Т (фа (х) фр {X')) \N+ 2)^ /^«р -

+ 2 ) Г ( ф + (х) ф ^ (X ' ) ) ( N } = Ft^ {X - X'). 
(6) 

Функция G{x — x') в силу однородности задачи зависит только от'^разно-
стИ'Л; — Что касается дополнительной зависимости от t в выражениях (6), 
то ее происхождение видно из общей формулы квантовой _^механики для 
производной по времени от любого оператора A{t): 

I (N\A (01Л^ + 2> == / ) \Ait)\N + 2 ; . 

Величина разности энергий £л'+2 — ^ n j очевидно, равна 2\i {дЕ j ON — 
Ркпользуя уравнения (3), получим уравнения для функций д{х — х') 

{(дldt +А/2т} G (х — х') — р-" {х — х') = 8 (х — х'). 
{id jdt —А 12т — 2[х} {х - г х') + ig ( 0 + ) G {х — х') - 0 . 

Здесь опущены члены, соответствующие двум первым членам в выраже-
нии (5), поскольку они лишь изменяют {л, чем можно пренебречь, и введены 
обозначения 

и, соответственно 

Комплексное сопряжение дает 

= (8) 
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Переходим в уравнениях (7) к компонентам Фурье всех функций, например 

Gafi {х — X') - ^ Gap (рсо) ехр {/р (х—X') - ш (t — Г)} сШ^р, 

Обозначая oi —[х = со', найдем: 

(со' - G (ро.) - igP ( 0 + ) F"- (рсо) 1, 

где 
(со' + ад F^ (рс,) + igF"^ ( 0 + ) G (роз) == О, 

ip = p V 2 / 7 2 — — Р р ) , 

(9) 

а Рр — фермиевскрш импульс. В дальнейшем в" формулы всюду будет 
входить только б>', поэтому штрих можно опускать. 

Из соотношений (8) следует, чтоР{0+) и ^"^(0+) имеет следуют^ий 
матричный вид; 

Р = — 
(10) 

равно как и F'^(po^) и ^(рсо), а функция Грина, согласно (9), пропорцио-
нальна Единичной матрице. Подставляя (10) в (9), получаем 

{со ~ ip) G (рсо) - 1 + igJF-" (рсо). 
Отсюда 

где 

J G (РО)) 
OJ-

(11) 

(12) 

Как видно из первого уравнения (11), f"(pco) определяется с точностью 
до решения однородного^ уравнения вида Л(р)Б(о)^ — —А^). Нетрудно 
проверить, что этот член приводит в выражении для G(po)) к произ-
вольной мнимой части. Р1иыми словами, уравнения ( И ) определяют толь-
ко действительную часть функции Грина. 

Мы определим правила обхода полюсов в (12), воспользовавшись теоре-
мой, доказанной Ландау согласью которой мнимая часть функции Грина 
ферми-системы положительна' при со< О и меняет знак при переходе от 
отрицательных к положительным частотам. 

В результате получаем: 

р-^ (рсо) == — ig/ / (co —Ер + гЗ) + —io), 

G (рсо) = (со - - ер + i b p + _[_ е^ _ 1Ьу\ 

где вр == -I- Д2 и функции и равны 

е 

(13) 

( 1 4 ) 

( И ' ) 
-р / • - ч -р 

Для определения величины А воспользуемся тем, что 

(15) 
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Подставляя сюда (13), получим уравнение: 

Это уравнение имеет при малых g < 0 (притяжение) решение вида 

г д е 

Положительный полюс в (14) определяет спектр возбуждений, который, 
как оказывается, имеет щель величины А, Эти результаты совпадают с 
результатами, полученными в 

Химический потенциал (л связан с плотностью числа частиц соот-
ношением: 

N J V = (х) ф (х)} = ~ / (27:)-^ ^ Gaa (ро^) dcorfSp, (17) 

откуда с точностью до экспоненциально малых [i — ер. 
Изложенный метод позволяет провести рассмотрете ^акже при темпе-

ратурах, отличных от абсолютного нуля. .В этом случае рассмотрим 
термодинамически усредненную функцию Грина * 

Gap {X - - ^ 2 ^ ^ Р + / п 1Т (ф. {X) ф^ I /г>, 

где Q — термодинамический потенциал в переменных Т, V, (х. Как известно, 
результат усреднения не зависит от того, производится ли оно при помощи 
распределения Гиббса или по стационарному состоянию с заданной энергией. 
Это соответствует выбору в. ^ качестве термодинамической переменной 
величины Еу вместо температуры Г. Понимая усреднение именно таким 
образом, получим для величин G, и f прежние уравнения (11), с той 
разницей, что соответствующие средние от Г-произведений взяты не по 
основному состоянию системы, а по состоянию с полной энергией Я, рав-
ной энергии системы при заданной температуре. Уравнения (И), как мы 
уже отмечали выше, однозначно определяют только действительную часть 
функции Грина G(iDw), которая, очевидно, равна действительной части 
выражения (14), Запишем общее решение для функции 

F+ (poi) = — igj / (о — sp + Щ (w + ер — ib) + 

+ А А р , + Г ) 8(0) + е р ) . ( 1 8 ) 

Мы воспользовались тем, что 1 /(д;=р/о) = 1 / х ± : ш Ь ( х ) . Значение величин 
Ai(p, Т) и Ла(р, Т) можно получить из соотношения между вещественной 
и мнимой частями функции Грина которое при отличной от нуля темпе-
ратуре имеет вид: 

R e O M — 
—С» 

Получаем 

и для функции Грина: 
С (РО)) = u l (о) - ер + ib ) -^ + (со + 8р - + 

+ 2 7 г / / г ( е р ) [ а 2 8 ( о ) ~ е р ) - о 2 й ( о , + е р ) ] , ( 1 9 ) 
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где п{вр) имеет вид фермиевского распределения возбуждений при задан-
ной температуре: 

Спектр возбул<дений, таким образом, есть 

(20) 

где А —функция температуры. Условие (15) после, подстановки в него 
в виде (18) дает соотношение, определяющее величину щели в зави-

симости от температуры: 

V Г ^ Н г А ^ Г Л 
(21) 

Уравнение (21) было получено Бардиным, Купером и Шриффером и было 
найдено, что величина щели А (Г) обращается в нуль при 7 ' = Т ^ А (0). 
Мы покажем кратко, как в нашем методе производится вычисление термо-
динамических величин. 

Теплоемкость су на единицу объема равна 

Vc^ (дВ / дТ)у. 

Величина 

' ^ / v ^ < { - ( г ^ ф) + f (Ф̂  (Ф̂ -Ф) Ф)}> 

выражается через функции G, F'^ и F с точностью до несущественных 
(постоянных по температуре) членов следующим образом; 

E = 2V ( 2 ^ ) - ^ п (sp)) + /г (е^)] d'p + gVJK 

Весь вклад в теплоемкость при таких температурах дает область 
Подставляя здесь для функций и t)2 их выражения (14') и 

.используя соотношение (21), получаем для теплоемкости 

г дп (£„) 
Су = 2 (21:)-'^' ''' дТ d% 

т. е. обычную формулу для теплоемкости газа фермиевских возбуждений 
со спектром (20). Вычисление теплоемкости и величины щели в зависимо-
сти от температуры проведено в 
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ON THE ENERGY SPECTRUM OF SUPERCONDUCTORS 

L. P. Gorkov 

A method is proposed, based on the mathematical apparatus of t he quantum field theory, 
for the calculation of the properties of a Fermi-gas wi th at tract ive interact ion of the particles. 


